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Kapitola 1

Zadani

1.1 Cviceni

1. Vzpomernte si na definici metriky (Definice [2.1)).
(a) Dokazte, ze to jsou metrické prostory,

(b) Necht uzaviend koule o poloméru r € [0,00) a stfedu m € M je definovand B(m,r) =
{x € M | d(m,z) < r}. Nakreslete jak vypadaji koule v ndsledujicich metrickych pro-
storech.

(¢) Na metrickém prostoru definujeme pifmku definovanou dvéma ruznymi body z,y € M
definujeme jakdﬂ

Uz,y) ={z € M | d(z,2) +d(z,y) = d(z,y)}
U{z e M |d(z,z)+d(z,y) =d(z,y)}
U{ze M |d(z,y)+d(y,z) =d(x,2)}.

Nésleduji priklady metrickych prostoru:
(a) Euklidovsky prostor: M = R",

d((l‘1,3§‘2,-~~ 7xn)7(y1ay27"' 7yn)) =

i. Je to metricky prostor:
ii. Nakreslete kouli:
iii. Nakreslete ptimku jdouci dvéma body:
(b) Diskrétn{ prostor: M je libovolnd mnozina, d(z,y) = 1 pokud = # y (nula jinak)
i. Je to metricky prostor:

ii. Nakreslete kouli:

1Vsimnéte si, ze piimka je tvoFena body, pro které plati trojihelnikova nerovnost s rovnosti. Tedy jsou to ty
body, které jsou na né&jaké nejkratsi cesté mezi z,y (tedy usecka mezi x,y) ale kde nejkrats{ cesta je dle pifslusné
metriky. Navic jsou tam body na polopfimkdch (tedy body, pro které je z na néjaké nejkratsi cesté mezi z a y
(a symetricky pro druhou poloptimku). Ponauéeni z toho plyne, ze v metrice neni vzdy nejkratsi cesta jen jedna
(stejné jako v grafech).
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iii. Nakreslete pfimku jdouci dvéma body:

(¢) M = F(a,b) tj. mnozina viech omezenych funkci na intervalu [a,b] (a < b jsou redlnd
tisla), d = sup {|f(z) — g(x)| | a < = < b}

Dokazte, ze je to metricky prostor.

Najdéte pro kazdé n € N funkei f,, tak, ze d(fn, frn) = 1 pokud m # n. Muzete jich
najit i vic, jestli ChceteE|

(d) Manhattanska metrika M = R"™,

n

d((xthy' o 7zn)a (?11731% T 7yn)) = Z |‘rl _yl|

i=1
i. Je to metricky prostor:
ii. Nakreslete kouli:
iii. Nakreslete ptimku jdouci dvéma body:
(e) Maximova metrika M = R"™,
d((z1, @2, ,2n), (Y1, Y2, Yn)) = r?:aquﬂi = yil-

i. Je to metricky prostor:
ii. Nakreslete kouli:
iii. Nakreslete pfimku jdouci dvéma body:

(f) Pafizskd metrika M = R?, d(z,y) = ||z — y|| pokud z,y € R? lez{ na stejné polopiimce
od (0,0), jinak d(z,y) = ||z|| + ||yl (kde ||z| je Euklidovskd metrika).

Tato metrika zni jako hracka. Ale moderni navigace pouzivaji ne stied meésta, ale dalnice
a velkd mésta, pres kterd se pojede (hledejte highway dimension).

i. Je to metricky prostor:
ii. Nakreslete kouli:
iii. Nakreslete pfimku jdouci dvéma body:

(g) Vzdalenost na neorientovaném souvislém grafu G = (V, E): M =V, d(u,v) je pocet
hran na nejkratsi cesté mezi u, v.

i. Je to metricky prostor:
ii. Nakreslete kouli:
iii. Nakreslete pfimku jdouci dvéma body:

(h) Edita¢ni vzdalenost: uvazujme néjakou kone¢nou abecedu, napiiklad ¥ = {a, b, ¢}, pak
slova jsou konecné sekvence znaku (prazdné slovo je taky slovo, budeme ho znagcit
A, protoze Casto pouzivané ¢ je v analyze pouzivané pro néco jiného), tedy M =
{\,a,b,c,aa,ab, ac, ba, bb, be, abe, abb, . . .}. Rekneme, ze dvé slova se lisf jednou zménou,
pokud jedno slovo muzeme dostat z druhého:

e vynechanim znaku (kdekoliv ve slové) (aaabbbecc — aaabbecec)

e priddnim znaku (kamkoliv do slova) (aaabbbcce — aaabbebecc)

2Zkuste si rozmyslet, ze v R3 s Euklidovou metrikou naleznete pouze ¢tyfi body, tak ze kazdé dva z nich maji
od sebe vzdélenost jedna.
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e zménou znaku na jiny (na dané konkrétni pozici, tedy zkratka za “odebréni znaku
a pak pridan{ jiného na puvodni pozici”) (aaabbbcee — aaababeec)

Vzdalenost dvou slov je pak nejmensi pocet zmén kterym z jednoho slova pfejdeme na
druhé.

i. Je to metricky prostor:
ii. Nakreslete kouli:
iii. Nakreslete ptimku jdouci dvéma body:
Reseni: [1]
2. Rozeberme si pomalu piifklad z predndsky. Necht f: R x R — R je definovdna: f(z,y) =

g7 Pro (z,y) # (0,0),
0 pokud x =y =0

(a) Necht a € R a g(z) = f(a,z). Dokazte, Ze g je spojitda funkce a lim, ,og(z) = 0
(Symetricky pokud g(z) = f(z,a).)

(b) Necht h(z) = f(z,z), dokaite, ze lim,_o h(z) = 3. (Obdobné pokud h(z) = f(z, —z),
pak limita je —1/2.)

(c) Prohlédnéte si tu funkei na obrdzku:
https://www.wolframalpha.com/input/?i=/28xy%29%2F%28x5E2%2By/5E2%29

(d) Dokazte, ze f neni spojita (pfimo z Definice pro Euklidovskou metriku.
Resent: [2
3. Pracujme na R™ pro né&jaké pevné n € N. Necht:
o d((w1, w2, xn), (1,92, 3 Yn)) = v/ 2imy (0 — 92)?
o M(z1, @2,y 20), (Y1,Y2, s Un)) = Diey [T — il
o o((z1,22, +,xn), (Y1, Y2, "+ ,Yn)) = maxi_y [z; — yi
Dokazte, ze d, A, o jsou silné ekvivalentni.

Pripomenme, ze dvé metriky na stejné mnoziné jsou silné ekvivalentni, pokud

Ja, B € (0,00),Vz,y € M: ady(,y) < da(z,y) < Bdi(z,y)

Resent: El

1.2 Cviceni

1. Pfipomente si derivovani funkci jedné proménné.
Kouknéte S€ na 3bluelbr0wn: https://www.youtube.com/watch?v=YG15m2VwSjA&list=PLZHQObOWTQDMsr9K-rj53DWVRMY03t5Yr&index=4
(a)
(b)
(c) & ((sin(22))2)
)

(d) Funkce, které se iikd sigmoid je definovéna o(z) =

a (_1
dz 14+e—=

Resenf: |I|

1 vl s .., . .
Tre=7" spocitejte jeji derivaci


https://www.wolframalpha.com/input/?i=%28xy%29%2F%28x%5E2%2By%5E2%29
https://www.youtube.com/watch?v=YG15m2VwSjA&list=PLZHQObOWTQDMsr9K-rj53DwVRMYO3t5Yr&index=4
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2. Necht (X,d) je metricky prostor. Piipomeiite si, Ze mnoZina je oteviend, pokud je okolim
kazdého svého bodu, tedy:

A je oteviend =Vz € A,3e > 0: Q(z,e) C A

kde Q(z,¢) ={y € X | d(z,y) < e}.

Mnozina B je uzaviend, pravé kdyz X \ B je oteviend (na prednédsce jste méli ekvivalentni
definici s tim, Ze kazd4d konvergentni posloupnost bodu z B m4 limitu v B).

Dokazte formalné, ze:
(a) 0 je oteviend i uzaviend
(b) X je oteviend i uzaviend

(¢) Jsou-li U; C X pro i € J oteviené, pak U;c;U; je oteviend (mnozina indexu J muze
byt libovolné velkd).

(d) Jsou-li U,V C X oteviené, pak U NV je oteviena.
Reseni: [2
3. Necht (X, d) je metricky prostor. Uzavér mnoziny A C X jsme definovali jako A = {y € X | d(y, A) =0} =

{y € X | inf{d(y,a) | a« € A} = 0}. Na predndsce jste se dozvédéli spoustu uzitecnych vlast-
nosti. Co umite fict o vztahu nasledujicich dvou mnozin:

|
o/

N

N
D
>y

Resent: [3
4. Jaky je vztah inverzni funkce a vzoru? Nechf f: X - Y, AC X, BCY.
(a) Kdy plati f~![f[A]] = A?
(b) Kdy plati f[f~'[B]] = B?
Resen: [

5. Pfipomenme si totaln{ diferencial na konkrétnich piikladech. Napiste tvar konkrétniho totalniho
diferencidlu.

(a) Necht f: R — R je funkce jedné proménné. Pro konkrétnost f(z) = x2.

(b) Necht f: R? — R je funkce dvou proménnych. Pro konkrétnost f(z,y) = 22 + 32
Reseni: [5]

6. Vzpomeiite si na véty z pfednasky, které ddvaji, ze pokud mé funkce spojité parcidlni deri-
vace, tak ma totalni diferencial a tim padem je spojita.
spojité PD = TD = funkce je spojita

Jisté si pamatujete ukazkovou funkci z prvni predndsky o které jsme dokazovali, ze neni
spojitd. Pojdme ovéfit, Ze nemd spojitou néjakou parcialni derivaci.

ry
1‘2 + y2

flz,y) =

Resenf: El
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7. Spocitejte parcidlni derivace nasledujicich funkei:
(a) 22 +dzy’ +y°
(b) ¥’
(c) (1+ x)(1+y)
Regent: [71

1.3 Cviceni

1. Souciny a projekce:
(a) Napiste formélni definici

(b) Co je soucin metrickych prostoru (X1, d;) je interval [—1, 2] s metrikou danou absolutni
hodnotou rozdilu, (Xs2,ds) je interval [5,7] s diskrétn{ metrikou (d(z,y) = 1 pokud
x # y, jinak nula).

Urcete néasledujici vzdalenosti v (X1, d;) X (X2, d2):

i d((1.3,5),(1.3,5))
ii. d((1.1,5),(1.3,5))
iii. d((1.3,5),(1.3,5.2))
iv. d((1.4,5),(1.3,5.3))

v. d((—1,5),(2,7))
Nakreslete kouli kolem bodu (0.5, 5.5) do vzdélenosti 0.5.
Nakreslete kouli kolem bodu (0.5, 5.5) do vzdélenosti 1.2.
(¢) Pozndmka o sou¢inové metrice — pro¢ se bere maximum.
(d) Pro¢ jsou projekce spojité funkce
i. Co je projekce:
ii. Definice spojité funkce:
iii. Dukaz spojitosti projekce:

(e) Ukazte isomorfismus (X,dx) x ((Y,dy) x (Z,dz)) a (X,dx) x (Y,dy)) x (Z,dz) a
(X, dx) X (K dy) X (Z, dz)

(f) Necht (X,d) = (X1,d1) x (X2,ds) je soucin dvou metrickych prostort. Necht (z,,)nen
je posloupnost bodu (x,, € X pro kazdé n € N). Dokazte, ze (z,)nen konverguje prave
kdyz konverguji obé posloupnosti (p1(z))nen a (p2(2n))nen (ve svych piislusnych me-
trickych prostorech).

(g) Druhd ¢dst Véty 1 (z druhé prednésky). Necht (Y,d'), (X1,d1), (X2,ds) jsou metrické
prostory. Necht fi: (Y,d') — (X1,d1) a fo: (Y,d') — (X2, d3) jsou spojité funkce. Pak
existuje praveé jedna funkce f: : (Y,d') = (X1,d1)x (X2, ds), pro kterou plati p1of = fi
a po o f = fo takové f je spojita funkce.

(h) Podrobné ukazte, Ze slozen{ dvou spojitych funkei je spojitd funkce.

Resenf: |I|

2 - - 2 2
2. ffiiomeﬁme, ze aa%g;/) = %(%f(ny)). Spocitejte aafz(géy) a aaf;gf) pro nésledujici
unkee:
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(a) f(z,y) =a® + 4oy — y?
2
(b) flz,y) =a¥
Zajimavost je, ze pokud jsou obé parcidlni derivace aa;gy a % definovany a jsou spojité

na néjakém okoli bodu (z,y), pak 628fm(§?;y) = 62(9];(;5").

Reseni: El
3. Dnes si spocitame parcidlni derivace “postaru”, pak to zkusime s touto funkci pomoci

fetizkového pravidla. Necht
x = rcos(a)

y = rsin(a)
Spocitejte parcialni derivace funkce

H(T, Oé) — petTY — (7" oS a>e(rcos a)+(rsin a)

(a) Spocitejte parcidlni derivace bez pouziti fetizkového pravidla:
i.

% ((r cos a)e(r@os @)+ (rsin a))

ii.

0 .
aia ((T oS a)e(r cos a)+(rsin a))

(b) Intermezzo: fetizkové pravidlo pro funkci jedné proménné. Spocitejte derivaci funkce
i. f(z) = sin(2x)
ii. f(z) = (cos(x?))?
iii. f(z) = In((cos(x?))?)
Resent: 3

1.4 Cviceni

1. Rozmyslete si, ze dané funkce maji v bodé (0, 0) totdln{ diferencidl, napiste jeho koeficienty.

(a) f(z,y) =3.14

(b) flz,y) = (A +2)(1+y)

(©) flz,y)=(1+2)’(1+y)°
(d) f(z,y) =In(1+ z)In(l +y)
(e) flz,y)=(1+a)*

Resent: [1]
2. Pro nésledujici funkei f(z,y) = /|=|[y]:
(a) Dokazte, ze je spojitd v bodeé (0,0).
(b) Spocitejte v bodé (0,0) parcidlni derivace %ﬁ a%f’
(¢) Dokazte, ze f nemd v bodé (0,0) totalni diferencial.
Resent: 2]
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3. Piiklad z minula, jen pouzivame znaéeni, které je bliz vété z prednasky. Necht:

f:R2 SR
g1:R? - R
g2: R? - R
H:R?> - R

kde
flz,y) = ze™
g1(r, 8) = rcos(s)
g2(r, 8) = rsin(s)
H(r, S) =f 91(7“, 3)792(T’ S))

(a) Tento podbod je pouze intuice, pro¢ to tak funguje. Formélni dikaz mate ve skriptech,
ale myslim, Ze je uzitecné za limitami a derivacemi vidét i to ,,na malém okolicku bodu z
funkei f aproximuji pomoci linedrni funkce f(z)+hf’(z)“. Intuice fetizkového pravidla
pomoci aproximace malé zmény jedné funkéni hodnoty (o malinké h):

i. Pro funkce jedné proménné f(x + h) = f(z) + hf'(z).
ii. Pro funkce dvou proménnych f(x + h,y) = f(z,y) + hé%f(x, y).
(b) Pomocf fetizkového pravidla spocitejte parcidlni derivace funkce H.
(¢) Urcete totalni diferencidl funkce H.
(d) Aproximujte pro malé ¢ hodnotu H(1 + &,¢) (pomoci totalniho diferencidlu).
Resent: 3
4. Spocitejte vsechny parcidlni derivace nésledujicich funkei pomoci maticového znaceni z prednasky.

Pripomenme, ze pokud méame dvé funkce
g1:R* =R
go: R 5 R,

pak se na né muzeme koukat jako na vektorovou funkci

g: R® - R?
definovanou jako
gl(xay72))
T,Y,2) =
g( Y ) (QQ(xvyvz)

Pak skladani funkci dava velice dobry smysl: pokud mame funkci
f:R?* - R?

(rozepsané f((z,y)T) = (fi(x1,12), fo(w1,22), f3(x1,22))T) a funkci
g: R® - R?,

pak
gof:R? 5 R?
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je dana jen jako
(90 /)(@) =g(f(T)).
Pro nase funkce definujeme:
) )
mh wmh
Df = Tslfé T%zfé
303 353
sl ) d
pg= (%% T )
92:92 9,92 95392
a v konkrétnim bodé:
p) d )
2-g1(x1,22,23) 2=g1(x1,22,23) »—g1(x1,22,T
(Dg)(x17x27:c3):(3§191( 1,22, 3) 35291( 1,22 3) 35391( 1,22, 3))
ngz(whxzafﬂza) 37292(561,@»903) 37392@1,352,583)
pak
D(go f) = (Dg)(Df)

v konkrétnim bodé pak

D(go f)(xz,y) = (Dg)(f(z,y))(Df)(z,y)
a) Funkce fog, kde f(r,s) =r +rs+s/r, g(z,y) = (sin(xy),z — y)T.
b) Funkce f(r(z),s(z),t(z)), kde f(u,v,w) =u+vw, r(z) = s?, s(zr) = 23, t(x) = In(z).
(c
(d) Jak tohle souvisi s aproximaci linedrn{ funkei?

Resent: |Z|

(
(

Funkece f(g(z,y,z2)), kde f(z) = cos(x?), g(x,y,2) = zyz + 2y + 22 + y=.

)
)
)
)

1.5 Cviceni

1. Opakovani teorie:
(a) Zopakujte si pofaddné teorii. Pfed vétami o implicitnich funkeich je to dulezité.
(b) Pfipomente nasledujici definice:
i. Kompaktni metricky prostor.
ii. Uzavfenad mnozina.
iii. Uplny metricky prostor.
iv. Omezeny metricky prostor.

(¢) Piipomenme vétu, ze podprostor euklidovského prostoru E,, je kompaktni préve kdyz
je omezeny a uzavieny.

(d) Najdéte metricky prostor (X, d) a mnozinu A C X, kterd v ném je omezend a uzaviend,
ale neni kompaktni.

Reseni: [1l
2. Ptipomeiite si, jak se pocitaji parcialni derivace podle fetizkového pravidla. Propocitejte si
piiklad s neuronovou siti z bonusu na konci tohoto pdf.

Resgenf: El



1.6. 6. CVICENI 13

1.6 Cviceni

1. Vysetiete extrémy (i lokdln{) nésledujicich funkef:

(a)
f:R2 SR

flay)=(x -1+ (y - 3)

f:R?2 SR

flay) =2 —y?

f:(0,00)* - R
50 20

flx,y) =2y + —+ —
r oy

Resent: [1]
2. VysSetiete extrémy funkci za danych podminek:

(a)
f(l‘, y) =Ty

na mnoziné
{(z,y) eR* | 2® +y* =2}
Resent: El

3. Budeme optimalizovat stan. Stan ma tvar vrchliku (to, co dostaneme z koule, kdyz z nf kus
uifzneme rovnym nozem). Chceme pouzit piesné 10m? latky (stifhanfm si nedélejte hlavu,
zajim4 nés ve skutecnosti hmotnost. . . ). Latku musime pouzit na podlahu (kruh o poloméru
r1) a kupoli, kterd slouz{ jako stfecha. Chceme aby stan mél co nejvétsi objem.

Pozor na to, ze jsem v feSeni Spatné opsal vzorecky: https://cs.wikipedia.org/wiki/
Kulov}C3%A1_%C3%BAse/C4%8D. TODO dopocitat

Resent: (3
4. (a) Maximalizujte funkci 222 + 122y — 3y® na jednotkové kruznici.

(b) Necht je A € R™*™ symetrickd matice. Maximalizujte funkei f: R™ — R danou f(z) =
2T Az na jednotkové kruznici (z7x = 1).

Resent: El

1.7 Cviceni

1. Aproximujte nédsledujici funkce:
(a) f: R — R pro pripomenut{ v jedné proménné Definice
i. f(z) =sin(z) pro a = 0:
ii. f(x)=e€" proa=0:
iii. f(x) =1In(1+ ) proa=0:
(b) f:R? = R kde f(z,y) = xe®T¥ na okol{ bodu (0,0).


https://cs.wikipedia.org/wiki/Kulov%C3%A1_%C3%BAse%C4%8D
https://cs.wikipedia.org/wiki/Kulov%C3%A1_%C3%BAse%C4%8D
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(c) Jde aproximovat i funkce f: R? — R2?
Resent: [1]
2. (a) Definujte, kdy je funkce spojita.
(b) Definujte, kdy je funkce stejnomérné spojita.
¢) Rozmyslete, ze kazda stejnomérné spojita funkce je spojita.
(d)

Vzpomente si, ze pokud je funkce spojita na uzavieném intervalu, pak je stejnomérné
spojitd na tomto intervalu.

(e) Jsou ndsledujici funkce spojité nebo dokonce stejnomérné spojité?
i. f(z)=2naR
ii. f(x)=2%2naR
iii. f(z) =22 na [1,5]
Resent: [2
3. Projdéme si spolu obé véty o implicitni funkci na konkrétnich piikladech.

(a) ,Jediné y*:

Flzy)=2"+y"—1=0

(b) ,Dve y*:

Fi(z,y1,y2) =2° +yi +y3 —3=0
Fo(w,y1,y2) =2 +y1 —2y2 =0

konkrétné kolem feseni (z,y1,y2) = (1,1, 1).
Ukazat jesté jeden piiklad na vazané extrémy.

Resenf: |§|

1.8 Cviceni

1. Dévejte pozor na to, kdy muzete limitni objekt uchopit a kdy ne! Definujme metricky prostor
(X,d), kde X jsou vSechny spojité funkce na uzavieném intervalu [0, 2]:

X ={f:10,2] = R | f je spojita}

Metriku definujeme postupné.
Ukazte, ze:

(a) Nésledujici je skaldrni souéin:
2
(19 = | faglo) da
0

(b) Nésledujici je norma dand skaldrnim sou¢inem:

Il =V F1F)
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(c) Nésledujici je metrika dand normou:
a(f.9) =f -4l

(d) Ukaite, Ze f, € X kde f, je definovand pro n € N (kladn4 celd ¢isla) jako:

fn:]0,2] = R

0 proz €[0,1—1/n)U(1+1/n,2]
falx)=4nz+1-n proxe[l—1/n,1)
—nzx+1—n proze€[l,1+1/n]

(e) Ukazte, ze funkce f definovand jako:

f:10,2] = R
£(o) = lim fu(o)

nepatif do X (f ¢ X, tedy neni spojitd).
(f) Ukazte, ze pokud bychom definovali g,,:
gn:[0,2] = R
0 proz €[0,1—1/n)U(1+1/n,2]
gn(x) =< n?xr+n—-n? proze[l-1/n,1)
—n?z+n—-n? proz € [l,1+1/n]
i. gn € X (je spojitd)
ii. f02 gn(z) doz =1
iii. nésledujici neni funkce:

g(z) = lim g,(z)

n—y00
(g) Najdéte posloupnost funkef h,, € X takovou, ze:

Vz €[0,2]: nIL%o ho(x) =0

[l =1

Tedy tyto funkce sice v kazdém bodé konverguji k nulové funkci, ale jako posloupnost
nekonverguji v (X, d).

(h) Jak by predchoz{ tivahy dopadly, kdybychom brali (X', d’), kde X’ = {f: [0,2] — R},
d'(f,9) = sup{|f(z) — g(x)[ | x € [0,2]}?

Resen: [1
2. Spocitejte integral fol 22 dx dle definice Riemannova integralu.
Resen: [2
3. Spocitejte nasledujici integraly.
(a) [e®sin(z) dx
) [ ﬁ(m) dz
() [ In(z) dz
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(d) 077/2 sin’(z) cos(z) dx

(e) Rozlozte na parcidlni zlomky:

: 1
1. z(z—1)
i, —4
© (@+2)(2z+1)

IS

111. m

Resent: El

1.9 Cviceni

1. Nejspis jste slyseli, ze nékteré integraly ,neumime spocitat” (nékteré funkce nemaji primi-

tivni funkei vyjddiitelnou jako kombinaci ndm zndmych funkcei).

2 t_mzd
— (& X
VT o

je takzvand chybové funkce. (Tato funkce ma ohromné pouziti ve statistice, pravdépodobnosti,
i parcidlnich diferencidlnich rovnicich.) Je spojitd (slozeni spojitych funkef), takze dle véty
z pfednésky ten integral existuje. Spocitejte Tayloruv polynom v nule a integrujte ho.

Pokud bychom spocitali Taylorovu fadu a formélné ji integrovali (dostali bychom fadu a
kazdy jejf s¢itanec bychom integrovali jako polynom). Pozor, ze abychom fekli, Ze jsme takto
dostali Taylorovu fadu chybové funkce, tak bychom museli jesté hodné dokazovat! Co viechno
se na naSem postupu mohlo pokazit?

Resent: [1]
(a) Uz vime, ze Taylorova rada pro funkci sin(z) v nule konverguje pro kazdé redlné éislo.

(b) Uz vime, 7ze Taylorova fada pro funkei In(1 + z) v nule konverguje jen pro z € (—1,1]
(jinde diverguje).

(c¢) Urcete Taylorovu fadu funkce

f(z) = e 32 (pokud z # 0)

Resenf: |§|

3. Spocitejte nasledujici integral:

(a)

1 <1
sin (=
/ (29”) dx
0.0001 T
(b) Pro¢ myslite, ze nédsledujici integral pujde tézko spoéitat programem z Vaseho domaciho

ikolu?

Resenf: E|

4. Spocitejte nasledujici integrély:

(a) Chytré substituce — existujf, je jich fakt hrozné moc. J4 na nich rozhodné trvat nebudu.
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(b) [ (In(x))* do
(C) f sin(z)lcos(:c) dx
Regent: [4]
5. Ukazte, ze:
(a) funkce f:1[0,1] = R

x~Y2 pokud z € (0,1]
0 pokud z =0

i. ma Newtonuv integral
ii. nema Riemannuv integral

(b) funkce signum sgn: [—1,1] — R:

-1 pokud z € [-1,0)
sgn(z) =<0 pokud z =0
1 pokud z € (0,1]

i. nemé Newtonuv integral
ii. ma Riemannuv integral
(¢) Jak s tim souvisi Darbouxova vlastnost?
Vice opakovani poznamky z prednasek z minulého semestru, Véta 12.11.

Resenf: |5|

1.10 Cviceni

1. (a) Pfipomerite znéni véty o substituci pro jednu proménnou.
(b) Intuitivné vysvétlete pomoci Riemannova integralu rovnost nasledujicich integralu:

i.

1 2
/ sin(x 4+ 1) de = / sin(x) dx
0 1

ii.

1 2
/ sin(2x)2 dx = / sin(x) dx
0 0

iii.

1 1
/ sin(2?)2z dx = / sin(z) dx
0 0

(c) Pfipomeite, jak souvisi objem s determinanty.
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(d) Co se stane, kdyz to téleso nedeformujeme linedrnim zobrazenim, ale zobrazenim, které
ma spojité parcidlni derivace?
(e) Jak z predchoziho uhodnete tvar pro substituci pro vicerozmeérny integral?
Resent: [1]

2. Procvi¢me si nejjednodussi formu Fubiniho véty — integrél pfes obdélnik. Spocitejte nasledujici
integraly (proménné po fadé znacime z,y):

(a) f[072]x[0’4] 1+ doy
() Jo.mx 0.1 Tsin(zy) doy
Resent: [

3. Druhd verze Fubiniho véty pro ,slusnou® uzavienou oblast D C J; x Jy C R2. Poradi
proménnych je opét z,y. Necht

D={(z,y) ly>z—-1Ay*/2-6 <z}

/ zy dry
D

spocitejte

(a) Nakreslete D.
(b) M4 tato funkce vibec integrél?
i. Ukazte, ze je spojitd na vnitiku D.
ii. Ukazte, ze ,hranice mnoziny D mé miru nula“.
iii. Rozmyslete si, ze umite sestrojit funkce g,, které jsou spojité a plati:

gn(xay) = f(x,y) (pOkUd ('x’y) € D)
gn(z,y) =0 (pokud d(D, (z,y)) = 1/n)

iv. Argumentujte, pro¢ to znamenad, ze vicerozmérny Riemannuv integrél existuje i pro
f 1 pro jeji rozsiteni na obdélnik, tedy takovou funkci g, ze:

x, pro vSechna (z,y) € D
9(z,y) = f(:) . (@)
0 jinak

(c) Spocitejte prislusny integral.

(d) Uveédomte si, ze byste ho uméli spocitat i predtim (akordt by nebyl tak pifjemny a
pocitali byste soucet vice integrali).

Reseni: El
1.11 Cviceni

1. Opakovéani minulého semestru:

(a) Spocitejte

lim V2v2v2 ¥2... V2
n— o0



1.11. 11. CVICENI 19

(b) Spocitejte

(c) Piipomenime, Ze ziskat presny soucet fady nemusi byt zas tak jednoduché. Necht
nésledujici znamé vysledky jsou odstrasujicim piikladem:

2T e
—n 6

nt 90
n=1

(d) Vysettete konvergenci / divergenci rady
> 1
> n(1+—
n=1 n
(e) O fadé fekneme, ze konverguje absolutné pokud konverguje fada
<Z |an|> eR
n=1

i. Ukazte, ze pokud fada konverguje absolutné, pak konverguje.

il. Doolzazteé ze pokud fada > - a, konverguje absolutné, pak konverguje i rada
Zn:l Q-
(f) Jak zjistim, jestli fada absolutné konverguje? Pfipomenime, Ze v zimnim semestru bylo
za domaci kol dokdzat D’ Alambertovo kritérium konvergence (viz feSené domdci tikoly
z minulého semestru).

(g) Dokazte, ze pokud fada > | a,, konverguje absolutné, pak nezalezi na poradi s¢itanci.

i. Lemma: Rada konverguje absolutné pravé kdyz pro kazdé € > 0 existuje ng € N
takové, ze pro kazdou koneénou K C {n € N | n > no} plati

> ak| <e

keK

ii. Dokazte puvodni tvrzeni ze zadani.

(h) Dokazte, ze pokud méme fadu Y .- a, kterd konverguje (tedy posloupnost jejich
¢astecnych souctt jde k néjakému redlnému ¢islu), ale to samé neplati o fadé Y | |ay]
(tedy ta puvodni fada neni absolutné konvergentn{), pak ji muzeme preuspoiadat tak,
abychom dostali libovolné redlné ¢islo. Pro konkrétnost muzete uvazovat fadu

oo

1 1 1 1 1
1l 24 - 4 4= 1=
2 * 3 4 + 5 + Z( ) n
n=1
i. Urcete soucet té konkrétni fady (pfesneé).
ii. Ukazte, ze pokud si fadu rozdélime na by, b, b3, - -+ acy, ca,cs3, -+ (kladné a zéporné

¢leny v poradf tak jak se objevi v a,), pak:
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A. T kladnych i zapornych ¢isel tam mame nekoneéné mnoho.

B. Za piedpokladu ze puvodni fada konvergovala, pak
lim b, = lim ¢, =0
C. Zadna z posloupnosti >0 | b, ani _°7 | —c,, nema horn{ mez.

iii. Trik pokud mame danou hodnotu r € R, pak napied s¢itame kladna a zastavime
jakmile nasé¢itame ostie vic nez r, pak zatneme pricitat zapornd a zastavime jakmile
nascitdme ostfe min nez r, pak s¢itdme zase z téch kladnych. ..

iv. Zkuste si pfedchozi postup konkrétné pro hodnotu r = 2.

Resent: [1]
2. Jiné pojeti integrélu (jen prehledové, tohle po vés nikdo chtit nebude, presto je dobré mit
néjakou predstavu).
(a) Lebesgueuv integrél se vétsinou zavadi pomoci pojmu miry. Ziskejte intuici pro miru.
(b) Pro¢ se tam patldme s n&jakou o-algebrou? Nestacf vzit véechny podmnoziny?
(¢) Jak do toho zapadd Lebesgueuv integrél?
(d) Jde tohle udélat i jinak?
e) A k ¢emu je to dobré?
)
)
)

f) Kde se dozveédét vic?

(
(
g) Co si mam zapamatovat?

(
(h) Bonus: jak se zadefinuje Lebesgueova mira:
(i) Bonus 2: dokazte, ze Lebesgueova mira Q C R je rovnd nule.
Resent: 2
3. Jiné pojeti otevienosti a tedy i spojitosti (jen prehledové, tohle po vés nikdo chtit nebude,
presto je dobré mit ngjakou predstavu).
(a) Co to je neformalné?
(b) Co to je formélne?
(c) Jak to souvisi s tim, co uz umime?
(d

(e) Kde se dozveédeét vic?

K ¢emu se to hodi? (Nékteré aplikace jsou spi§ homotopie, ale to tzce souvisi.)

)
)
)
)

(f) Co si mam zapamatovat?

Resenf: E|



Kapitola 2

Tahak

2.1 Metricky prostor

Definice (Definice 1.13). Metricky prostor je dvojice (M,d) kde M je mnozina a d: M x M —
[0,00) funkce, takovd Ze pro kazdé x,y € M:

1. dz,y)=0=x=y

2. d(z,y) = d(y,z)
3. pro kazdé z € M plati d(z,y) < d(x,z) + d(z,y)
Funkci d nazgvdme metrika na M.

Definice. Necht (X,d) je metricky prostor a necht (x,,)y je posloupnost bodii (v, € X pro kazdé
n € N). Rekneme, Ze posloupnost konverguje k x € X pokud:

Ve >0 3ng € N takové Ze Vn > ng: d(x,,z) < €.

Piseme

lim z, ==«
n—oo

2.2 Limity

Véta 1 (Aritmetika limit funkci). Nechf a, A, B € R*, necht f,g jsou funkce definované na
néjakém prstencovém okoli P(a, A) bodu a, necht plat{ lim f(z) = A, limg(z) = B. Potom:
Tr—a r—a

1. lim f(x) + g(z) = A+ B, je-li tento soucet definovany

r—a

2. lim f(x)g(x) = A - B, je-li tento soucin definovany

r—a

3. Necht je navic g na néjakém prstencovém okoli bodu a nenulovd, pak lim f(z)/g(z) = A/B,
Tr—ra

je-li tento podil definovany
Véta 2 (I'Hospitalovo pravidlo). Nechf a € R*, necht pro néjaké § > 0 magi dvé funkcee f,g: P(a,8) —
R wvlastni derivaci, necht navic g'(x) # 0 pro vdechna x € P(a,d).

1. ,Priipad %“ Jestlize
lim f(z) = lim g(z) =0

Tr—ra Tr—ra

21
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a navic ,
im 219 _ g ere
z—a g’(x)
(limita podilu derivaci existuje) pak plati:
f(z) f'(@)

lim —= = lim .
e gl@) e g'(2)

2. ,Pifpad £2% Nebo pokud
lim [g(z)| = oo

r—a
a navic

/
lim £ _ 4 c g
z—a g'(x)

(limita podilu derivaci existuje) pak plati:

tim 1@ _ o @)

Totéz plati pro jednostranné limity x — a*, x — a~.

2.3 Spojité zobrazeni

Definice (Spojité zobrazeni). Necht (X,d),(Y,d") jsou metrické prostory. Zobrazeni f: X —'Y
je spojité pokud:

Vo e X,Ve > 0,36 >0,Vy € X:d(z,y) <d=d(f(x), f(y) <e

2.4 Topologie

Definice. Necht (M, d) je metrickyj prostor. Pak oznaé¢me mnozinu Q(x,e) = {y € M | d(z,y) < €}
(oteviené okolicko do vzddlenosti €). Rekneme, Ze mnozina U C M je okoli bodu x € M prdvé
kdyz existuje € > 0 takové, Ze Q(x,e) CU.

Definice. Necht (M,d) je metricky prostor. Rekneme, ze O C M je oteviend mnozina, pokud je
okolim kazdého svého bodu (Vx € O plati, Ze O je okolim x).

Intuitivné mnozina je oteviend, pokud pro kazdy jeji bod mame malou kulicku poidad okolo tohoto
bodu, ktera je porad v té mnoziné.

2.5 Funkce vice proménnych

Véta 3. Necht f(x) md totdlni diferencidl v bodé a = (ay, ..., a,). Necht maji funkce gi(t1, ..., t.)
parcidlni derivace vb = (by,...,b.) a necht je gr(b) = ap pro viechna k =1,...,n. Pak md funkce

(f og)(t17~ .- 7tr) = f(g(t)) = f(gl(t)?g2(t)7' e agn(t))

vSechny parcidlni derivace v b a plati

9 ) 9
thj(f °g)(b) = 2 a—uf(a)aftjgk(b)-
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2.6 Tayloriv polynom

Definice (Taylortv polynom). Nechf a € R, n € N, f je funkce definovand na néjakém okoli a,
kterd md v a vlastni n-tou derivaci f™(a) € R. Tayloriv polynom Fddu n v bodé a je ndsledugjici
polynom:

@ (a .
Tf’ _ +Zf o )z

Definice (Taylorova fada). Necht funkce f definovand na néjakém okoli a € R md vlastni derivaci
vSech 7ddi v a. Pak Taylorovou Tadou v x € R rozumime ndsledujici Tadu:

T/ (z) = Zf(n) —a)"

Definice (Taylorova fada funkce vice proménnych). Necht a € RY, f: RY — R je funkce defino-
vand na néjakém okoli a, kterd md v a spojité parcidlni derivace libovolného tddu. Taylorova Tada
je nasledugici rada:

fa . = (21 —a)™ . (2g —ag)td [ gmttnaf
! (xl’g”Q""’x")*nZ:o"‘ndZ:O gl e oz ) (@)

= f(ay,...,aq

d

af(a PR 7ad)

Z 18(17‘ (x] a])

j=1 ’

LS P flas, s aa)

+§ZZ Ox;0x (25 = ay) (@ = ax)
J=1 k=1 3Yk
d

63 Cl1,..., )
lz; 9,050, (zj — aj)(zr — ar) (w1 — @)

Jen poznamenejme, Ze se Tayloruv polynom stupné dva dd zapsat pomoci gradientu a Hessovy
matice. Vyssi stupné uzZ by pro podobny zdpis potrebovali tenzorovou notaci. Naopak niZsi stupen
silné pripomind vyraz z definice toho, kdy md funkce totdlni diferencidl (kdybychom opomnéli
funkci w).
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Kapitola 3
Reseni

3.1 Cviceni

1. Vzpomeite si na definici metriky (Definice [2.1]).
(a) Dokazte, Ze to jsou metrické prostory,

(b) Necht uzaviena koule o poloméru r € [0,00) a stfedu m € M je definovana
B(m,r)={x € M | d(m,x) < r}. Nakreslete jak vypadaji koule v nasledujicich
metrickych prostorech.

(c) Na metrickém prostoru definujeme piimku definovanou dvéma ruznymi
body z,y € M definujeme jak(ﬂ

U(z,y) ={z € M | d(z,2) +d(z,y) = d(z,y)}
U{z e M |d(zx) +d(z,y) = d(z,y)}
U{ze M |d(z,y)+dy,z) =d(z,z)}.

Nasleduji piiklady metrickych prostora:
(a) Euklidovsky prostor: M = R",

d(($1;m27"' 7xn>7(ylay27"' 7yn)) =

i. Je to metricky prostor:

Resend: Tohle je dokonce Euklidovsks norma (kterou znate z linedrni algebry):

n

S (i — 92

i=1

d((mlax%"' 7xn)7(y1ay27"' ,Z/n)) =

=(x—-ylz—y)
=llz -yl

1Vsimnéte si, ze piimka je tvoFena body, pro které plati trojihelnikova nerovnost s rovnosti. Tedy jsou to ty
body, které jsou na né&jaké nejkratsi cesté mezi z,y (tedy usecka mezi x,y) ale kde nejkrats{ cesta je dle pifslusné
metriky. Navic jsou tam body na polopfimkdch (tedy body, pro které je z na néjaké nejkratsi cesté mezi z a y
(a symetricky pro druhou poloptimku). Ponauéeni z toho plyne, ze v metrice neni vzdy nejkratsi cesta jen jedna
(stejné jako v grafech).

25
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Z linearni algebry si pamatujete, ze kazdd norma nam urcuje i metriku. Ale naopak
to samozrejmné neplati, norma vyzaduje abychom mohli jednotlivé prvky M scitat
a nédsobit je skaldrem. A kdy jste naposledy scitali vrcholy grafu (nebo je ndsobili
¢islem 7)7 Na druhou stranu na neorientovanych grafech mame krasnou metriku —
vzdalenost dvou vrcholu (viz niz).

ii. Nakreslete kouli:

Reseni: Obrazek

Obréazek 3.1: Koule v Euklidovské metrice.

iii. Nakreslete primku jdouci dvéma body:

Reseni: Obrazek[3.2

Obrézek 3.2: Piimka v Euklidovské metrice.

(b) Diskrétni prostor: M je libovolnd mnozina, d(z,y) = 1 pokud z # y (nula
jinak)
i. Je to metricky prostor:
Reseni: Snadno ovéifme axiomy:
o Vr,ye M: d(x,y) =04 x =y anavic d(z,y) >0
o Vr,y e M:d(z,y) =d(y,x)
o Vx,y,z€ M: € M:d(z,y) <d(x,2)+d(z,y)
ii. Nakreslete kouli:

Reseni: Koule s polomérem mensim nez jedna je jen jeden bod. Koule s po-
lomérem aspon jedna je celé M.

iii. Nakreslete primku jdouci dvéma body:
Reseni: ((x,y) = {z,y}

(¢) M = F(a,b) tj. mnozina vSech omezenych funkci na intervalu [a,b] (a < b jsou
redlnd ¢isla), d = sup{|f(z) — g(z)| | a < x < b}

Dokazte, ze je to metricky prostor. Reseni: Snadno ovéiime axiomy:
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e Vr,y € M:d(x,y) =04 &=y anavic d(x,y) >0
Nejprve d(f, f) = sup{[f(z) — f(z)| | x € [a,b]} = 0.

Pak pokud f # ¢ na intervalu [a, ], pak Jz¢ € [a,b]: f(xq) # g(x0), tedy pro toto
konkrétni zo plati | f(zo)—g(x)| > 0. Dostdvdme d(f, g) = sup {|f(z) — g(z)| | = € [a,b]} >
| f(z0) — g(@0)| > 0.

o Vx,ye M: d(x,y) =d(y,x)
Plyne okamzité z |f(x) — g(z)| = |g(z) — f(z)| (pro kazdé = € [a, b]).
o Vx,y,z€ M: € M:d(z,y) <d(z,z)+d(z,y)
Plyne okamzité z | f(x) — g(z)| < |f(x) — h(z)| +|h(z) — g(x)| (pro kazdé z € [a,D]).

Najdéte pro kazdé n € N funkci f, tak, ze d(f,, fm) = 1 pokud m # n. Muzete
jich najit i vic, jestli chcete.ﬂ

< 1 kud z =
Reseni: Pro kazdé z € [a,b] muzeme definovat funkci: f,(z) = { ?O Her=a

0 jinak
Snadno ovéiime, Ze pro z1 # z3 € [a,b] plati d(f.,, f.,) = 1.

(d) Manhattanskd metrika M = R",

n
d((.l?l,l'g,' t 7$n)a (ylvaa o 7yn)) = Z |$1 - yl'
=1

i. Je to metricky prostor:
Reseni:
o Vx,y € M:d(z,y) =0« z =y anavic d(z,y) >0

Pokud se z, y 1is{ v néjaké souradnici, tak soucet absolutnich hodnot bude na té
soufadnici mit kladnou hodnotu (a na vSech ostatnich nezdporné), tedy vyjde
kladneé.

o Vx,y € M: d(z,y) =d(y,z)
Snadno dle Va,b € R: |a — b| = |b— al.
o Va,y,ze€ M: € M:d(z,y) <d(x,2)+d(z,y)
Snadno dle Va,b,c € R: |a —b| < |a —¢| + |c — b].
ii. Nakreslete kouli:

Reseni: Obrazek[3.3

Obréazek 3.3: Koule v Manhattanské metrice.

2Zkuste si rozmyslet, ze v R3 s Euklidovou metrikou naleznete pouze ¢tyfi body, tak ze kazdé dva z nich maji
od sebe vzdélenost jedna.
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iii. Nakreslete primku jdouci dvéma body:

Resend: Intuitivné rozlisujeme, jestli je prostfedni bod na néjaké nejkratsi cesté
mezi dvéma krajnimi body. Zde musime rozlisit dva piipady: kdyz ty dva body
maji, resp. nemaji stejnou jednu soufadnici (Obrazek resp. Obrézek [3.5)).

Obrézek 3.4: Piimka v Manhattanské metrice — dva body se stejnou souradnici (ty polopiimky
zobrazené jako obdélniky jsou ve skutec¢nosti afinni poloprostory).

Obrazek 3.5: Piimka v Manhattanské metrice — dva body s riznymi soufadnicemi (ty polopiimky
zobrazené jako obdélniky jsou ve skuteénosti afinn{ kvadranty).

(e) Maximova metrika M = R",
d((x17x27 e 71.?7,)7 (y17y27 o 3yn)) = I?Zalx |x2 - y2|

i. Je to metricky prostor:
Reseni: Skoro stejné jako pro Manhattanskou metriku.
ii. Nakreslete kouli:

Reseni: Obréazek lﬁ_ﬁl

Obréazek 3.6: Koule v maximové metrice.

iii. Nakreslete primku jdouci dvéma body:
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Reseni: Intuitivné maximové a Manhattanské metrika se lisf otocenim o 7 /4. Zde
musime rozlisit dva piipady: kdyz ty dva body maji, resp. nemaji stejnou jednu

soufadnici (Obrazek resp. Obrézek [3.8)).

Obrézek 3.7: Piimka v maximové metrice — dva body se stejnou soutadnici.

Obréazek 3.8: Piimka v maximové metrice — dva body s ruznymi soufadnicemi.

(f) Pafizskd metrika M = R2, d(z,y) = ||z — y|| pokud =,y € R? lezi na stejné
polopiimece od (0,0), jinak d(x,y) = ||z]|+]||y|| (kde ||z|| je Euklidovska metrika).

Tato metrika zni jako hracka. Ale moderni navigace pouzivaji ne stied
meésta, ale ddlnice a velkd mésta, pres kterd se pojede (hledejte highway
dimension).

i. Je to metricky prostor:

Reseni: Staci rozebrat pifpady kdy body z,y (pfipadné z) lezi nebo nelezi na
stejné polopiimee od (0, 0).

ii. Nakreslete kouli:

Reseni: Koule zde vypada jako tsecka nebo koule v Euklidovské metrice okolo
(0,0) (mozna s pfidanou tseckou na nékteré polopiimece jdouci z (0, 0)).

iii. Nakreslete primku jdouci dvéma body:

Reseni: Bud tsecka nebo tsecka do (0,0) a tsecka z (0,0) (podle toho, jestli ty
dva body lez{ nebo nelezi na stejné poloptimee z (0, 0)).

(g) Vzdalenost na neorientovaném souvislém grafu G = (V,E): M =V, d(u,v) je
pocet hran na nejkratsi cesté mezi u,v.
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i. Je to metricky prostor:
Reseni: Reseni: Snadno ovéifme axiomy:
o Vr,ye M:d(z,y) =0< =y anavic d(z,y) >0

Pokud jsou vrcholy ruzné, je mezi nimi vzdy cesta s aspon jednou hranou (graf
je souvisly).

e Vz,y € M:d(z,y) = d(y,z)
Graf je neorientovany, oto¢ime nejkratsi cestu z x do y.
o Vx,y,z€M: € M:d(z,y) <d(x,2)+d(z,y)

Spojenim dvou nejkratsich cest nemus{ vyjit cesta (muze to byt sled), ale ze
sledu umime vynechanim nékterych vrcholu a hran dostat cestu, kterd neni
delsi nez puvodni sled.

ii. Nakreslete kouli:
Reseni: Koule odpovids sousedstvi do urcité vzdalenosti.
iii. Nakreslete pfimku jdouci dvéma body:

Resend: Pifmka muze vypadat divoce (tsecka mezi dvéma body je tvofena sjedno-
cenim vrcholu vSech nejkratsich cest mezi nimi, obdobné polopfimky budou vrcholy
z takové, ze x lezi na néjaké nejkratsi cesté do y (nebo opaéné)).

(h) Edita¢ni vzdilenost: uvazujme néjakou koneénou abecedu, napiiklad ¥ =
{a, b, c}, pak slova jsou koneéné sekvence znaku (prazdné slovo je taky slovo,
budeme ho znacit )\, protoze Casto pouzivané ¢ je v analyze pouzivané pro
néco jiného), tedy M = {\, a,b,c, aa,ab,ac,ba,bb, be, abe, abb, . ..}. Rekneme, ze
dvé slova se lisi jednou zménou, pokud jedno slovo muazeme dostat z druhého:

e vynechdnim znaku (kdekoliv ve slové) (aaabbbcee — aaabbeec)
e piiddnim znaku (kamkoliv do slova) (aaabbbcece — aaabbebecec)

e zménou znaku na jiny (na dané konkrétni pozici, tedy zkratka za “odebrani
znaku a pak pfidani jiného na puvodni pozici”) (aaabbbcec — aaababeec)

Vzdalenost dvou slov je pak nejmensi pocet zmén kterym z jednoho slova
prejdeme na druhé.

i. Je to metricky prostor:
Reseni:
ii. Nakreslete kouli:

Reseni: Koule kolem abba do vzdélenosti jedna (abeceda je ¥ = {a, b, c}): {abba}U
{bba, aba, abb}U{abbaa, abbab, abbac, abbba, abbca, ababa, abcba, aabba, acbba, babba, cabba }U
{aaba, abaa, bbba, abbb, cbba, acba, abca, abbc}

iii. Nakreslete pfimku jdouci dvéma body:

Reseni: Piimka bude nekoneénd, ale intuice toho, ze jeden z bodu je na néjaké
nejkratsi cesté mezi zbylymi dvéma potfad plati.
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2. Rozeberme si pomalu piiklad z prednasky. Necht f: R x R — R je definovana:

fony) - {75 Pro (@) # (0.0)
’ 0 pokud z =y =0

(a) Necht a € R a g(r) = f(a,z). DokazZte, Ze g je spojita funkce a lim,_,og(z) =0
(Symetricky pokud g(x) = f(z,a).)
Resend: Pokud a = 0, pak g(x) = 0 je konstantni a spojitd (limita v nule je nulovd).

Pokud a # 0, pak g(z) = %55, coz je funkce definovand vsude (jmenovatel je vzdy
nenulovy). Muzeme pouzit Vétu o aritmetice limit funkef

(b) Necht h(z) = f(z,z), dokazte, Ze lim,_,oh(z) = 3. (Obdobné pokud h(z) =
f(z,—x), pak limita je —1/2.)

Reseni: h(x) = z” 1 (pro z # 0, h(z) = 0 pro 2 = 0 dle definice).

2% T
(c) Prohlédnéte si tu funkci na obrazku:
https://www.wolframalpha.com/input/?i=%28xy%29%2F28x%5E27,2By/5E2729

(d) Dokazte, ze f neni spojitd (pifimo z Definice [2.3)) pro Euklidovskou metriku.

Reseni: Nespojitost hleddme v néjakém bodé (mechanicky negujeme vyraz z defi-
nice)ﬂ

- (Vo € X,Ve > 0,30 > 0,Vy € X: d(x,y) <6 =d(f(z),f(y) <e)
e X:~(Ve>0,36 >0,Vy € X:d(z,y) <d=d(f(z), fly)) <e)
dre X,3e>0:-(30>0,Vy € X:d(z,y) <d=d(f(z),f(y) <e)
Jz € X,3>0,V6 >0: = (Vy € X: d(z,y) <= d(f(x), f(y)) <e)
Jr e X,3e >0,V6 >0,y € X: = (d(z,y) <d=d(f(z), f(y) <e)

Jr e X, e >0,¥8 >0,y € X:d(z,y) <dANd(f(x), f(y)) >¢

e Nase z € R x R bude bod nespojitosti, tedy = = (0, 0).
e Nage € = 1/4 (volime néco mensfho nez jedna polovina z minulé ¢dsti).
e Necht § > 0 je libovolné.

e Nase y € X bude y = (%, %) . Vsimnéte si, ze dle poradi kvantifikdtoru napied
musime zvolit z, e a pak pro dané § musime najit vhodné y, tedy specidlné y muze
zdviset na § (i na x,¢).

e Nyni si v§imneme, ze:

—d(a,y) = /(0= 92+ (0-§)2 = /B = Li<s
— f(z) =0, ale f(y) = 1/2, dle pfedchoziho cviceni.

Jak jsme na to celé ptisli? Chce to trochu cvik, ale dle predchoziho cviceni jsme uhodli
vhodnd z,¢ a pak jsme jenom chtéli vyuéit toho, ze f(a,a) = 1/2 a zvolit y = (a,a)
dostate¢né blizko (0, 0).

30proti cviéeni jsme plné kvantifikovali y (pfedtim nebylo kvantifikované, coz logici povazuji za kvantifikované
provSechnitkem, ale my chceme byt explicitni).


https://www.wolframalpha.com/input/?i=%28xy%29%2F%28x%5E2%2By%5E2%29
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3. Pracujme na R" pro néjaké pevné n € N. Necht:
o d((z1, 22, 20), (Y1,Y2, 1Y) = Vi (@ — yi)?
o (w1, @2, @n), (Y1, Y2, 1 Yn)) = Diey | — wil
o o((z1, 22, @n), (Y1, Y2, "+, Yn)) = maxi_y |2; — i
Dokazte, ze d, \, o jsou silné ekvivalentni.

Pfipomenme, Zze dvé metriky na stejné mnoziné jsou silné ekvivalentni, pokud

30‘76 € (OaOO)N%y e M: adl(m,y) < dg(.ﬁ,y) < ﬁdl(xvy)

Reseni: Vsimnéte si, ze n je pro nas konstanta, toho vyuzijeme.

e Siln4 ekvivalence A, o:

1 n n
= s — yil < maxfa; —yil <Y |z — vl
o2 na;
i=1 N i=1
Tedy volime o = % a =1 a dostavame ze pro kazda x,y € R™ méame
aX(z,y) < o(z,y) < BA(z,Y).

Intuitivné tohle fika, ze pokud vezmeme kouli v jedné metrice, tak ji vepiSseme kouli o
poloméru « ve druhé metrice, ale zaroven je obsazena v kouli o poloméru 8 v té druhé
metrice. Viz Obrézek [3.9] Podrobné rozepséno:

— max; |z; —y;| < >0 |z — ui| tedy co je ve vzdélenosti jedna v Manhattanské
metrice je ve vzdalenosti jedna i v maximové. Tedy vnitini zelend koule (zelené je
jen jeji hranice) v Manhattanské metrice o poloméru jedna je obsazena v modré
(modfe je jen hranice) kouli o poloméru jedna v maximové metrice.

% " l@i — yi| < max?; |z; — y;| tedy co je ve vzdélenosti jedna v maximové

metrice (modry ¢tverec) je ve vzdalenosti nejvys % v Manhattanské metrice (maly
zeleny ¢tverec otoCeny na vrchol).

Obrézek 3.9: Silna ekvivalence maximové a Manhattanské metriky.



3.2. 2. CVICENI 33

3.2 Cviceni

1. Pripomente si derivovani funkci jedné proménné.
Kouknéte Se na 3blue1brown: https://www.youtube. com/watch?v=YG15m2VwS jA&list=PLZHQObOWTQDMsr9K-r j53DwVRMY03t5Yr&index=4
d
(a) & (x + 33:2)

Reseni: Derivace souctu je soucet derivaci (pak pouzijeme to, ze derivace je linedrni
operétor a znalosti derivovan{ polynomi):

4 (z+32%) = 4 (x) + 4 (327)

dx dx dx
d
=14+3— (2
+3-—(2%)
=1+ 6x

(b) & (e"sin(a)
Resenid: Derivace souéinu je dana formuli -L (f(2)g(z)) = (<L f(2))g(x)+f(z) (3L g(x)):
d

dxr

(%BZ) sin(w) + BZ(% sin(x))
e sin(x) + e cos(z)

e” (sin(x) + cos(x))

(e” sin(x))

(c) % ((sin(2z))2)

Resend: Derivace slozené funkce - (f(g(z))) = (- f)(g9(2)) (L (g(2))):

. N oo d .
7 ((sin(22))?) = 251n(2z)(£ sin(2z))

d

= 2sin(2z) cos(?z)(alz)

= 4sin(2z) cos(2z)

(d) Funkce, které se tika sigmoid je definovdna o(x) =
derivaci i( L )

1 “a e Y
Tfe—=2 SpOClte_]te Jejl
dx \ 1+e~=

Reseni: Vzpomeneme na pravidlo derivovani podilu:

d <f(x)> (4 f(2)g(x) — (4 9(2)) f ()

dr \ g(x) 9@)?
d 1 0 _ e*iv . B
dx <1 + e—x> == TETEOE (zjednodusime na)

=o(z)(1 - o(x))


https://www.youtube.com/watch?v=YG15m2VwSjA&list=PLZHQObOWTQDMsr9K-rj53DwVRMYO3t5Yr&index=4
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2. Necht (X,d) je metricky prostor. Pfipomente si, Ze mnozina je otevrend, pokud
je okolim kazdého svého bodu, tedy:

A je oteviend =Vx € A,3e > 0: Qz,e) C A

kde Q(z,¢) ={y € X | d(z,y) < e}.

Mnozina B je uzaviend, pravé kdyz X \ B je oteviend (na prednésce jste méli
ekvivalentni definici s tim, ze kazda konvergentni posloupnost boda z B ma
limitu v B).

Dokazte formalné, ze:
(a) 0 je oteviend i uzaviena

Reseni: Univerzalni kvantifikdtor pfes prazdnou mnozinu je jednoduchy (prézdna
mnozina nemd zadny bod, tedy pro kazdy jeji bod plati...).

Uzavienost dokdzeme z dalsitho bodu.
(b) X je oteviend i uzaviend
Reseni: Uzavienost plyne z predchoziho bodu (X \ # = X a () je oteviend).

Pro kazdé x € X plati Q(z,1) C X, muzeme volit ¢ = 1 (mohli jsme samozFejmné volit
libovolné ¢).

(¢) Jsou-li U; C X pro i € J oteviené, pak U;c;U; je oteviend (mnozina indexu J
muze byt libovolné velka).

Resent:
e Necht z je libovolné takové, ze x € U;esU;, to znamena, Ze existuje i € J takové
ze x € Uj.

e 7 otevienosti U; plyne, ze néjaké okoli z padne do U;, tedy Je > 0: Q(x,¢) C U,.

e Vezméme ¢ z predchoziho bodu, pak ale méame

Jde > 0: Q(l‘,E) CU; CUiejU;.

(d) Jsou-li U,V C X oteviené, pak U NV je oteviena.
Reseni:
e Nechf x € UNV je libovolné, tedy plati ze z € U a zdrovei x € V.
e 7 otevienosti U plyne, ze Jey > 0: Q(z,ey) C U.
e 7 otevienosti V plyne, ze Jey > 0: Q(x,ey) C V.
e Volme ¢, = min(ey,ey) > 0.
Trividlné plati Q(z,e,) C Q(x,ey) C U (obdobné pro V).
Tedy méme Q(z,e,,) CUNV.
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3. Nechtf (X,d) je metricky prostor. Uzdvér mnoziny A C X jsme definovali jako
A={yeX|dy,A)=0} = {y€ X |inf{d(y,a) | a € A} = 0}. Na pFednésce jste se
dozvédéli spoustu uzitecnych vlastnosti. Co umite fict o vztahu nasledujicich
dvou mnozin:

|
o

N

s
D
>y

Reseni:

e Rozhodné AN B ¢ AN B. Jako protipiiklad staéi vzit R s Euklidovou metrikou a
intervaly

ANB=0=0¢ {1} =[0,1]Nn[1,2]=ANB
Rozmyslete si pofadné pro¢ () = () a jakou roli tam hraje infimum z definice.
e Naopak to ale plati, nebot vime, Ze pro libovolné C C D C X plati C C D.
— ANBC A, tedy plati ANB C A
— ANBCB, tedyplati ANBCB
— Piedchozi dva body plati zéroven, tedy plati AN B C AN B
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4. Jaky je vztah inverzni funkce a vzoru? Necht f: X - Y, AC X, BCY.
(a) Kdy plati f~![f[A]] = A?
Resend: Zcela jiste plati A C f~'[f[A]], protoze pro kazdé a € A plati:

ae f[TH{f(@} C FHfALL
Uvazme jednoduchy piipad, kdy A = {a}, tedy
ae f{f(a)}]

(pfedobraz bere mnozinu. .. ). Na to, aby A = f=[{f(a)}] musf mit f(a) pravé jeden
predobraz.
Tedy vidime, ze pro kazdé A C X plati f~'[f[A]] = A pravé kdyz je f prosta (injek-
tivni).

(b) Kdy plati f[f~'[B]] = B?
Resend: Rovnost plati pro kazdé B C X prave kdyz f je na (surjektivni).
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5. Pripomenme si totalni diferencial na konkrétnich prikladech. Napiste tvar konkrétniho
totalniho diferencialu.

(a) Necht f: R — R je funkce jedné proménné. Pro konkrétnost f(z) = 22.

Reseni: Rekneme, ze funkce f mé v bodé z € R derivaci A € R, pokud na néjakém
okoli bodu zx existuje spojita funkce pu: R — R takova, ze:

e 1(0)=0
o f(x+h)— f(x) =Ah+ hu(h)

Predpokladejme, ze takové A existuje. Polozime

flx+h) - f(z)

h)y=—F+——"-—A
p(h) 5
Konkrétné nam tedy vyjde:
z+ h)? — z?
i) = EH =T
=2r+h—A

z ¢ehoz vidime, ze A = 2z (nezapomerite, Zze x je konkrétni bod a h je proménnd). To
sedi s nasfm poznatkem, Ze derivace funkce 2 v bodé z je rovna 2z.

(b) Nechtf f:R? — R je funkce dvou proménnych. Pro konkrétnost f(z,y)
% + 2.

Reseni: Pouziviame znaceni pro h € R? znacime ||h|| = d(h, (0,0)) (mizeme pouzit
maximovou nebo Eukleidovskou metriku, nebot jsou silné ekvivalentni).

Obecny vzorec:
f(@+hi,y+ he) = f(z,y) = Athy + Asho + ||| u(h)
Konkrétné tedy pro nasi f:
(z+h)? + (Y + ha)® — (2% + y?) = Arhy + Ashs + ||h]|u(h)
22 4 2zhy 4+ b3 4y + 2yho + h3 — 22 — y® = Ayhy + Ashg + ||h||pu(R)

p,(h) o 2.’bh1 thg h% + h% . Alhl . A2h2
[ 121 (20—l

Vidime, ze kdyz polozime A; = a%(x2 +9%) =2z a Ay = %(ﬁ +9?%) = 2y pak s
h — (0,0) jde pu(h) — 0 nebot:

h? + h3
H’(h’) = :u‘(hth) = 1||h|| !

h? + h2
_mAhy (pro Euklidovskou metriku)

h? + h3
=/hi+h3

Pro jiné metriky bychom nulovou limitu ukézali obdobné.
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6. Vzpomeiite si na véty z prednasky, které davaji, ze pokud ma funkce spojité
parcialni derivace, tak ma totalni diferencial a tim padem je spojita.

spojité PD = TD = funkce je spojita
Jisté si pamatujete ukazkovou funkci z prvni prednasky o které jsme dokazovali,
Ze neni spojitd. Pojd'me ovéfit, Ze nema spojitou néjakou parciilni derivaci.

Ty

f(l’,y):m

y(x? +y?) — 2zay
(@2 +12)°

y(y* —a?)

(22 +32)°

0
ax(ww)=

Specidlné pokud za x dosadime nulu (v bodé (0, 0) jsme nasli nespojitost) dostdvdame

0

1
7z 0,y) =

to ale neni vubec spojitd funkce.
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7. Spocitejte parcidlni derivace nasledujicich funkci:

(a) «? +day® +y°

Reseni:
9 /9 3 5 3
2 (2% + 4oy’ +9°) = 2(z + 2¢°)
9 (5 3 5 2 4
a—y (m +4zy’ +y ) = 12zy~ + 5y
(b) ¥
Resend

8%/ (wyz) = nyy2 In(x)
(c) (14 z)0+v)

oo (A 2)09) =+ 1)1y

a% ((1 + aj)(l'HJ)) =(z+1)¥ D In(z+1)

39
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3.3 Cviceni

1. Souéiny a projekce:

(a)

(b)

(c)

Napiste formalni definici
Reseni: Necht (X;,d;) proi =1,...,n jsou metrické prostory. Na kartézském soucinu
X =

Hl 1 Xi definujeme metriku:

d((.'lfl, .. .,Z’n), (y17 e 7yn)) = I?ZaIXdz(x’myz)

Konkrétné pokud n = 2, pak X = X1 xXs ad ((21,22), (y1,y2)) = max(di(x1,y1), d2(x2,92)),
kde samoziejmné x1,y1 € X1 a z2,y2 € Xo.

Pokud nase metrické prostory jsou redlné intervaly s metrikou danou absolutni hodno-

tou rozdilu dvou éisel X7 = [0,1] a Xo = [3,4], pak X = X1 xXo = {(z1,22) | 1 € X1, 22 € Xo}.
Soucin si muzeme predstavit jako obdélnik (mnozinu vsech dvojic ¢isel kde prvni ¢islo

je z prvniho intervalu a druhé z druhého) obdafeny maximovou metrikou.

Co je soucin metrickych prostora (Xi,d;) je interval [—1, 2] s metrikou danou
absolutni hodnotou rozdilu, (X3,ds) je interval [5,7] s diskrétni metrikou
(d(z,y) =1 pokud z # y, jinak nula).
Urcete nasledujici vzdalenosti v (X7,d;) x (Xo,ds):
i. d((1.3,5),(1.3,5))
Reseni: d((1.3,5),(1.3,5)) = max(d;(1.3,1.3),d2(5,5)) = max(0,0) =0
ii. d((1.1,5),(1.3,5))
Reseni: d((1.1,5),(1.3,5)) = max(d;(1.1,1.3),da(5,5)) = max(0.2,0) = 0.2
d((1.3,5), (1.3,5.2))
Reseni: d((1.3,5),(1.3,5.2)) = max(d;(1.3,1.3),do(5,5.2)) = max(0,1) = 1
)
)

iii. d

iv.

=
—~

(1.4,5),(1.3,5.3)

Reseni: d((1.4,5),(1.3,5.3)) = max(d;(1.4,1.3),d2(5,5.3)) = max(0.1,1) = 1
v. d((-1,5),(2,7))

Reseni: d((—1,5),(2,7)) = max(d;(—1,2),d2(5,7)) = max(3,1) = 3
Nakreslete kouli kolem bodu (0.5,5.5) do vzdalenosti 0.5.
Nakreslete kouli kolem bodu (0.5,5.5) do vzdalenosti 1.2.

Reseni: Viz obrazek Samoziejmné, ze kdybychom sou¢in dvou metrickych pro-
stortt neobdafrili maximovou metrikou, ale jinou metrikou, pak by koule vypadaly jinak
(viz nésledujici podpiiklad).

Poznamka o souéinové metrice — proc¢ se bere maximum.

Reseni: Pripomeiime silnou ekvivalenci metrik, kterou jsme dokazovali pro Euklidov-
skou, maximovou a Manhattanskou metriku.

Mohli bychom brét i néco jiného nez maximum (tfeba odmocninu z sou¢tu druhych
mocnin vzdélenosti). Ale to se chova hezky pro souc¢in dvou metrickych prostoru (nebo
kone¢né mnoha). Na druhou stranu se clovék muze zeptat, jak to celé zobecnit pro
sou¢in nekonectného mnozstvi metrickych prostoru, pak se bude to maximum hodit,
tedy spiSe supremum.
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(_177) (27 7)

(0.5,5.5)

x

(—1,5) (2,5)

Obrézek 3.10: Priklad koulf v souc¢inové metrice. Modfe koule kolem bodu (0.5,5.5) do vzdélenosti
0.5. Zluté koule kolem bodu (0.5,5.5) do vzdalenosti 1.2.

(d) Pro¢ jsou projekce spojité funkce
i. Co je projekce:

Reseni: Funkce kterd pro n-tici ¢isel vrat{ j-té z nich: Pokud (X, d) = (X1,d;) x
(X2, ds), pak mdme dvé funkee: projekce na proni souradnici

p1: (.XV7 d) — (Xl,dl)
dand jako
p1((z1,72)) = 11
a druhd funkce projekce na druhou souradnici

P2 (X, d) — (Xg,dz)

dand jako
p2((w1,22)) = 22

ii. Definice spojité funkce:
Resent: Viz definice 2.3
iii. Dukaz spojitosti projekce:

Reseni: Vime, ze (X,d) = (X1,d;) x (Xa,ds) je souéin dvou metrickych prostorti.
Projekce p;: X — X, je spojita pokud:

Vo = (z1,22) € X,Ve > 0,35 > 0,Yy = (y1,42) € X: d(z,y) <d = di(f(z), f(y) <e
A. Pro libovolny bod = = (x1,22) € X

B. pro libovolné € > 0

C. volime § =¢
D

. Pak pokud ngjaké y = (y1,y2) € X spliuje d(x,y) < §, muzeme rozepsat dle
definice sou¢inu metrickych prostoru:

e =0>d(z,y) = max(di(x1,y1),d2(x2,2))
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(e)

()

(g)
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Tedy

e > di(z1,y1) = di(p1 ((z1,22)) , 1 (Y1, 92))) = di(z1, 1)

Ukazte isomorfismus (X,dx) x (Y,dy) x (Z,dz)) a ((X,dx) x (Y,dy)) x (Z,dz)
a (X,dx) x (Y,dy) x (Z,dz).

Resend: (z,(y,2)) — ((z,y),2) pifpadné (z, (y,2)) — (z,y, 2)

Necht (X,d) = (X1,d1) x (X2,dz2) je souéin dvou metrickych prostorti. Necht
(Zn)nen je posloupnost bodu (z, € X pro kazdé n € N). Dokazte, ze (z,)nen

konverguje pravé kdyz konverguji obé posloupnosti (p;(,))nen a (p2(2n))nen
(ve svych piislusnych metrickych prostorech).

Reseni: Pfipomenme definici konvergence v metrickém prostoru (Definice .
e = Plyne okamzité z d;(p;(z), pi(y)) < d(x,y).

e & Nechf obé posloupnosti konverguji. Pro dané ¢ > 0 existuji n; pro prvni
soufadnici a ng pro druhou souradnici (piislusnd ng z definice, ale chceme je
rozlisit). Volime ng = max(nq,nq) a pak jisté

Vn > ng: d(rp, x) = max(di (p1(zn), p1(x)), d2(p2(z,),p2(2))) <€

Poznamka: toto tvrzeni se d4 snadno rozsifit na soucin kone¢né mnoha metrickych
prostoru. Viz Lemma 5.2 ze skript.

Druh4 &ist Véty 1 (z druhé predndasky). Necht (Y,d'),(X1,d1),(X2,d2) jsou
metrické prostory. Necht fi: (YV,d') — (X1,d1) a fo: (Y,d') — (X2,d2) jsou
spojité funkce. Pak existuje pravé jedna funkce f: : (Y,d') — (X1,d;)x(X2,d2),
pro kterou plati p; o f = f; a pso f = fo takové f je spojita funkce.

Resend: Takova funkce existuje, polozime f(y) = (f1(y), f2(v)).
Jeji spojitost snadno nahlédneme z Definice [2.3
Obrézek nam to ukazuje.

i. Napfed byly metrické prostory (Y, dy), (X1,dx,), (X2,dx,) a funkece f1: Y — X;
a fg: Y —» XQ.

ii. Zadefinovali jsme sou¢in metrickych prostoru X7 x X5 (s metrikou d((x1, z2), (y1,¥2)) =

max(dx, (z1,91), dx, (T2, y2)))-

iii. Zadefinovali jsme funkci f(y) = (f1(y), f2(y)) (pokud byly ty puvodni funkce spo-
jité, tato nova je také spojitd).

iv. Zadefinovali jsme projekce p1: X7 x Xo — X; po: Xi7 X Xo — Xs a (konkrétné
pl(Qj?y) =7, P2($7y) = y)

Tohle vypadé jako piili§ jednoduché konstrukce, aby byla uzitetna. Ale neni tomu tak,

cervené Sipce a pak po modré, tak je to to samé jako kdyz jdete po zelené Sipce. Tedy
formdlne Vy € Y: p1(f(y)) = fi(y) a zdroven Yy € Y: pa(f(v)) = f2(y).

(h) Podrobné ukazte, ze slozeni dvou spojitych funkci je spojita funkce.
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Y f X1XX2

; fo D1 /po
1

X1 Xo

Obrézek 3.11: Funkce a projekce.

2. Pripomenme, Ze Piley) _ 0 D f(z,y)). Spoéitejte & f(m’y) & f(x’y) pro nasledujici
Oy \ Ox

0z dy Oxdy a Oyox
funkce:
(@) f(z,y) =a®+ 4oy — y?
Reseni:
éf(alc ) =3z% +4
81’ ay - y
0
@f(w7y) =4z —2y

5= (o) =1

;y (if(%y)) =4

(b) f(x,y) =a¥

Reseni: Nejprve pouzijeme trik

fla,y) =ev

Q — 2y

0 2
7 (z,y) = ¥ )2y In(z)

9 (0 y? ey2 In(z) 9y,
BN ln(w)
8

8 2 "2
3y (3 f(z, y)) = 2yz¥ 1 +y26(y _1)1“(’”)2y In(x)

Po zjednoduseni dostavame
o (0 0 (0
o (etw) = 5o (goften)

.z s~ . - s 2102 . 9% f
Zajimavost je, ze pokud jsou obé parcialni derivace 52y a 81/81 definovany a jsou

spojité na néjakém okoli bodu (z,y), pak dg;(gf) dgy(gf)
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3. Dmnes si spocéitame parcialni derivace “postaru”, pak to zkusime s touto funkci
pomoci fetizkového pravidla. Necht

x = rcos()

y = rsin(a)
Spocitejte parcialni derivace funkce
H(r,a) = ze"Y = (1 cos a)e(”OSQH(TSi“ a)
a) Spocitejte parcialni derivace bez pouziti fetizkového pravidla:
P Jjte p P P
i.

aar ((7" cos a)e(r cos a)+(r sin a))
Reseni:

82 ((r cos a)e(r cos a)+(r Sina)) = cos(a)eT(Sin(a)Jrcos(“))(r sin(«) 4+ rcos(a) + 1)
"

ii.

2 ((T‘ COS a)e(rcos a)+(rsin a))
«

(b) Intermezzo: fetizkové pravidlo pro funkci jedné proménné. Spocitejte deri-
vaci funkce

i. f(z) =sin(2z)

Reseni: My uz vime, jak se derivuje slozend funkce. Co jste mozna jesté neslyseli,
tak tomu postupu derivovani slozené funkce, ktery uz znéte, se fika fetizkové pra-
vidlo.

Predstavme si, ze
t=2x

Tedy f(x) = g(t(x)) kde
f(@) = sin(2z),

g(t) = sin(t),
t(x) = 2z.
Pak muzeme psat:

4 sin(t) = cos(t)

dt
d d
d:ct dz ™"
d . d . d
e sin(t) 7 sm(t)%t = cos(2x)2
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Vyuzivdme pii tom celkem piirozené vypadajici trik (ktery skuteéné vyjadiuje co
se déje, jen si ¢lovek chee zvyknout na tu notaci) pro

muzeme psat

dx dt dx( )
ii. f(z)= (cos(x?))?
Reseni: Nechf
g(h) = h?
h(t) = cos(t)
t(r) = a®
f(a) = g(h(t(z))) = (cos(a?))?

Muzeme tedy psat
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3.4 Cviceni

1. Rozmyslete si, ze dané funkce maji v bodé (0,0) totédlni diferencidl, napiste jeho
koeficienty.

(a)

(b)

flz,y) =314

Reseni: Abychom nasli okoli U bodu (0,0) ze zaddni a na ném spojitou funkei u
takovou, ze ©(0,0) = 0 a éisla Ay, Ao takova, ze:

J((0,0) + (h1,h2)) — £((0,0)) = Arhy + Agha + ||(h1, h2)||p(ha, he)

pro kazdé h € U (tedy vSe z definice toho, kdy mé f v bodé (0,0) totdlni diferenciél),
tak budeme predpoklddat, ze ho f m&. Pokud ho (totélni diferencidl v bodé (0,0))
funkce f mé, pak z Tvrzeni 3.4 ze skript vime, ze %f(((), 0)) = Ag.

Obecné pokud f mé totdln{ diferencidl v bodé (0, 0), pak plati:

_of

A = D (0,0)
_of

Ay = @(07 0)

Tedy spocitame Ay a pak uréime funkci pu. Napfed spocitame parcidlni derivace:

0(3.14)
ox
0(3.14)

y

=0

ty vysly jako konstantni funkce, ale jesté do téchto konstantnich funkci musime dosadit
bod (0, 0), tedy:

A= 8(:;:514) (0,0) =
Ay = 8(?5;4) (0,0) =

Takze by mélo platit:

f((0,0) + (R, ha)) — f((0,0)) = Arh1 + Asha + || (h1, ho)||(ha, h2)
3.14 — 3.14 = Ohy + Ohy + ||(h, ha)||p(hy, ha)
0 = [[(h1, h2)||p(ha, ha)
0= p(h1, h2)

Z toho jsme dostali krdsné spojitou funkci p dokonce na libovolném okolf bodu (0, 0).

flz,y) =1 +2)(1+y)

Reseni: Opét abychom nasli A;, Ay, U, i, tak budeme piedpokladat, ze funkce mé
totéln{ diferencial v (0,0).

%f(;p7y) - a%((l +z)(1+y))=1+y

(%f(:r,y) - a%((l La)(ity) =1t
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(c)

(d)

0
Al—%f(ovo)_l
A —ﬁf(o 0)=1

2_8y ’ -

Tedy by mélo platit:

f((0,0) + (h1, h2)) — f((0,0)) = Arhy + Agha + ||(h1, h2)||(h1, h2)
(1+h1)(1+ h2) — (14 0)(1 +0) = 1hy + 1ha + |[(h1, ha)||p(h1, ha)
1+ hy+ ho+ hihy — 1= hy + ho + ||(h1, ho)| (b1, he)
hiha = ||[(h1, h2)||p(ha, ho)

Normu jsme si zvolili jako ||(h1, he)|| = max(|h1], |hz|), tedy vyjde

0 pokud hy = hy =0
(b, he) = { hihs

max((l ey Jinak

spojitost této funkce na néjakém okoli (0,0) snadno nahlédneme, nebot pro (hq, hs) #
(0,0) mame:

hihs

by hg)| = |—at2
Bzl ’max<|h1|,|h2|>

’ = | min(|h], |h2])|
flay) =1 +2)*(1+y)?

%((1 +2)2(1+y)3) =242z
(%((1 +2)%(1+9)%) =3+ 6y + 31>

parcidlni derivace vysly hezky spojité, staci tedy opét dosadit bod (0, 0):

Ay = (2+22)(0,0) =2
Az = (34 6y +3y*)(0,0) =3

Tedy by mélo platit:

J((0,0) + (h1,h2)) — £((0,0)) = Arhy + Aghg + |[(h1, ha)||p(h1, ho)
(1+h1)?(1 4 hg)® — (1 +0)*(1 + 0)> = 2hy + 3ha + ||(h1, ha)||p(hi, ha)
(14 2hy + h3)(1 + 3hy + 3h3 + h3) — 1 = 2hy + 3hy + ||(h1, ha)||p(h1, ho)
3h3 + hj 4 6hihy + 6h1h3 + 2h1 3 + 2h7 + 6hThy + 6hTh3 + 2h3h3 = ||(hy, ho)| (i, ha)

Laskavy ¢tendr opét nahlédne, ze pokud funkci p dodefinujeme 1(0,0) = 0, pak je
spojita na néjakém okolf bodu (0,0).

flzyy) =In(1+z)In(l 4+ y)

Resend:

_ In(1+ y)

0 (n(1+2)In(1 +y)) = =~

dx
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0 _ In(1+x)
@(ln(l + 1‘) ln(l + y)) = ﬁ

parcidln{ derivace vysly hezky spojité na malém okoli bodu (0, 0) (feknéme do vzdélenosti
0.5), stac¢i tedy opét dosadit bod (0,0):

A = (W) (0,0)=0

Ay = (W) (0,0) =0

Tedy by mélo platit:

f((0,0) + (h1, ho)) = f((0,0)) = Arhy + Ashs + [[(h1, h2) || (b, h2)
In(1+0+ A1) In(14+ 0+ he) —In(1) In(1) = ||(h1, he)||p(h1, ko)
In(1 + hy) In(1 + hy) — 0 = ||(h1, ha) || (b1, ha)
111(1 + hl) 111(1 + h2) _
[ad) o)

Staéi si uvédomit, ze:

I In(1 + k1) In(1 + he)
(h1.h2)=(0,0) | (h1, Rl

=0

(jako népovedu zkuste ukézat, ze:

lim In(1+ h)In(1 + h)

70 A =0

plat{ pro limitu jedné proménné).
fla,y) = (1 +a)t*v
Reseni: TODO
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2. Pro nasledujici funkci f(z,y) = /|z||y|:

(a)

(b)

(c)

Dokazte, Ze je spojita v bodé (0,0).
Reseni: Funkce je viude definovans. Pocitdme limitu:

lim T =0
o) |yl

alternativni postup je jit pfimo z Definice (kterd je jen ukrytd v té limité).
Spocitejte v bodé (0,0) parcidlni derivace a%f, a%f.
Reseni: Pro zajimavost napted zkusime spoéitat parcidlni derivaci v libovolném bodé
(2,y):

0 1

- fay) = Viyl -—=sen(z

g (00) = VIl s

O ey) = Vial s sen(y)

Oy” 2y/1y]

Jak vidime, parcidlni derivace jsou nespojité (jinak by f v tomto bodé meéla totalni
diferencidl).

Co se ale stane, pokud budeme pocitat parcidlni derivace v bodé (0,0)? Dle definice:

f(0+h,0)— £(0,0)
h

0 .
(intuitivne to |y| ndm vysledek funkce vynuluje, kdyz za néj dosadime pevnou nulu)

VIR0 =0
TZO

5%]0(0’0) = lim VO[r| -0

0 .
5-f(0,0) = lim

=0
h—0 h

Dokazte, ze f nemd v bodé (0,0) totalni diferencial.

Resend: Kdyby f méla v bodé (0,0) totalni diferencidl, pak by muselo platit:

f((0,0) + (h1, h2)) — f((0,0)) = A1hy + Agha + [|(h1, h) | (A1, h2)
f(h1,he) — 0 =0hy + Oho + ||(h1, ho)||p(h1, he)

Vhallhe| = |[(h1, h2)||p(hy, ha)

|ha| P
T = Kl he)
[[(h1, h2) |l
Kde ale p by méla byt funkce spojitd na néjakém okoli bodu (0, 0) a navic by muselo
platit 1(0,0) = 0. Dokazme, Ze to neplati, konkrétné spocitejme limitu:
: [h[[h]
1 h,h) = +——
Jim pu(h, h) .
IRl
h
=1

Tedy negace definice spojitosti (Definice potiebovali jsme aby p byla spojita a
1(0,0) = 0):
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Existuje epsilon: € = 0.5
ze pro kazdé delta: ¥V > 0
existuje bod blizko nule: konkrétné (4,d) (pro maximovou normu)

ze funkén{ hodnota je daleko od nuly: f(§,0) =1
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3. Piiklad z minula, jen pouZivime znaéeni, které je bliz vété z prednasky. Necht:

kde

R =R
g1: R? = R
g2 R 5 R
H:R* - R
f(z,y) = xe®
g1(r,s) =rco (@
g2(r, ) = rsin(s)
H(r,s) = f(g1(r, ), 92(r 5))

(a) Tento podbod je pouze intuice, pro¢ to tak funguje. Formdalni dukaz méte
ve skriptech, ale myslim, Ze je uzitecné za limitami a derivacemi vidét i
to ,,na malém okolicku bodu z funkci f aproximuji pomoci linedrni funkce
f(z) + hf'(z)“. Intuice Fetizkového pravidla pomoci aproximace malé zmény
jedné funkéni hodnoty (o malinké h):

i. Pro funkce jedné proménné f(z + h) ~

ii.

f(@) + hf'(z).

Reseni: Chceme odhadnout:

f(g(x+n) = flg(x)) + ha

kde o = (f o g)’'(z) (to je ten sklon linedrni funkce, pomoci které aproximujeme
hodnotu f(g(x + h)) pro malinké h).

Budeme aproximovat dvakrat a budeme doufat, ze to vyjde (tady pouzivame silny
predpoklad, Ze muzeme dobie aproximovat f i g pomoci linearni funkce a ze se ty
aproximace dobfe slozi, porovnejte s predpoklady z prednésky):

flg(z+h)) ~ f(g(z) + hg'(z)) (linedrni aproximace vnitiku)
~ f(g(z)) + hg'(x) f'(g(x)) (vstup funkce f se od g(x) pohl: hg'(z))

Cimz jsme ziskali odhad pomoci linedrni funkce:
flg(x + h)) = fg(x)) + hf'(g(x))g ()

kde smérnice f'(g(x))g’'(z) je ta piislusnd derivace funkce f(g(z)) v bodé .

Udélame to samé, akorat funkci dvou proménnych budeme aproximovat

Pro funkce dvou proménnych f(z + h,y) ~

Reseni:

jako (vSimnéte si podobnosti s tvarem z ¢ésti o totdlnim diferencidlu):

0 0
Specialné pro hy = 0 a hy = 0 mame:
0]
0
f(xvy + h2) ~ f(a?,y) + h27f(xay)

dy
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Tim aproximujeme hodnoty gi(r + h, s), g2(r + h, s):

0
g1(r+hy,8) = gi(r,s) + 591(7“7 s)

0
g2(r + h1,8) = ga(r,s) + I 592(7“7 s)

Jak tedy muzeme aproximovat zménu v prvni slozce funkce dané jako

H(r+hi1,8) = f(g1(r + h1,8),g2(r + h1, 8))

f(gl(r + h175)7g2(7’ + hlvs))

= 10109) + g1 8),02(1,) + P 0a(r, )
~ F(01(0,9) 92(r5) + b 500 ()5 F(01(7, 50,9201, 9)) + 5 0a (1) 5 (01,9, 92(r,)

~ F(r9). 02008 + 1 (17902000 50 08) + 5 (9.8 7))

Obdobneé pokud bychom chtéli aproximovat H(r, s + hs).
(b) Pomoci fetizkového pravidla spocitejte parcidlni derivace funkce H.

Reseni: Pouzijeme tu silnéjs{ verzi fetizkového pravidla (ve skriptech zvans fetézové
pravidlo) Véta 3| Zde konkrétné pro b = (r,s), a = (¢1(r, 8), g2(r, 8)).

210 = (2:5@) (500 + (25 @) (522)
= ((e"" + ze"*¥)(a)) (cos(s)) + ((xe"¥)(a)) (sin(s))
= (€™ +2e™)(g1(r, 5), 92(r, 8))) (cos(s)) + ((ze™ ¥)(g1(r, 5), g2(r, 8))) (sin(s))
_ (ercos(s)+rsin(s) T TCOS(S)ercos(s)Jrrsin(s)) (cos(s)) + (r COS(S)GTCOS(S)JrTSin(s)) (sin(s))

= cos(s)e" ) Feos(9)) (1 5in(s) + 7 cos(s) + 1)

a:/®) (50 0) + (319) ()

(Y + ze®t¥)(a)) (—rsin(s)) + ((xe”¥)(a)) (r cos(s))
((

"+ xe™)(gi(r, 5), g2(r, 5))) (=rsin(s)) + (2" ) (91(r, 5), 92(r, 5))) (r cos(s))
rcos(s +rsin(s) + TCOS(S)eT cos(s) +rs1n(s)> (77" Sin(s)) + <T COS(S)QT cos(s)+rsin(s)) (7, COS(S))

rer (sin(s)+eos(s)) (r cos®(s) — rsin(s) cos(s) — sin(s))

Tedy nam vyslo to samé, jako kdybychom pocitali pfimo parcidlni derivace funkce
H(r,s).
(c) Urcete totalni diferencial funkce H.

(d) Aproximujte pro malé ¢ hodnotu H(1+¢,¢) (pomoci totilniho diferencidlu).
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4. Spocitejte vSechny parcidlni derivace nasledujicich funkci pomoci maticového
znaceni z prednasky.
Pfipomenme, ze pokud mame dvé funkce
. ™3
g1: R>— R
. ™3
ga: R® — R,

pak se na né mazeme koukat jako na vektorovou funkci

g: R3 — R?
definovanou jako
91(9071%2))
T,Y,2) =
g( Y ) (QQ(xvva)

Pak skladani funkci dava velice dobry smysl: pokud mame funkci
f:R? 5 R?

(rozepsané f((x,y)T) = (fi(z1,22), fa(w1,72), f3(z1,22))T) a funkci
g: R® = R?,

pak

je dana jen jako
Pro naSe funkce definujeme:

ox .
Df=|3%f 322/

o)

9 ) e
Do — 9091 95,91 991

g o e
92192 92592 92392

a v konkrétnim bodé:

(Dg)(x1, 9, 23) = (52191(1’1@2,933) %91(%7%2,173) 82391(171,962,953))
Y %92(5517'%27933) 32292($17$2,173) Tiagz(l’l,ﬂﬁz,xs)

pak
D(go f) = (Dg)(Df)

v konkrétnim bodé pak
D(go f)(z,y) = (Dg)(f(z,y))(Df)(x,y)

(a) Funkce fog, kde f(r.s) =7 +rs+s/r, g(e.y) = (sin(zy),x — )7

Reseni: Nakonec zkusime spoéitat parcidlni derivace postaru pro nasi funkci: (f o
9)(x,y) = sin(zy) + sin(zy)(z — y) + 0L

Napied si pro jistotu uréime dimenze:

e f:R2 R



o4

(b)
(c)
(d)

KAPITOLA 3. RESENI

e g: R? » R?
o fog:R? = R (protoze (f o g)(z,y) = f(g9(z,y))).

Zkusme to podle znaceni z prednasky:

(Df)(r,s) = (%f(r,s) %f(?",s)) =(14+s—% r+1/r)

(Dg)(z,y) = (5191(%1/) agy!h(w)) _ <cos<wy)y COS(:Ey)x)

502(w.y)  592(x,y) 1 -1
Pak tedy m4 platit D(f o g)(z,y) = (Df)(g(z,y))(Dg)(x,y), tedy:
(fog)(z,y) = (1 +(z—y) - % sin(zy) + 1/ sin(gcy)) (COS(lxy)y Cos(_xly)m)

_ (O + (@ =y) = Gmaye) cos(@y)y + (sin(zy) + 1/ sin(zy))1
(I+ (= ¥) = Gn@eyz) cos(@y)y — (sin(zy) + 1/ sin(zy))
(transpozice, jinak by se mi to sem neveslo)

Jen poznamenejme, ze pokud poécitame parcidlni derivace uz slozené funkce, tak vyjdou
stejneé:

13} o (. : r—y
%(f og)(z,y) = 32 (Sm(my) +sin(zy)(z —y) + sin(:z:y))

= sin(zy) + y(z —y + 1) cos(zy) + <y(?/ — ) Z?jgz; + 1) sin(lxy)

(parcidlni derivaci dle y si dopocitejte sami, pokud nevérite).

Funkce f(r(z),s(x),t(z)), kde f(u,v,w) = utvw, r(z) = 2, s(z) = 22, t(z) = In(z).
Funkce f(g(x,vy,2)), kde f(x) = cos(x?), g(x,y,2) = vyz + 2y + 22 + y=.

Jak tohle souvisi s aproximaci linearni funkci?

Reseni: Vzpomeite, kdyz jsme chtéli aproximovat funkéni hodnotu

f(x+h) = f(z)+ (Df(x)h

nam se lip bude pracovat s aproximaci

f(x+h) = f(z) = (Df(x)h

protoze v tomto piipadé je prava strana linedrni funkce. Pak vas asi neprekvapi, ze kdyz
chceme aproximovat slozeni dvou funkci v néjakém bodé, pak tomu odpovida slozeni
téch linedrnich zobrazeni, coz pfesné odpovida ndsobeni matic.
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3.5 Cviceni

1. Opakovani teorie:

(a) Zopakujte si pofadné teorii. Pfed vétami o implicitnich funkcich je to dulezité.

(b) Pripomeiite nasledujici definice:

(c)

(d)

i.

ii.

iii.

iv.

Kompaktni metricky prostor.

Reseni: Metricky prostor (X,d) je kompaktni jestlize kazd4 posloupnost v ném
obsahuje konvergentni podposloupnost.

Uzaviena mnozina.

Reseni: Podmnozina A C X metrického prostoru (X,d) je v ném (v tomto
metrickém prostoru) uzaviend pokud pro kazdou podposloupnost (z,), C A, kterd
je konvergentni v (X, d) plati, ze limx,, € A.

ijlny metricky prostor.
Reseni: Metricky prostor (X,d) je tplny, jestlize v ném kazdd Cauchyovsks

posloupnost konverguje. Kde (z,), je Cauchyovskd posloupnost pokud

Ve >0 Ing: myn > ny = d(xm, ) <e.

Omezeny metricky prostor.

Reseni: Metricky prostor (X,d) je omezeny, jestlize existuje K € R takové Ze
Vae,y € X:d(z,y) < K.

Pripomenme vétu, ze podprostor euklidovského prostoru E, je kompaktni
pravé kdyz je omezeny a uzavrieny.

Najdéte metricky prostor (X,d) a mnozinu A C X, kterd v ném je omezena
a uzaviena, ale neni kompaktni.

Reseni: Volme d(a,b) = |a—b|, X = Q. Tedy raciondlni &isla s nasf obvyklou metrikou.

Volme A = [1,2] N Q.

i.

ii.

iii.

A je omezend nebot sup {d(a,b) | a,b € A} = 1.

A je uzaviend: Vezméme libovolnou posloupnost (z,,), kde x,, € A takovou, Ze m4
limitu lim,, o, , = ¢ € Q (pozor, tady bereme pouze posloupnosti, které maji
limitu v puvodnim metrickém prostoru, tedy racionélni ¢islo). Chceme ukazat, ze
1 < ¢ < 2: bez 4jmy na obecnosti pokud ¢ > 2, pak z definice limity volime
e = (¢ — 2)/4. Pro toto £ musi existovat ng € N takové, ze Vn > ng: d(x,,q) < e.
To ale znamend, ze d(z,,,q) < € a tedy z,, > 2, coz je spor s tim, ze (z,), byla
posloupnost bodu v A.

(A,d) neni kompaktni: Vezméme z,, jako prvnich n ¢islic desetinného rozvoje v/2,
10°v2Z] o . e s, .

tedy z,, = %. Jisté x,, € A (jsou to urcité raciondlni ¢isla mezi 1 a 2).

Vsimneme si, Ze limita této posloupnosti v euklidovském prostoru (prostor (R, d))

je pfesné /2, coz neni raciondlni ¢islo. Vime, ze pokud mé posloupnost limitu, pak

kazda jeji podposloupnost ma tu samou limitu.

Tedy nemuze existovat podposloupnost ()., kterd by meéla limitu v A, tedy A
neni kompaktni.
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2. Pripomente si, jak se poéitaji parcidlni derivace podle fetizkového pravidla.
Propocitejte si priklad s neuronovou siti z bonusu na konci tohoto pdf.
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3.6 Cviceni

1.

Vysetiete extrémy (i lokdlni) nasledujicich funkci:

(a)
f:R? SR

flay)=(x -1+ (y-3)

Resend: Je jasné, 7e jediné globalni minimum bude v bodé f(1,3) = 0. Pfesto zkusme
pouzit parcialni derivace.

Pokud je v bodé a € R? extrém, pak %(a) = 0 a zaroven g—i(a) = 0 nebo ty derivace

neexistuji. Jinymi slovy pokud derivace neexistuji nebo jsou vSechny nulové, pak ten
bod je podeztely z toho, ze je extrémni.

of B
%(%y) =2z —2
of B
@(x’y) =2y—6

Obé parcidlni derivace jsou nulové jen pro bod a = (1, 3).
Trocha teorie:

e Jisté si vzpomindte, ze pro funkce jedné proménné jsme méli test s druhou derivaci.
Pro jistotu si ho pfipomeiime: nechf f: R — R je spojitd funkce na otevieném
intervalu I C R, pak pokud pro bod a € I mé prvni i druhou derivaci a navic plati
f'(a) =0, pak:

i. f”(a) > 0 implikuje, ze f m& v bodé a lokdln{ minimum,

ii. f”(a) < 0 implikuje, Ze f mé v bodé a lokdln{ maximum,
iii. f”(a) = 0 implikuje, ze netusfme (napitklad funkce g(z) = 23 vs h(z) = 24

v bodé 0).

e Obdobné pro spojitou funkci dvou proménnych f: R? — R definujeme matici
druhych derivaci, tak zvanou Hessovu matici, H(z,y) (neplette si ji s Jacobidnem)

nésledovné: (H(z1,x2))i; = %(xl,xg). Potom kdyz jsou vsechny
i. Pokud det(H (a1, az2)) > 0 a navic %(al,@) > 0 pak md f v bodé (a1, as)
lokélni minimum.

ii. Pokud det(H (a1, az2)) > 0 a navic %(al,ag) < 0 pak ma f v bodé (a1, az)
lokalni maximum.

ili. Pokud det(H (a1,a2)) < 0 pak mé f v bodé (a1, asz) sedlovy bod.
iv. Pokud det(H (a1,az2)) = 0 pak netusime.

e Obdobné pro spojitou funkci n proménnych (Hessidn md rozmeér n x n) a bod
a € R™

i. Pokud H(a) je positivné definitni pak mé f v bodé a lokdlni minimum.
ii. Pokud H(a) je negativné definitni pak mé f v bodé a lokdln{ maximum.

ili. Pokud det(H (a)) # 0, ale H(a) mé i pozitivn{ i negativni vlastni ¢isla, pak méa
f v bodé a sedlovy bod.
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iv. Jinak netusime.

Zpatky k prikladu: Hessidn vyjde (vzpomeite si na prohazovéni pofadi derivovéni):

A= (5 )

Vidime, ze v bodé (1,3) vyjde pozitivné definitn{ (jiné body nezkoumdme, protoze
jinde je néjakd parcidlni derivace nenulovd). Tedy zde skuteéné funkce f mé loké&lni
minimum.

f:R* =R
flzy) =2 —y°

Reseni: Tato funkce opravdu vypads jako krésné sedlo, pojdme ovéfit, ze ndm to
taky vyjde z teorie:

Spocitame parcidlni derivace:

af

Obé jsou nulové jen v bodeé (0, 0).

e = (5 %)

V bodé (0,0) ma jedno kladné a druhé zdporné vlastni ¢islo, tedy dostdvdme, ze se
jedné o sedlovy bod.

Spocitejme Hessovu matici:

f:(0,00)2 = R

50 20
flz,y) =2y + — + —
Ty

50
8x(w7y) =
g(x =2 — 20

Polozime je rovné nule, vyjadiime y a dosadime ho do druhé rovnice. Dostavame = —
2?80m4 = 0, feSenim jsou 1 = 0, zo = 5. To prvni feSeni je ale mimo defini¢ni obor.
Méme tedy pouze jediny podeziely bod: (5,2).

Spocitejme Hessovu matici:

»—lc’“o ,_.H
S

0-(7 1
2=(T 4)=(0 )

Vidime tedy, ze funkce f mé v bodé (5,2) lokdln{ minimum.
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2. Vysetiete extrémy funkci za danych podminek:

(a)
f(l'7 y) =Y

na mnoziné
{(@y) eR?|2® +4* =2}
Resend: Reseni je hned nékolik, lisf se v obtiznosti:

i. Jeden ndpad by bylo vyjadiit jednu proménnou jako funkci té druhé, dosadit a
optimalizovat funkci jedné proménné:

=129
fly) =+yv2 —y?
Peclivy ¢tendf zkusi tento postup.
ii. Nebo bychom mohli pfejit do polarnich soufadnic, pak pracujeme na mnoziné r =
V2,t € [0,27]. Dostavame:
x = /2 cos(t)
y = V2sin(t)
f(t) = 2sin(t) cos(t)
Peclivy ¢tenar zkusi i tento postup.

iii. Nebo pouzijeme teorii z pfedndsky: hleddme extrémy funkce f(x,y) za podminky
g(z,y) = 22 +1y? -2 = 0. Tedy pokud je bod (a1, az) extrémem, pak existuje A € R
takova, ze plati:

0 0
i(a17a2) +>\*g(a17a2) =0

ox Oz

0 0

%(al,ag) + )\a—z(al,ag) =0

Spocitejme parcialni derivace:

B L Y) =Y
af B
@(wy y) =T
dg B
87;1:(56’ y) =2z
dg B
gy(w, y) =2y

Vzpomeneme si na podminky véty:

. . vand viend S i , s
A. f, g jsou funkce definované na oteviené mnoziné (vsude) a maji na ni spojité
parcidlni derivace. Splnéno.
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B. Matice
99 99
(Bac ay)
mé nejvyssi moznou hodnost (tj. jedna) v kazdém bodé otevieného mezikruzi
obsahujictho mnozinu {(z,y) € R? | % + y* = 2}. Splnéno pro viechna (z,y)
takovd ze x2 + y? = 2.

Tedy existuje ¢islo A, ze plati obé nésledujici rovnice zaroven:

y+A2x =0
T+ A2y =0
Muzeme vyjadrit a dosadit:
y=—A2zx
x4+ A(—=Mz) =

Coz ma feseni pokud z = 0 nebo A = j:%.
e Prvni feSeni z = 0: Prvni FeSen{ nemuze nastat, protoze musi zdroven platit

Y+A2-0=0
y2+02:2

e Druhé rfeseni \ = j:%:
T ==ty
22 +y2 —9
xr==+1

Tato feSeni ndm davaji lokaln{ extrémy:
A, f(1,1) = f(-1,-1) =1 jsou maximy funkce.
B. f(-1,1) = f(1,—1) = —1 jsou minimy funkce.

Vsimneme si, Ze viude jinde je absolutni hodnota funkee |f(x,y)| < 1.
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3. Budeme optimalizovat stan. Stan ma tvar vrchliku (to, co dostaneme z koule,
kdyZ z ni kus ufizneme rovnym noZem). Chceme pouZit pfesné 10m? latky
(stfihdnim si nedélejte hlavu, zajima nds ve skutecnosti hmotnost...). Litku
musime pouzit na podlahu (kruh o poloméru r;) a kupoli, kterd slouzi jako
stifecha. Chceme aby stan mél co nejvétsi objem.

Pozor na to, ze jsem v FeSeni Spatné opsal vzorecky: https://cs.wikipedia.org/
wiki/KulovC3%A1_%C3%BAselC4%8D. TODO dopocitat

Reseni: Budeme pouzivat nésledujici znacen:

e S je povrch stanu — kolik latky tvoii vysledny stan.

e h je vyska stanu (od podlahy k nejvyssimu bodu).

e 7 je polomér pomyslné koule, ze které jsme ufizli vrchlik.
ry = \/m je polomér podlahy.

Povrch a objem stanu je

S(r,h) = wh(2r — h) + 2wrh = 4nrh — wh? = 10

V(r,h) = %wh(srf +h?) = %wh(Bh(?r — h) + h?) = wh(6rh — 2h?)

Tedy hleddme extrémy V(r,h) za podminky g(r,h) = S(r,h) — 10 = 0. Implicitné méme
podminku h < r (z geometrie problému), to se ve skute¢nosti promitlo uz na vzorcich pro
objem a povrch.

Spocitame parcialni derivace:

ov

= 6wh?

g—‘; = 127rh — 67h?
% — arh

% = 471 — 27h

Podminky véty: parcidlni derivace vysly spojité vsude, funkce je definovand na oteviené
mnoziné (vsude) a matice parcidlnich derivaci podminky mé pro vSechny piipustné body
hodnost jedna.

Vime, ze musi platit:
6mh? 4+ Mrh =0
127rh — 67h? + M(4nr — 27h) =0
vydélime 27
3h% +2\h =0
6rh —3h% + A\(2r —h) =0

Jednoduché feseni prvni rovnice je b = 0 a z podstaty problému tohle bude nejspi§ minimum
(stan vysoky nula, jen jsme pouzily dva kruhy ldtky o celkové ploge 10m?, ale zadny objem).
7 prvni rovnice mame

3h+A#0


https://cs.wikipedia.org/wiki/Kulov%C3%A1_%C3%BAse%C4%8D
https://cs.wikipedia.org/wiki/Kulov%C3%A1_%C3%BAse%C4%8D
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muzeme tedy z druhé rovnice vyjadiit r a z prvni A:
r(6h +2\) = 3h% — A
2h

Dosadime a dostaneme:

Jen poznamenejme, ze toto je pomérné piekvapivy vysledek. J& bych ¢ekal, ze maximem
bude polokoule, ale neni tomu tak:

mh(6h* — 2h?) = T4h? (polokoule r = h)
1
7h (6 <h + 2) h — 2h2> = 7h(6h* + 3h — 2h?) = 74h® + 3h? (nds extrém)
Pro jistotu (jestli je to opravdu extrém) dopocitdme objem. Tedy jen z dané plochy vyjadiime
polomér a vysku a objem nechame na laskavém ctenafi.

47(h 4+ 0.5)h — wh* = 10
hy ~ —1.41599
hy = 0.749323

Z ¢ehoz je jen jedno FeSeni “fyzikalni.”

h ~ 0.749323m
r ~ 1.249323m

Coz sice neni uplné obvykly rozmeér stanu, ale ani nijak prehnané nerealisticky.
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(a)

(b)

Maximalizujte funkci 222 + 122y — 3y? na jednotkové kruznici.
Resend: Hleddme extrém funkce f za podminky g(z,y) = 22 + 3> — 1 = 0.

Spocitame parcialni derivace:

g—i(a:,y) =4z +12y
g—i(a:,y) =12z — 6y
() =2
%(w‘,y) =2y

Ovérime predpoklady a dle véty ndm vyjde, ze musi existovat A € R tak ze plati obé
nasledujici rovnice:

4z 4+ 12y + X2 =0

122 — 6y + A2y =0

Pokud jedna proménna x nebo y je nulova, tak vidime Ze i ta druhd musi byt nulova.
Necht je A € R™*" symetrickd matice. Maximalizujte funkci f: R* — R danou
f(x) = 27 Ar na jednotkové kruznici (272 = 1).

Reseni: Akorat spocitdme to samé obecné. Moznd si iikéte, ze by se ndm hodilo
pravidlo pro n&jaky soucin funkei. Tak takové pravidlo pojd'me zkusit vymyslet pomoci
tetizkového pravidla. Pro pripomenuti:

f:R" - R™
fl(l'l, P ,.’,En)
flze, ... xn) =
Jm(@1,. .. )
definujeme matici tvaru m x n (pro jedinou funkci mame jediny rédek):
ofi
Df),; =
( f) ) axj

pak dostdvame parcidlni derivace ndsobenim matic — Fetizkové pravidlo (za piedpokladu,
ze se vie chova hezky, viz skripta):

(Df o g)(t) = (Df)(g(t)(Dg)(t)

Pojd'me tedy vymyslet, jak se d4 spoéitat Jakobidn f pomoci fetizkového pravidla (nebo
rovnou vymysleme, jak to dopadne pro néjaky soucin funkci).

Vzpomente si na vétu z linedrni algebry, ze symetrické redlné matice maji realnd vlastni
¢isla a navic ortogonalni vlastni vektory.
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3.7 Cviceni

1. Aproximujte nasledujici funkce:
(a) f: R — R pro pfipomenuti v jedné proménné Definice
i. f(z)=sin(x) pro a =0:
Resent: | - O s B g5 g7
Sln(x):ngomx " Zw—gﬁ-a—ﬁ—i—...
(konverguje vsude, tak pisu rovnitko)

ii. f(z) =¢€" pro a =0:

Reseni: -
" z?2 2
xT
= — =1 — 4+ = +...
e 7;)”! taot gt
(konverguje vsude, tak pisu rovnitko)
iii. f(z) =In(1+z) pro a =0:

Reseni: Taylorova fada:

& n

Z(_l)n—H T

n=1 n

(konverguje pro z € (—1, 1], tak nepisu rovnitko)
(b) f:R? - R kde f(z,y) = xe®"¥ na okoli bodu (0,0).

Reseni: Zatneme zlehka a spocitdme napred Taylorav polynom stupné dva.

fa.y) = vt

%(l‘, y) = etV 4 gV
o ) =zt
%(w,y) = 2e" 1Y 4 gettY
aa;é{y (z,y) = " TY + xe”tY
88y2afx (z,y) = " TY 4 eV
o L) = e

£(0,0)=0
of B
5,00 =1
97 0,0)=0
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52

5 J;(O 0) =

82

8565 0,0)=1
82

y (‘3fx(0 0)=

52

5 1 0,00=0

p) P 1 (0? 0 0
75O (@, y) = £(0, 0”3%(0 0)x +a—§(o,0) v+ g (a ! (0,0)a2 +25- g (0,0)zy +7J;<0 0)y )

=x+ % (23[:2 —|—2xy)

Ovéfite, ze se rovnaji parcidlni derivace funkci f a Tzf’(o’o) v bodé (0, 0)!

Vzhledem k tomu, jak je to tak hezkd funkce, tak muzeme i urcit libovolnou parcialni

. . .. 8%f _ 9f ) . p TR
derivaci. Budeme pouzivat 520y = Bydm’ nebot obé jsou definovany a spojité vsude.

Pro libovolna ¢isla m,n € N mtizeme matematickou indukci dokdzat vztahy:

orf
6 n
of
Az
gnrm f
dxnoy™
gnrmf
Az oy™

(z,y) = ze"™¥

(7,y) = ne® Y + g™t
(z,y) = ne™™¥ + ze™tV

(O’ O) =

Tedy dostavame Taylorovu fadu:

THO (1,4 = 3257 2 IS (g gy

s e Jlk! Oxd Oy*
(o) o
:ZZ 1”]
j=0k=0
ry? 4
=T+ +my+2+xy+ 9 +3'

Timto zkoumani Taylorovy fady samoziejmné nema koncit. Méli bychom uréit chybu
(vzpomente naptiklad na Lagrangeuv tvar zbytku). Také bychom méli aspon zkusit
urc¢it polomér konvergence (coz jsme nedélali ani v minulém semestru).

c) Jde aproximovat i funkce f: RZ — R2?
(c) p

Reseni: Nic moc se nezméni, odhadujeme kazdou slozku zvlast. Akordt mame vic
indexu.
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Definujte, kdy je funkce spojita.
Resend: Definice 2.3
Necht (X, d), (Y,d’) jsou metrické prostory. Zobrazeni f: X — Y je spojité pokud:

Vo e X,Ve > 0,30 > 0,Vy € X: d(z,y) <d=d(f(z),fly) <e

Definujte, kdy je funkce stejnomérné spojita.
Reseni: Necht (X,d),(Y,d’) jsou metrické prostory. Zobrazeni f: X — Y je spojité
pokud:

Ve > 0,30 >0,Vz € X,Vy € X:d(z,y) <d=d(f(z), fly) <e

Obdélnicek vsude http://matematika.cuni.cz/dl/analyza/animace/k0021/spojitost/
spojitost.html

Rozmyslete, ze kazda stejnomérné spojita funkce je spojita.

Vzpomeite si, ze pokud je funkce spojitid na uzavieném intervalu, pak je
stejnomérné spojita na tomto intervalu.

Reseni: Véta X1.3.1.2, rozmyslete si, ze ten samy ditkaz projde pro jakykoliv definiéni
obor, ktery je kompaktni.

Toto se pouzije v dikazu, ze kazdd spojitd funkce ma na uzavieném intervalu Rie-
mannuv integral.

Jsou nasledujici funkce spojité nebo dokonce stejnomérné spojité?
i. f(x)=2naR
Reseni: Funkce je stejnomérné spojitd, staci volit § = ¢, pro libovolnd dvé z,y
ze d(z,y) = [z —y| < e mame d(f(z), f(y)) = |f(z) = f(y)| = |z —y| <.
ii. f(r)=22>naR
Reseni:
A. Funkce je spojita.
Pro libovolné € > 0 a libovolné x € R muzeme volit 6 = o--. Potom pro libovolné
y takové, ze d(x,y) < 6 mame:
lz? — 32| < |22 — (z +0)? (tady je ta vzdédlenost maximalizovand)
= |z? — (2% + 226 + §?)]
= 228 + 6?|
< |2z6|

=&

B. Funkce neni stejnomérné spojita.
Potradné znegujte definici stejnomérné spojitosti!
e Zvolme € = 0.1

e Pro libovolné § > 0


http://matematika.cuni.cz/dl/analyza/animace/k0021/spojitost/spojitost.html
http://matematika.cuni.cz/dl/analyza/animace/k0021/spojitost/spojitost.html
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e Volme z = 1005

e Volme y =z + 3, takze d(z,y) = § < 6.

5 2
2_ —
x (x+2>

12

2% —y?| =

> xd
= 100e
> ¢

Tedy kvadraticka funkce neni stejnomérné spojita na oboru realnych cisel.
iii. f(z) =2?% na [1,5]
Reseni: Funkce je tu stejnomérné spojita (a dle jiz zminéné obecné véty by méla
byt). Pro dané € > 0 volime 0 = min(1, i5). Pak pro kazdé = € [1, 5]:
|(z 4 6)? — 2% = |6(2z + 6|
=d(2x+9)
<46(2-5+1)
=114
11
12°
<e

Rozmyslete poradné, jak z tohoto plyne stejnomérné spojitost!
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3. Projdéme si spolu obé véty o implicitni funkci na konkrétnich prikladech.
(a) ,Jediné y“:
F(z,y) =2 +y*~1=0

Reseni: Co chci je funkce f takova, Ze y = f(z) na néjakém okolf feseni (g, o). Tedy
vim, ze F(z0,y0) = 0 a chci, aby na malinkém okolicku platilo F(x, f(z)) = 0.

Obrézek B.12
I's
\ Na zeleném obdélnicku se y chova jako funkce.
(Io, Z/O) = (%7 %)
. . (1 1
%(71’0) —0 Modfe te¢na v bodé (ﬁ’ ﬁ)

»L
>

Obrazek 3.12: Implicitni funkce (kruznice).

Mohli jsme fesit celkem postaru a najit f(z) = ++1— 22. Vidime, Ze to spliiuje
F(z, f(x)) =22 + V1 - 2% —1=0. Ale ndm vadf nejednoznacnost. Nastésti v malém
okolicku jednoho feseni se f(z) = v/1 — 22 chovd jako funkce.

Naopak tam, kde %—Z vyjde nula, tam ndm véta nezarudi existenci funkce f (viz bod

(—1,0), kde opravdu nemuzeme najit zeleny obdélnicek).

Véta nam ale navic zarucila i derivaci funkce f. Tedy se muzeme ptat na to, jaka je
smérnice tecny kruznice v bodé (%, %) Mohli bychom ji spocitat jako f'(z) (a zkuste
si, Ze to 1 takto vyjde stejné), ale to by bylo prilis pracné. Dle véty:

of OF OF -t
) =G (o) (5 o @)

To se nezd4, ze jsme si pomohli, tedy aspon dokud to nerozepiSeme:

()= () (5 ()
=1

3bluelbrown mluvi o implicitn{ diferenciaci intuitivné https://www.youtube. com/watch?
v=qb40J4N1fa4. To video doporucuji, ale méjte na paméti, ze my jsme z véty z pfedndsky


https://www.youtube.com/watch?v=qb40J4N1fa4
https://www.youtube.com/watch?v=qb40J4N1fa4
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dostali mnohem vic, nez implicitni diferenciaci. Dostali jsme i aplikaci na urcovani
extrému pomoci Lagrangeovych multiplikdtoru.

Rozmyslete si, jak tohle vSe vypada pro jesté jednodussi piiklad jiné funkce, kdy
F(z,y) =2y =0.

(b) ,,Dveé y“:

Fl(x7y17y2) :$2+y%+y§_3:0
Fo(w,y1,y2) =2 +y1 —2y2 =0

konkrétné kolem feseni (z,y1,y2) = (1,1,1).

Reseni: Spocitdme si Jacobiho matici:

9 o)

T T\ _ (20 2

o, ot | =\"7

dy1  Oy2
Vidime, ze na néjakém malém okoli bodu (z,y1,y2) = (1,1,1) md tato matice plny
rank.

Navic g—gj(l, 1,1) = —2, takze je nenulovy a muZeme najit ys jako funkci (z,y;) pomoci
véty ,,0 jednom y.“ Tedy funkce Fa(z, y1, y2) ndm dd néjakou mezifunkei yo = ¥(z,y1) =
%(a; + y1) (snadno jsme vyjddiili z linedrn{ rovnice). Tuto funkei ¢ muzeme dosadit za
yo do funkce Fi:

G(xayl) = Fl(xayl)w(xvyl))

1 2
:w2+yf+(2(x+y1)> -3

Funkce G m4a také jediné y, takze muzeme zase pouzit jednoypsilonovou verzi véty
(a dopocitat kvadratickou rovnici — na okolicku bude mit jednoznaé¢né fesenf). Dostdvame:

y1 = fi(z)
a muzeme dopocitat i druhé y Cisté jako funkci x: -
y2 = f2()
= ’(/J(I‘, fl (.’II))

1
— 5@+ fila)

Pro prvni pouziti véty s jednim y jsme potiebovali:
e Spojitost parcidlnich derivaci napied Fb, pak i Fj.
[ ]

OF,

—(1,1,1)=-2+#0

ay2( ) #
(tady jsme mohli napfed fesit pro jiné y, pokud by zrovna tohle bylo nulové —
odpovidd hledani nenuly v poslednim sloupci Jacobiho matice v dikazu obecné
véty).
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e Aby i funkce G méla nenulovou parcidlni derivaci podle y:

oG
0+#—(1,1
#2500
oG 0
p) 1( yl) 8y1F1(xay17¢($7y1))
_on

7] 0
= Gt vl ) + G v ) 5 (o)

e 7 prvniho pouziti jednoypsilonové véty ndm vypadlo:

A ))—13% )
3y1 » Y1 3y2 y Y1, Y2 ayl y Y1, Y2

(pozor, tady byl ve starsi verzi skript preklep, ¥ jsme urcovali pouze pomoci F; a
z jednoypsilonové véty ndm vypadne toto).

e Zkusime zapsat tu druhou podminku kultivovanéji:

oG
0# (’Tyl(l 1)

o0F; OF o
07 20100+ S w2

_ R OF, OF, o,
B 11,0010 + 11,000 1))( (S21n) aylu,l,n)

(1,1)

Vynésobime nenulou:

0Fy

074——(1 1 1)3F1

8F1 8F2

Z tohoto nejsme moc §tastni, Jacobiho determinant se mél poéitat piimo v bodé
(1,1,1), nikoliv nékde v (1,1,%(1,1)). Ale uvédomme si, Zze nutné ¥(1,1) = 1,
jelikoz je to funkce a piimo v nasem puvodnim feSeni by ndm méla doplnit trojici
na zakladé dvojice. Dostavédme tedy pfimo podminku véty (zde zapsdno jako minus
determinant Jacobiho matice je nenulovy):

0F,
0y

oF, oF,

Y2

OFy

0#— o

(111) =L L1+ 5 (L1 )5 21 1)

Ukaéazat jesté jeden priklad na vazané extrémy.
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3.8 Cviceni

1. Davejte pozor na to, kdy muzete limitni objekt uchopit a kdy ne! Definujme

metricky prostor (X,d), kde X jsou vSechny spojité funkce na uzavieném inter-
valu [0, 2]:

X ={f:10,2] = R | f je spojita}
Metriku definujeme postupné.
Ukazte, ze:

(a) Nasledujici je skaldrni soucin:
2
(19 = | f@g(o) ds
0

Reseni: Dle definice skalarni soucin je funkce ||.|[: V x V — R, kde V je vektorovy
prostor nad R, kterd spliuje:

1. f02 f(@)g(x) dx je redlné cislo (soucin spojitych funkel je spojitd funkce, dle véty
z predndsky mé na uzavieném intervalu Riemannuv integral)

ii. (f|g)={(g|f) nebot ndsobeni redlnych ¢isel komutuje
ili. (f+g|h)=/(f]|hy+(g|h) vlastnost uréitého integralu (véta z minulého semestru)
iv. Va € R: (af | g) = a(f | g) véta z minulého semestru

v. Vfe X\{0}: (f| f) > 0 skaldrn{ soucin nenulové funkce sama se sebou je kladny:
domaci kol

(b) Nasledujici je norma dand skaldrnim souéinem:
Il =V {F1F)

Reseni: Pfipomenme vétu z linedrni algebry: norma indukovand skaldrnim soucinem
je norma. Dle definice norma je funkee ||.||: V — R, kde V je vektorovy prostor nad R,
ktera splnuje:

i. VfeV:|f] >0, rovnost pouze pokud f = 0 (konstantni nulova funkce)
il. Vf e V:VaeR: |af| = |a||fl
. Vf,ge Ve |lf +gll < [+ llgll

(c¢) Nasledujici je metrika dand normou:

d(f,9) = If =gl

Reseni: Metrika je funkce d: X x X — R, kterd spliuje:
i. Vf,g € X:d(f,g) >0, rovnost pouze f =g
ii. Vf,g € X:d(f,g9) =d(g, [)
iii. Vf,g,h € X:d(f,g) <d(f,h)+d(h,g)
(d) Ukazte, Ze f, € X kde f, je definovana pro n € N* (kladni celd é&isla) jako:

fn: [0,2] — R
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0 proz €[0,1-1/n)U(1+1/n,2|
fal)=qnz+1-n proze[l—1/n,1)
—nx+1-—n proze(l,1+1/n]

(e) Ukazte, ze funkce f definovand jako:

£:00,2 5 R
f(a) = lim fo(z)
nepatii do X (f ¢ X, tedy neni spojitd).
(f) Ukazte, ze pokud bychom definovali g,:
gn:0,2] > R
0 proz € [0,1—-1/n)U(1+1/n,2]
gn(x) =¢n®zr+n—-—n?> prozell-1/n,1)
—n?z+n—-n? proze[l,1+1/n]
i. g, € X (je spojitd)

s 2
ii. [ gn(z) do=1
iii. nasledujici neni funkce:

g(z) = lim g,(x)

n—oo
(g) Najdéte posloupnost funkei h,, € X takovou, ze:
Vz €10,2]: lim h,(x)=0
n—oo
[hn]l =1

Tedy tyto funkce sice v kazdém bodé konverguji k nulové funkci, ale jako
posloupnost nekonverguji v (X,d).

(h) Jak by pfedchozi ivahy dopadly, kdybychom brali (X’,d’), kde X' = {f: [0,2] — R},
d'(f,g) = sup{|f(z) —g(z)| [z €[0,2]}7
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2. Spocitejte integral fol 22 dz dle definice Riemannova integralu.

Reseni: Napfied spoéitdime spoéitdime pomoci Newtonova integrilu (abychom
méli kontrolu, Zze ndm to vyjde dobte):

Spoéitame, co vyjde pro hezka podrozdéleni: Budeme volit podrozdéleni:

P’I’L: (t07t17~"7t’ﬂ)

J
tj=">
J n
to=0
tn =1

Jemnost podrozdéleni P, je pu(P,) = max;(t; —t;_1) = =.

n

Dolni soucty pies podrozdéleni (napted obecné pro podrozdéleni na n intervali, pak pro nés
piipad):

s(fP) =) inf{f(z) | ;-1 <@ <t;}(t; —t;-1)
j=1

n n—1 N\ 2
7 1
@ P =Y -0 =3 (1)
i=1

j=0
Horni soucty pfes podrozdéleni (napfed obecné pro podrozdéleni na n intervali, pak pro nés

piipad):

S(f,P) = Zsup{f(fv) [ tj—1 <z <tk (ty —tio1)

S(a*, Pu) = it?(% —tj-1) = i (i>2i

j=1
Vidime, ze S(z?, P,) — s(x?, P,,) = %, takze pro zvétsujici se n budou tyto hodnoty konver-
govat jedna k druhé.

Zbyvé ukazat, k ¢emu konverguje posloupnost hornich souétu:

2

S(z?, P,) =

INgE
SRS
w

Il
<
=
I
.
Il 3
I
o

n(n+1)(2n + 1)

:w‘H
| =
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Tedy

1
. 2 _ L
nlggloS(x ,Pn) = 3
Poznamka, pokud si nepamatujete vzorecek pro souc¢et mocnin prvnich n celych é&isel, pak
staci vefit (a pak dokdzat matematickou indukef), Ze je to polynom o jedna vétsiho stupné:
Pro k € N plati:

n
Z]’k =ag +ain+an® + ...+ apn® + apntH
j=0

koeficienty ag, a1, ...,ax+1 € R dopocitdme jako FeSeni soustavy rovnic (spocitdme prvnich
k + 1 vysledku ruéné). Umite tento postup zrychlit? Ndpovéda: umite urcit koeficienty

ag, Gr+17

Intuice pro¢ Newtontiv a Reimannuv integral casto dava to samé: Vsimnéte si, ze
pokud definujeme funkci F'(t) = fot 22 dz, pak (pisu parcidlni derivaci, ale mohl bych psat i
tu béznou, protoze se jednd o funkci jedné proménné):

0 F(t+h)— F(t)

—F(t) = lim —————~

ot ®) 50 h
intuitivné si ¢lovék mize predstavit, ze h = 1 a misto F ve zlomku brat s(z2, P,). Pak
samoziejmné dostaneme, ze %F(t) = 22. Vizudlné: pokud posuneme pravou mez intervalu
o malinko, pak zvétsime plochu pravé o jeden obdélnicek. Konkrétné pro konkrétni h vyjde

zlomek z definice derivace jako rozdil dvou ¢dsteénych souctu (tedy posledni obdélnicek)
déleno jeho sifkou (tedy vyjde hodnota té integrované funkee) (viz Obrazek [3.13)).

Potrddné toto mate dokdzané pomoci integralni véty o stfedni hodnoté (diky té nemusime
bréat dolni soucty, ale existuje néjaky bod, ze muzeme brét piimo hodnotu integrované funkce
v tomto bodé). Srovnejte integralni vétu o stfedni hodnoté s Lagrangeovou vétou!

Co ostatni podrozdéleni:
e 22 je spojita funkce
o Kazda spojita funkce je na uzavieném intervalu i stejnomérné spojita

Chceme aby S(f, P) —s(f,P) <e

£

e Ze stejnomérné spojitosti vezmeme 4, ze |z —y| < = |f(x) — f(y)| < 355
e Vezmeme dost jemné podrozdéleni: u(P) < §
o 7 definice hornich a dolnich souc¢tu dostanu S(f, P) —s(f,P) <e

Tim, ze druhd mocnina je na intervalu [0, 1] stejnomérné spojitd jsme dokdzali, ze ma Rie-
mannuv integral. Takze 1 horn{ / dolni sou¢ty pro jemnéjsi a jemnéjsi podrozdéleni budou
konvergovat k nasi spoc¢itané hodnoté.

K dukazu toho samého jsme mohli také pouzit vétu, ze pro libovolné podrozdéleni vyjdou
dolni soucty nejvyse tolik jako horni soucty (takze supremum a infimum pfes libovolné
podrozdélen{ se budou rovnat nasf limité).
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—1 |

y

Obrazek 3.13: Riemannuv integral — dolni soucty

3. Spocitejte nasledujici integraly.
(a) [e*sin(z) dz

Resend: Vzpomeneme si na metodu feseni integralii per-partes (po ¢éstech). Ta intu-
itivné pochézi z vztahu pro derivaci souc¢inu dvou funkei:

(f(@)g(x))" = f'(z)g(x) + f(2)g'(
/(f( dx—/f dw+/f
:/f’(gc)g(:b) dx+/f(w)g’(x) dx
/f Ydx = f /f

Casto se také pise pomoci malych a velkych pismen:

F=f
G =g

/f ) dz = F /F

Pouzijeme per-partes dvakrat, vzdy budeme derivovat e® a integrovat tu goniometrickou
funkei:

/ ¢ sin(z) do = ¢ (— cos(x)) — / e (= cos(x)) d
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= e*(—cos(z)) + /e’” cos(z) dz

= e”(—cos(z)) + " sin(z) — /ez sin(z) dx

Zatim nevime, jestli ten integral existuje (vySel ndm na jedné strané i na druhé strang).
Kdyby existoval, tak snadno dopoc¢itame, ze:

x
/e“" sin(x) dx = 6?(sin(x) —cos(z))+C  (nezapomente na integra¢ni konstantu)

Diky krasné vété o jednoznacnosti derivace ovéfime, ze to, co nam vyslo je skutecné
Newtonuv integral:

eiE xT

?(Sin(l‘) —cos(z)) + ?(cos(x) + sin(x))

(i(sin(x) —cos(z)) + C’)/

= e” sin(x)

Reseni: Vzpomeneme si na metodu poéitani substituci. Obdobné jako per-partes
vyjdeme ze vztahu pro derivaci slozené funkce:

(F(6(a)))' = F'(6(x))d ()
/ (F(é(2))) do = / F(¢(2))¢/(2) de
F(o(z)) = / F/(¢(2)¢ () da

Nase vnéjsf funkce bude F(x) = %, naSe vnitini funkce bude ¢(x) = In(z), derivace

vnitin{ funkee je ¢/(z) = L. Tedy méme:

1
/ TIn(@) dz = In(In(z)) + C

(c) [ In(z) dx

Reseni: Pouzijeme per partes pro uréity integrél, tedy nemusime ménit odkud kam
integrujeme. Obecné per partes vypadé:

/absz[FG]Z—/ang

/leln(x) do = /161-111(;@) d

= e ln(@)]° — /lexl da

T

_ [oIn(z)]° —/:1 da
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=e—0—e+1
=1

(d) fow/z sin”(z) cos(z) dx

Reseni: Mohli bychom nejspis zkouset per partes, ale kdo vi, jestli bychom se nékam
dostali a jak dlouho by to trvalo. Pouzijeme substituci pro urcity integral, pozor, ze
tady se méni odkud kam se integruje!

B w(B)
/ () () dt = / f(z) da

Konkrétné tedy mame:

(e) Rozlozte na parcidlni zlomky:

: 1
L. z(z—1)

dedeni: L — 1
Reseni: —— —

. 4
0. oz rD

S esend: —-8 4
Reseni: 3@t~ 3019

CE3

111. m

Reseni: 3:—}—4—1—%4—#

Resend: Pfipomenme tabulku integralii parcidlnich zlomki, tedy pro kazdé c € R,n €

N mame:
/ ! dx =1In(z — ¢)

Tr—cC

/ﬁ do = - (n— 1)(:}; — )1
/ ! dx = arctan(z)

14 22

1
T o de=1
/(1+w2)" o=

1 1
= —— 4 (1 =1
T on(1 + 22)n * ( 2n> "

Pozor, ze kvili ¢itelnosti jsme nepsali integraéni konstantu +C.

Kazdy podil dvou polynomu muzeme zapsat jako linearni kombinaci parcidlnich zlomku
(vyrazu zhruba typu nahoie). Diky rozkladu na parcidlni zlomky tedy muzeme pocitat
spoustu integrali.
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3.9 Cviceni

1.

Nejspis jste slySeli, ze nékteré integrily ,neumime spocitat® (nékteré funkce
nemaji primitivni funkci vyjadfitelnou jako kombinaci ndm zndmych funkci).

2 [t
— [ e dx
7

je takzvana chybova funkce. (Tato funkce ma ohromné pouziti ve statistice,
pravdépodobnosti, i parcidlnich diferencidlnich rovnicich.) Je spojitd (slozeni
spojitych funkci), takze dle véty z pifednasky ten integril existuje. Spocitejte
Taylorav polynom v nule a integrujte ho.

Reseni: Spocitdme naptfed n-tou derivaci:

agef"’”2 =2z

x
2

%e_wz = (42 — 2)

83

ﬁe_wz = —4e_$2x(2$2 -3)
s

Dostaneme Taylortv polynom v nule:
1—2?

Pro dplnost dopliime, ze kdybychom pocitali o chvili déle (v tom ndm nikdo neum{ zabrénit),
tak bychom dostali

, xt  ab o 2
1—a*+ 7% + 21 +... (Taylorova fada e~*" v nule)
9 3 5 7 9
NG (x - % + % - Z—Q + ;TG +.. > (Taylorova fada chybové funkce v nule)
T

Pokud bychom spoéitali Taylorovu fadu a formélné ji integrovali (dostali bychom
fadu a kazdy jeji s€itanec bychom integrovali jako polynom). Pozor, ze abychom
rekli, ze jsme takto dostali Taylorovu fadu chybové funkce, tak bychom museli
jesté hodné dokazovat! Co vSechno se na nasem postupu mohlo pokazit?

Reseni: Jen par napadii, co bychom mohli chtit dokazat (kdybychom zili pfed spoustou
let a chtéli vytvorit porddnou teorii):

(a) Urceni toho, kde Taylorova fada konverguje k funkéni hodnoté (pozor, ze to nemusi byt
stejné jako kde konverguje) pro funkci e~ konverguje (pro jaky interval, nebo vsude?)

(b) Neéjakou teorii toho, ze kdyz mame Taylorovu fadu funkce f, tak jakd je Taylorova fada
t
funkce [ f(t) dt.

(¢) Kde to predchozi konverguje.

(d) Uréeni chyby Taylorova polynomu a podle toho urceni chyby integrélu Taylorova poly-
nomu.

(e) Urcité by se taky hodila teorie toho, jak ur¢it Taylorovu fadu slozené funkce (vratte se
k Taylorovu polynomu funkce e*“j).

(f) Taky by se nejspis hodila teorie toho jak se skldda chyba a polomér konvergence Tay-
lorovy fady slozenych funkci.
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Jen poznamenejme, ze Taylorova fada chybové funkce konverguje vzdy (ale pro x > 1
opravdu pomalu). Jesté poznamenejme, Ze zndme spoustu jinych aproximaci chybové funkce

(nékteré maji mensi, nékteré vétsi chybu, nékteré jsou vyhodnéjsi pro nékteré aplikace, jiné
pro jiné...).
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vvvvv

2. Taylorova fada v jedné proménné jesté jednou:

(a)

(b)

(c)

Uz vime, ze Taylorova fada pro funkci sin(z) v nule konverguje pro kazdé
realné cislo.

Uz vime, ze Taylorova rada pro funkci In(1 + z) v nule konverguje jen pro
x € (—1,1] (jinde diverguje).

Uréete Taylorovu fadu funkce

f(z) = e 32 (pokud z # 0)

Reseni: Funkéni hodnota v nule je nulova.

Prvni derivace je

26—1/m2

3

V nule je tato funkce nedefinovand (to nemusi znamenat, ze derivace neexistuje, jak
ukédzeme tato funkce méa v nule limitu). Pocitejme tedy z definice:

. f(0O+R)— f(0)

! —_—

F10) = fim, h
()
=)

e—1/h*
- (=1
= lim e ®* z
xTr—r0o0
= lim —
z—o0 e

= (formélné jsme pouzili 'Hospitalovo pravidlo)

Vidime tedy, ze dokonce i ta funkce byla i v nule spojitd (tedy vsude).

Obdobné bychom mohli dopocitat i vyssi derivace (zkuste). Jednodussi bude uhodnout

—1/;1:2

tvar n-té derivace a to bude e krét néjaky podil polynomiu (rozmyslete).

Tedy Taylorova fada této funkce v nule je konstantné nulovd (specidlné konverguje
vsude). Ale sama funkce je mimo nulu nenulové.
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3. Spocitejte nasledujici integral:

(a)

1 (1
/ sin (27«) d
0.0001 &

81

Reseni: S tuzkou a papirem tento integral spocteme hravé, staci pouzit substituci:

1 (1 1
sin (=
/ # dx = / —sin(z) dx
0.0001 ¥ 10000
10000
:/ sin(x) dx
1

= [~ cos(a)); "

= [cos(z)] 10000
=1.49

Mohli jsme i spocitat primitivni funkeci:

/ Sinx(;l”) dx =cos(1/z)+C

Viz Obrazek B.14]

8000 -
6000 -

4000 -

2000 -

0.2 0.4 0.6 0.8

-2000 -
-4000 -

-6000 -

-8000 -

Obrazek 3.14: Nékteré funkce jsou malinko problematické pro numerické integrovani funkce
na intervalu [0.01, 1].

sin( L)
z

x2
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(b) Proc¢ myslite, ze nasledujici integral pajde tézko spocéitat programem z Vaseho
domaciho tkolu?
Reseni: Jen namétkou:
i. Vysoké hodnoty
ii. Oscilace kladna a zdpornd ¢isla

iii. Obecné nejspis nemuzeme Cekat dobry vysledek, pokud neexistuje Riemannuv in-
tegral
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4. Spocitejte nasledujici integraly:

(a) Chytré substituce — existuji, je jich fakt hrozné moc. J4 na nich rozhodné
trvat nebudu.

(b) [ (In(x))”

Resent:
/ (n(2))? do = / 1. (In(2))? da
— 2 (In(z))? — / 22 ln(m)é do (prvni per partes)
— 2 (In(x))? — 2/1 In(z) do
=z (In(z))* - 2 (:v In(z) — / z/x d:v) (druhé per partes)

=z (In(z))® — 2z In(z) 4+ 2z + C

(C) f bll’l w COB w dx
Resent.

cos(z d
= x
sm( cos(z COS2

:/ C10 S— 2@y ©

B cos(x)

B / sin(z)(1 — sin®(z))

dx

Na tohle uz muzeme aplikovat substituci, tak si spo¢itame ,bokem“ integrdl vnéjsi
funkce. Napfted spocitdme rozklad na parcialni zlomky:

I 1
r(1—22)  2(1—-2z)(1+2)
@ B gl
et Tare
a=1
B=1/2
v=-1/2

a ted hurd na integral vnéjsi funkce:
1 1 0.5 0.5
—dx = | — — d
/x(1_x2) T /x+(1—x) Atz ™

1 0.5 0.5
:/de+/(1 )dx—/7(1+x)dx
() —0.5In(1 — ) — 0.5In(1 + =)

In(z) = 0.5In((1 — 2)(1 4+ z))
=In(z) — 0.5In(1 — 2?)
( )—1n<\/1—m2)
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Nakonec dopocitame puvodni integral:

/m dz = In(sin(z)) — In ( 1- sin(w)z)
= In(sin(z)) — In ( cos(x)z)
= In(sin(z)) — In(cos(z))
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5. Ukaite, ze:
(a) funkce f:[0,1] = R

fz) =

=12 pokud z € (0,1]
0 pokud z =0

i. ma Newtonuv integral

Reseni:
F(x) =2z

je na tomto intervalu primitivni funkeci

ii. nema Riemannuv integral

Resend: Supremum pies prvni interval podrozdéleni bude vzdy rovné nekonecénu.
Jak dopadnou dolni soucty?

(b) funkce signum sgn: [—1,1] — R:
-1 pokud z € [-1,0)
sgn(z) =<0 pokud z =0
1 pokud z € (0,1]
i. nema Newtontv integral

Reseni: Kdyby signum méla primitivni funkci F, tak ta F je spojita (m4 derivaci),
ale v nule m4 limitu z prava ruznou od funkéni hodnoty.

ii. ma Riemannuv integral
Reseni: Rozmyslete si, jak dopadnou horni a dolnf souéty.
(c) Jak s tim souvisi Darbouxova vlastnost?
Reseni: Zopakujme véty ze zimniho semestru:
Véta 10.5 Spojita funkce ma primitivni funkci.
Véta 10.6 Funkce s primitivn{ funkei ma Darbouxovu vlastnost (nabyvani mezihodnot).
Véta 11.2 Spojitd funkce na uzavieném intervalu ma Newtontuv ur¢ity integral.

Véta 12.6 Neklesajici (nebo nerostouci) funkce na uzavieném intervalu mé Riemannuv uréity
integral.

Véta 12.7 Spojitd funkce na uzavieném intervalu ma Riemannuv urcity integral.

Vice opakovani poznamky z prednasek z minulého semestru, Véta 12.11.
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3.10 Cviceni

1.
(a) Pripomeiite znéni véty o substituci pro jednu proménnou.

Reseni: Nechf o: [, B] — R je spojitd funkce, kterd mé v kazdém bodé (a, 8) de-
rivaci. Necht f je spojitd funkce na J = {¢(t) | t € (o, )}, kterd m4 na jeho vnitiku
newtonovsky integral. Pak

B , #(8)
| stetng @y =" f) da
a ()
(specidné obé strany existujf).

b) Intuitivné vysvétlete pomoci Riemannova integrialu rovnost nésledujicich
g
integralu:

i.

1 2
/ sin(x + 1) doz = / sin(x) dx
0 1

/0 sin(z + 1) dz = /1 sin(x) dx
pt)=t+1
¢'t) =1

Piedstavme si dolni (nebo horni) soucet a piislusné podrozdéleni. Pak kazdy in-
tervalek [t;,t;+1] vlevo funkce ¢ zobrazi na [t; +1,t;41 + 1] (a tim ho neprodlouzi).

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Obrézek 3.15: Obrazek [ sin(z + 1) da. Obrazek 3.16: Obrézek [7 sin(x) da.
ii.

1 2
/ sin(2x)2 dx = / sin(x) dx
0 0
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Reseni:

(t)
©'(t)

1 2
/ sin(2x)2 dx :/ sin(x) dx
0 0
% 2t
! 2

Piedstavme si dolni (nebo horni) soucet a piislusné podrozdéleni. Pak kazdy in-
tervélek [t;,t;+1] vlevo funkce ¢ zobrazi na [2¢;, 2t; 1] (a tim ho dvakrat prodlouzi).

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrézek 3.17: Obrazek fol sin(22)2 dz.

iii.

0.5 1 15

Obrézek 3.18: Obrazek f02 sin(z) da.

1 1
/ sin(z?)2x dx = / sin(x) dx
0 0

1 1
/ sin(z?)2z dx :/ sin(x) dx
0

0
p(t) = t?
o(t) =2t

Piedstavme si dolni (nebo horni) soucet a pifslusné podrozdéleni. Pak kazdy in-
tervalek [t;,t41] vlevo funkce ¢ zobrazi na [t7,¢7, 1] (a tim ho ngjak prodlouz).

Uvédomme si, ze pokud bychom ten iterval psali jako:
[tioti + (tig1 — )] = (87,87 4 2t (tigr — i) + (tig1 — &)
Pokud je rozdil ¢;4; — t; malinky, muzeme funkci ¢ aproximovat linedrni funkci,
kterd interval [t;,¢; + (t;+1 — t;)] zobrazi na interval [t7,¢? + 2t;(t;ir1 — t;)].
[tisti 4 (tiea — t)] = [67, 63 + 2t3(tipr — 1,)]
A tim ho 2¢; krat prodlouzi:

(t,% + 2ti(ti+1 - ti)) - t? _ 2ti(ti+1 — ti)
tit1 — 1 tiz1 — 1

=2,
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Intuitivné pokud je ;41 — t; malé, pak (t;4+1 — t;)? je zanedbatelné.

1.6 0.8
144 0.7

1.24 0.6

0.8 0.4
0.6 9 0.3
0.4 0.2

0.2 0.1

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrézek 3.19: Obrazek [, sin(z2)2z dz. Obrézek 3.20: Obrazek [, sin(x) da.

(c¢) Pfipomente, jak souvisi objem s determinanty.

Reseni: Objem rovnobéznosténu je absolutni hodnota determinantu, kde sloupce té
matice jsou pravé hrany rovnobéznosténu (viz skripta linedrni algebry).

Pokud zobrazujeme néjaké téleso (ve fyzikdlnim smyslu, tedy néjaky ttvar) linedrnim
zobrazenim, pak jeho objem je absolutni hodnota determinantu linearniho zobrazeni
krat vetsi. Rozmyslete intuici na malinkatych kostickach.

(d) Co se stane, kdyz to téleso nedeformujeme linedrnim zobrazenim, ale zob-
razenim, které ma spojité parcialni derivace?

Reseni: Pokud uvazujeme zobrazeni
fiR" > R"

Pokud méte aspon néjakou analyznickou intuici, pak nejspis budete tvrdit, ze v urcitém
bodé si to zobrazen{ aproximujeme linedrné (viz tvar totdlniho diferencidlu bez té chy-
bové funkce p). Malinkd kosticka se pak zobrazi na malinky rovnobéznostének, ktery
bude mit objem vétsi krat absolutni hodnota Jacobiho matice v tom daném bodé.

Pokud uvazujeme zobrazeni

fiR" 5 R™

pak pokud je f linearni, tak muzeme pouzit vétu 9.21 ze skript Milana Hladika: pokud je
rovnobéznostén dén fddky matice A € R™*" pak jeho objem je \/det(AAT). Pokud by
funkce f méla spojité parcidlni derivace, pak muzeme v pfedchozim vzorecku nahradit
matici A Jacobiho matici v kazdém bodé.

Graficky viz Obrazek |3.21F

4Obrazek upraven z https://tex.stackexchange.com/questions/525437/can-this-curvy-region-be-replicated-in-tikz


https://tex.stackexchange.com/questions/525437/can-this-curvy-region-be-replicated-in-tikz
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Obrazek 3.21: Nelinedrni zobrazeni ve velkém ptiblizeni.

(e) Jak z predchoziho uhodnete tvar pro substituci pro vicerozmérny integral?

Reseni:
/ fp(u))|det ((Dp)(w)) | du:/ f(v) dv
U e (U)

Kde presné znéni véty zalezi na mnozstvi préce, kterou si s ni dame. Specidlné v
nékterych znénich se pozaduje aby determinant Jacobiho matice byl vzdy nenulovy.
Tento predpoklad je mozné oslabit. Také je mozné oslabit pfedpoklad toho, ze ¢ ma
spojité parcidlni derivace (staci definované a spojity inverz funkce ). Samoziejmné
existuje i verze pro Lebesgueovsky integral.
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2. Procvicme si nejjednodussi formu Fubiniho véty — integral pies obdélnik. Spocitejte
nésledujici integraly (proménné po fadé znacime z,y):

(a) f[0,2]><[0,4] 1+ drvy

Reseni: Funkce F je spojitd, tedy existuji oba:

2
/ 1+mdx:/ 1+ z dx
[0,2] 0

4
/ 1+$dy:/ 1+2zdy
[0,4] 0

e Kontrolni otdzka: co je v tom druhém integrdlu x?
e No ten druhy integral m4 preci existovat pro kazdé x € [0, 2]!

e Obdobné ten prvnf integral ma existovat pro kazdé y € [0, 4], ale vzhledem k tomu,
ze y neobsahuje, tak tomu je celkem lehké uvéfit.

Dle Fubiniho véty plati:

/ F(z,y) dry = / (/ F(z,y) dy) dx
J1><Jz J1 J2
/ 1—|—mdmy:/ / l4+zdy| dz
[0,2]%x[0,4] [0,2] [0,4]
2 4
= / </ 14z dy) dx
0 0

2
:/ [(1+:17)y]3 dz
0

2
:/ 4+ 4x dx
0

= [43:—&—4162/2}(2)
=16

Nebo jsme to diky Fubiniho vété mohli integrovat napied podle z:

/ F(z,y) dvy = / (/ F(z,y) dm) dy
.]1><J2 J2 Jl
/ 1—|—mdazy:/ / l4+xzdx | dy
[0,2]x[0,4] [0,4] [0,2]
4 2
= / (/ 1+2 dx) dy
0 0

4 2
:/0 [z +2/2] dy

4
:/4dy
0

=16
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(b) f[O,ﬂ']X[O,l] zsin(zy) dry

Reseni: Funkce je opét krasné spojitd, tedy mame zarucenou existenci téch integrala
po jednotlivych tezech.

™ 1
/ xsin(xy) dry z/ (/ x sin(xy) dy) dx
[0,7]x[0,1] 0 0

= / (/ sin(y) dy> dx (substituce, z je konstanta)
0 0
/ [— cos(y)]y dx
0
/ (1 —cos(z)) dx

0
™

Poctivy ¢tendf zkusi aplikovat Fubiniho vétu v tom druhém poiadi.
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3. Druhéi verze Fubiniho véty pro ,slusnou“ uzavienou oblast D C J; x J, C R2.
Pofadi proménnych je opét z,y. Necht

D={(z,y)[y>z—-1Ay*/2-6 <z}

/ xy dry
D

spocitejte

(a) Nakreslete D.

Reseni:

Obrézek 3.22: D = {(z,y) |y >z —1Ay*/2 -3 <z}

(b) M4 tato funkce vubec integral?
i. Ukazte, ze je spojita na vnitiku D.
Resend: Je to slozeni spojitych funkei.
ii. Ukazte, Zze ,,hranice mnoziny D ma miru nula®.

Reseni: Predstavte si milimetrovy papir a vybarvéte jen ty ¢tverecky, které obsa-
huji hranici. Vybarvené ¢tverecky tvori jen maly zlomek celkového poctu ¢tverecku.
Rozmyslete si, ze pokud vezmete jemnéjsi miizku ¢tvereckového papiru, pak do-
stanete mens$i zlomek vybarvenych ¢étverecku a limitné se tento zlomek bude blizit
nule.

iii. Rozmyslete si, Zze umite sestrojit funkce g,, které jsou spojité a plati:

gn(z,y) = f(z,y) (pokud (z,y) € D)
gn(z,y) =0 (pokud d(D, (z,y)) > 1/n)

Resend: V nasem pifpadé je existence téchto funkef pomérné nazorna. Pokud by
hranice mnoziny D byla komplikovanéjsi, pak bychom pouzili Tieczeovu vétu.

iv. Argumentujte, pro¢ to znamena, ze vicerozmérny Riemannuv integral
existuje i pro f i pro jeji rozsifeni na obdélnik, tedy takovou funkci g,
ze:

f(z,y) pro v8echna (z,y) € D
9(x,y) = .
0 jinak

Resend: Plyne to z toho, ze g ,se chovd hezky“ — je spojitd véude az na mnozinu
miry nula (hranici D).
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Uvédomte si, ze plati:

Va,Vy: lim g,(z,y) = g(z,y)

(c) Spotcitejte prislusny integral.

/xydxy—/i(/ xydw) dy
/4 xy/2 s dy

/ —|—2y —|—y — 4y dy
2

36

Reseni:

védomte si, ze byste ho uméli spoéitat i pfedtim (akorat by nebyl ta
d) Uvédomte si, ze byste h eli citat i predti korat b byl tak
prijemny a poéitali byste soucet vice integrila).
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3.11 Cviceni

1. Opakovani minulého semestru:

(a) Spocitejte
lim V2v2v2V2... V2
n—oo
lim v2... V2= lim []2"%
n—o0 n—o0 o
j

= lim 2%55=2 /%

n—roo
= lim 2!
n—oo
=2
(b) Spocitejte
>
n?—1
n=2

Reseni:
limita ¢aste¢nych souctu.

(5-3)+ (i-5)

oo

n=2

= 3/4

KAPITOLA 3. RESENI

Spocitame napied presné n-ty Cdstecny soucet, potom soucet fady je jen

)

1 1 1
— lim 05(1.5— - —
ZnQ—l nggoog)( g n n—i—l)

(c) Pfipomenme, ze ziskat pfesny soucet fady nemusi byt zas tak jednoduché.
Necht nasledujici znamé vysledky jsou odstrasujicim piikladem:

*

2
n2 6

o0
n=1
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<1 wt
2 i~
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Reseni: To znamend, ze vétsinou u fady vysetfujeme jen jestli konverguje nebo ne.
Doporucuji video 3bluelbrown pojednavajici o zobecnéni pfedchoziho: https://wuw.

youtube.com/watch?v=sDONjbwglYw

(d) Vysetiete konvergenci / divergenci fady

iln <1+711)

n=1

- 1
Zln (1+) = lim s,
n

n—oo

= lim In(n+1)

n—oo

=0

(e) O fadé fekneme, ze konverguje absolutné pokud konverguje fada

)

i. Ukazte, ze pokud fada konverguje absolutné, pak konverguje.

Reseni: Oznacme si Castetné soucty:


https://www.youtube.com/watch?v=sD0NjbwqlYw
https://www.youtube.com/watch?v=sD0NjbwqlYw
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Pak vime, ze 5, je Cauchyovskd posloupnost (pfipomerite, co to znamend). Ale pak
plati

n

> w

k=m+1

n

< Y lakl =[5 —5m

k=m+1

Spn — Sm| =

ii. Dokazte, ze pokud Fada ) -, a, konverguje absolutné, pak konverguje i
Fada ) -, aZ.

Reseni: Protoze fada konverguje, pak existuje ng takové, ze ¥n > ng: lan| < 1.
Pak muzeme omezit konvergentni fadou (plus soucet koneéné mnoha redlnych éisel):

oo o0
Z aig Z |ay|

n=ngo n=no

Jen dodejme, ze absolutni konvergence je zde nezbytny predpoklad!

(f) Jak zjistim, jestli fada absolutné konverguje? Pripomeiime, Ze v zimnim se-
mestru bylo za domaci ikol dokazat D’Alambertovo kritérium konvergence
(viz feSené domadci tikoly z minulého semestru).

(g) Dokazte, ze pokud Fada ) -, a, konverguje absolutné, pak nezalezi na poradi
s¢itancu.

i. Lemma: Rada konverguje absolutné pravé kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje
ng € N takové, ze pro kazdou kone¢nou K C {n € N|n > ng} plati

> ak| <e

keK

Reseni: Vyuzije se Cauchyovskd vlastnost.
ii. Dokazte ptivodni tvrzeni ze zadani.

Reseni: Napred to celé formulujeme malinko presnéji: pro kazdou bijekci p: N —
N plati ze obé fady konverguji k tomu samému:

o0 o0
D lanl = lay|
n=1 n=1

(h) Dokazte, ze pokud mame Fadu ) ., a, kterd konverguje (tedy posloupnost
jejich ¢asteénych souétt jde k néjakému redlnému &islu), ale to samé neplati
o fadé )~ |a,| (tedy ta pavodni Fada neni absolutné konvergentni), pak
ji mizeme preuspoiradat tak, abychom dostali libovolné realné cislo. Pro
konkrétnost muzete uvazovat fadu

1 1 1 1 >
1l— 4+ - 4 4. = —_1)"
5tz g5t =D

n=1

S|

i. Urcete soucet té konkrétni fady (pfesné).

Reseni: Vzpomeiite na Taylorovu fadu funkce In(1+2) v nule (kterd funguje pro
z € (—1,1)):

o0

In(1+2) = Z(—l)”“%

n=1
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ii. Ukazte, ze pokud si fadu rozdélime na by,bs,bs3, -+ a c1,c2,c3,--- (kladné
a zaporné Cleny v pofadi tak jak se objevi v a,), pak:

A. T kladnych i zapornych &isel tam mame nekoneéné mnoho.

B. Za piedpokladu ze puvodni fada konvergovala, pak

lim b, = lim ¢, =0
n— oo n—o0

C. Zidna z posloupnosti ) 7 b, ani ) -, —c, nemd horni mez.

iii. Trik pokud mame danou hodnotu r € R, pak naptred sc¢itdme kladna
a zastavime jakmile nascCitame ostie vic nez r, pak zaCneme pfricitat
zaporna a zastavime jakmile nascitame ostife min nez r, pak séitame
zase z téch kladnych...

iv. Zkuste si predchozi postup konkrétné pro hodnotu r = 2.



98 KAPITOLA 3. RESENI

2. Jiné pojeti integralu (jen pfehledové, tohle po vas nikdo chtit nebude, presto
je dobré mit néjakou predstavu).

(a) Lebesgueuv integral se vétsinou zavadi pomoci pojmu miry. Ziskejte intuici
pro miru.

Reseni: Mira mnoziny by méla byt zobecnénim pojmu plocha, piipadné objem.
Necht X je mnozina a ¥ je o-algebra nad X. Tedy plati:

. VseX:sCX

ii. XeX
iii. seX=X\seX
iv. s, € ¥ pron € N, pak Upens, € X
Pak funkce pu: ¥ — R U {oo} je mira, pokud spliuje:

i. VseX:pu(s) >0

ii. @ =0
iii. s, € X pro n € N jsou disjunktn{ (tedy s, N s, = 0 pro m # n), pak

1 (Unensn) = Zﬂ(sn)
neN
Casto bereme X = R™.
(b) Proc se tam patldme s néjakou o-algebrou? Nestaéi vzit viechny podmnoziny?

Reseni: Ne, nejde mit vechno vidy méfitelné. Tedy nejde mit zaroveri:

e Vsechno mértitelné

e Mira redlného intervalu je jeho délka

e Mira zustane invariantni vucéi posunuti a rotaci (kdyz svou mnozinu posunu do-
prava, tak jeji plocha zustane stejnd)

Piikladem je Banach-Tarského paradox https://en.wikipedia.org/wiki/Banachy,
E27,80%93Tarski_paradox.

(c

~—

Jak do toho zapada Lebesgueuv integral?

Reseni: Napied bychom potiebovali zadefinovat Lebesgueovu miru. Na uzavienych
redlnych intervalech se chové tak, jak cekate. Integral se pak zavede ne po obdélni¢cich
nastojato, ale jako na jaké plose je funkce aspon tolik? Tedy intuitivné spis po obdélni¢cich
nalezato.

A to nam dovoli integrovat tieba funkeci:

f:[0,1] = R
1 ze,1]nQ
f(x)_{o z€[0,1\Q

/f(x) dp=0

Rozmyslete, ze horni soucty jsou vzdy jedna a dolni soucty jsou vzdy nula. Duvod: mezi
kazdymi dvéma riuznymi redlnymi ¢isly je racionalni ¢islo i iracionalni ¢islo.


https://en.wikipedia.org/wiki/Banach%E2%80%93Tarski_paradox
https://en.wikipedia.org/wiki/Banach%E2%80%93Tarski_paradox
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(d) Jde tohle udélat i jinak?

Reseni: Ano, jisty Daniell vymyslel, jak zavédst ekvivalent Lebesgueova integralu jako
limitu integral omezenych funkci, které bodové konverguji k dané funkci a to jesté tak,
ze pro kazdé z plati f,(z) < fnt1(x). Lebesgueovu miru pak dostaneme jako integrél
pres indikdtorovou funkei (jedna pro kazdy bod mnoziny a nula jinde).

(e) A k emu je to dobré?
Reseni:

e Védét, co je ,mnozina miry nula“ se velice hodi v aplikacich. Naptiklad v teorii
pravdépodobnosti.

e Spousta vét v analyze plati ,az na mnozinu miry nula® — tedy az na Casto zane-
dbatelné mnozstvi patologickych ptipadu.

e Prohazovat limitu a integral (za celkem rozumnych piedpokladii) se hodi.
e Intuice v teorii pravdépodobnosti — hazim Sipky na terc, hrot Sipky je bod:

— Jaké je pravdépodobnost, ze se strefim do pfesného stiedu (jednoho bodu)?
Nula, neni to nemozné, ale je to extrémné nepravdépodobné.

— Jaka je pravdépodobnost, ze se strefim do koneéné mnoha danych bodu? Nula,
neni to nemozné, ale je to extrémné nepravdépodobné.

— Jaka je pravdépodobnost, ze se strefim presné do néjaké primky? Nula, ma
miru nula.

— Jaka je pravdépodobnost, Ze se strefim do néjaké mnoziny bodu? Piesné dana
jejl plochou (predpokldddm, ze plocha celého terce je jedna a vzdy se trefim do
terce). Tedy pokud ta ,plocha® existuje, tedy pokud ta mnozina mé néjakou
miru.

— Jaka je pravdépodobnost, ze vysledny hod bude mit racionalni soufadnice?
Nula — da se ukézat, Zze mnozina raciondlnich ¢isel v kruhu mé Lebesgueovu
miru nula.

(f) Kde se dozvédét vic?
Resend:
e Chodit na predndsky k matematikum.

e Pfedndska u nas: Matematika++ https://kam.mff . cuni.cz/Matematika++/|(po-
zor, ze predndska m4 tii béhy).

(g) Co si mam zapamatovat?

Reseni: Mira je obdoba plochy. Lebesguetv integral je integral ,lépe se chovajici“ k
limitam a nespojitym funkcim.

(h) Bonus: jak se zadefinuje Lebesgueova mira:
Reseni: Napied zadefinujeme vnéjsi miru:
e Délka otevieného intervalu I = (a,b) C R je znacend £(I) = b — a.

e Vngjsi Lebesgueova mira mnoziny £ C R je:

o0
A*(E) = inf {Zﬂ([k) | (Ix)ken je posloupnost otevienych intervalu, t.z. E C U?_llk}
k=1


https://kam.mff.cuni.cz/Matematika++/
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e Lebesgueova mira je ddna na o-algebife podmnozin redlnych ¢isel E, které spliuji:
Ecos (VACR: A(A) =X (ANE)+ X (AN(R\ E)))

Pro kazdé E € o pokldddme jeji Lebesgueovu miru A(E) = \*(E).
(i) Bonus 2: dokazte, ze Lebesgueova mira Q C R je rovna nule.
Reseni: Napied ukdzeme, ze vnéjsi Lebesgueova mira je rovna nule:

e 7 minulého semestru si pamatujeme, ze existuje bijekce mezi Q a N, tedy médme
posloupnost vsech raciondlnich éisel (g, )neny kde Q = {q, | n € N}.

e Vnéjsi mira je ddna jako infimum. Ukazeme tedy, ze pro kazdé € > 0 umime najit
posloupnost otevienych intervalu pokryvajicich kazdé racionalni ¢islo takovou, ze
dohromady jejich délka bude nejvys e. Konkrétni g, pokryjeme intervalem:

g e
(qn - on+2’ In + 2n+2>

jeho délka je rovnd £2~ ("1 a soucet vSech délek Y, ye2~ (D) <e.
e Zbyva ukazat, ze mnozina raciondlnich ¢isel je Lebesgueovsky métitelna.

— Jiste plati A*(ANQ) = 0 (pouzijeme stejny argument jako v predchozim bodé,
méné nez nulu nedostaneme).

— Libovolné pokryti mnoziny A je také pokrytim mnoziny AN(R\Q), tedy nutné
plati
A(A) 2 (AN RN\NQ) =1 (AN(R\Q)) + A (ANQ)

— Posledni pozorovéni je subaditivita, tedy ze pro kazdé
VX, Y CR: A(XUY) < A(X)+ M\ (Y)
(sjednoceni pokryt{ X s pokrytim Y je urcité pokrytim X UY).
Poznamenejme, ze mnohem jednodussi bylo uvédomit si, ze Lebesgueova mira mnoziny

obsahujici jediné ¢islo je rovnd nule a pouzit ze mira spocetného sjednoceni disjunktnich
mnozin je rovna souc¢tu jednotlivych mér (soucet nul).
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3. Jiné pojeti otevienosti a tedy i spojitosti (jen prehledové, tohle po vas nikdo
chtit nebude, pfesto je dobré mit néjakou pfedstavu).

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

Co to je neformalné?

Reseni: Zobecnéni otevienych mnozin (a tedy hlavné i pojmu spojité funkce) i na
pripady, kdy nemame pojem vzdalenosti.

Co to je formalné?

Reseni: Nechf X je mnozina a 7 je mnozina, jejiz prvky jsou podmnoziny X (tedy
VI € 7: I C X). Rekneme, ze 7 je topologie na X, pokud:

i. X €T azéroven ) €7

ii. VS C 7= US € 7 (kazdé sjednocent libovolné mnoha prvku 7 patii také do 7)
iii. VI,J € 7: INJ € 7 (prunik kazdych kone¢né mnoha prvka 7 patif také do 7)
Jak to souvisi s tim, co uz umime?

Reseni: Vzpomeiite si, ze piedchozi tii body byly pfesné ty ,hlavni“ poznatky o
otevienych mnozinach.

K &emu se to hodi? (Né&které aplikace jsou spis homotopie, ale to tzce sou-
visi.)
Resend:

e Analyza a funkciondla tim ziskaji pevny aparat.

e V logice a teoretické informatice jsou prostory ¢astéji topologické nez metrické.

e Piekvapivé aplikace v kombinatorice.

e Aplikace pro reprezentaci fyzikdlnich téles v pocitaci (trojihelnikovy mesh byl
vymysl topologie).

e Urceni kolik je v ¢em dér (aneb slavny vtip Ze kobliha a hrnek jsou to samé).

e Urceni poctu dér se ale hodi i biologum, kdyz zkoumaji buiiky na obrazcich. Pak
chtéji po pocitaci spocitat pocet ,déravych bunék“ na obrazku.

Kde se dozvédét vic?
Resend:
e Chodit na prednasky k matematikim.
e Prof Pultr prednasi u néas topologii.
e Existuje i pfednaska Topologické metody v kombinatorice.

e Pfedndska unas: Matematika++ https://kam.mff.cuni.cz/Matematika++/|(po-
zor, ze predndska m4 tii béhy).

Co si mam zapamatovat?

Reseni: Topologie je obdoba otevienych mnozin.


https://kam.mff.cuni.cz/Matematika++/
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Kapitola 4

Bonus

Kopie kapitoly ze zimniho semestru, sem se hodi lépe. Priddny obrazky a parcidlni derivace upra-
veny podle toho, jak jsme je probirali ve druhém semestru.

4.1 Optimalizace — gradient descend

Uz jsme vidéli, jak pouzit Darbouxovu vlastnost a ,piuleni intervali“ na optimalizaci. Ale to
nemusi byt vzdy praktické:

e Rychlost konvergence. . .
e Jak ten postup zobecnite na funkce vice proménnych?

Zkusme se podivat na nésledujici funkci a najit jeji minimum fyzikalni dvahou:

flz) =2t =323 +2

Analytickymi metodami umime snadno najit minimum (vySetfime prvni a druhé derivace, vzpo-
meneme si na véty z piednasky a jsme hotovi). (Obrdzek [4.1)).

103
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-8 1

-10 A

Obrézek 4.1: f(z) = z* — 323 + 2

Myslenka: co by se stalo, kdybychom po grafu pustili kulicku?
Pozorovani: skutali se doli do minimal
Otazka: ale kudy je dolu?
Derivaci téhle funkce umime vyhodnotit snadno: f'(z) = 42® — 922
e Pokud je derivace zapornd, funkce klesa.
e Pokud je derivace kladnd, funkce roste.
Dokonce plati néco lepsiho:
e Pokud je derivace hodné zapornd, funkce hodné klesa.
e Pokud je derivace hodné kladnd, funkce hodné roste.
Takze kdyz chceme minimalizovat, délame tohle:
e Pokud je derivace (hodné) kladnd, jdeme (hodné) vlevo.
e Pokud je derivace (hodné) zdporné, jdeme (hodné) vpravo.

To zni dobie, protoZe v extrému je derivace nulova (nebo neexistuje, ale to ted zanedbdme), takze
se nepohneme nikam.

Jednoduseji feceno: odec¢teme derivaci.
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Jednoduchy Python kéd:

# derivative of T**4 - 3*xx*¥*3 + 2
def df (x):
return 4*xx**3 — 9%x**2

current = 4.0
iterations = 20
alpha = 0.01

for _ in range(iterations):
print (f'current = {current}')

current = current - alpha * df (current)

print (f 'Minimum at: {current}')

Vystup:

current = 4.0

current = 2.88

current = 2.67098112

current = 2.55084758768784
current = 2.4725451025639247
current = 2.4181241075908217
current = 2.3788010610759907
current = 2.349647226900712
current = 2.3276417627201864
current = 2.3108155002345616
current = 2.297825629818595
current = 2.2877248517791187
current = 2.279827252147626
current = 2.2736260324425532
current = 2.2687407592672773
current = 2.2648822733430056
current = 2.2618286143740107
current = 2.2594080688614797
current = 2.2574869694912945
current = 2.2559607515339213

Minimum at: 2.254747295376156

Pripomenme, ze skuteéné minimum je 2.25.

Zkuste st pohrdt s tim kodem. Problémy, které mohou nastat:

e Zasekneme se v inflexnim bodé. Tohle se snad nestane (,,vratkd pozice®).

e Piilis velké alpha muzeme ulitnout (poskakujeme zleva doprava ¢im dal tim véts{ skoky).
Tohle byva problém, proto se ob¢as postupné snizuje alpha, ke kroku se pficte i néjaky maly
nasobek predchoziho kroku. . . Spousta heuristik, které bézi 1épe. Nad ramec tohoto povidani.

e Malo iteraci — no tak pobézime vice iteraci (tzn. déle).
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4.2 Nikdo neocekava, ze tohle budete ¢ist (a na cviceni se
tomu taky nebudeme vénovat): Jednoducha neuronka

4.2.1 Problém, ktery budeme resit

Nase neuronka bude tesit klasicky problém, z daného obrazku (28 krét 28 pixelu, 256 odstint sedé)
budeme chtit urcit, kterd ruéné psana ¢islice je na ném napsana.

Data si muzeme stahnout zhttp://yann.lecun.com/exdb/mnist/ kde mame popis formatu dat
a nékteré znamé metody strojového uceni a jejich vysledky. My se nebudeme snazit dosahnout co
nejlepstho vysledku (ale dostaneme celkem dobry vysledek).

Data jsou rozdélena do 60000 obrazku a pifslusnych 60000 labelu (spréavnych ¢islic) na trénovani
a 10000 obrazku a labell na testovani. To je dulezité, nakonec chceme zjistit, jak dobfe nase
neuronka odpovidd na datech, ktera jesté pfed tim nikdy nevidéla (nechceme memorizovat, ale
generalizovat naucené).

4.2.2 Struktura neuronové sité

Vstup  Vstupem bude obrazek 28 x 28 pixelu. Pro lepsi manipulaci si ho preusporddame do
vektoru x € R™? (naptiklad po jednotlivych fddcich).

Vystup Vystupem by intuitivné méla byt ta ¢islice, kterda je na obrazku na vstupu. Ale co
kdyz nebude jasné, jestli na vstupu je jednicka nebo sedmicka (ru¢né psané se mohou plést). Asi
bychom nechtéli, aby sit vystoupila ,néco mezi“, tedy tfeba étyfku. Proto bude sif vystupovat
pravdépodobnostni distribuci y € R'° (kde 0 < 3; < 1 a navic Z?:o y; = 1). Interpretujeme to
tak, ze na obrazku je nula s pravdépodobnosti yg, na obrazku je jednicka s pravdépodobnosti y;,
..., devitka s pravdépodobnosti y9. Pokud chceme vysledek jedno ¢islo, tak zvolime ten index,
ktery mé nejvétsi pravdépodobnost (argmax).

Casto se ndm hodi ,zmensit“ velka ¢isla na mald (nebudeme mit chyby zpusobené tim, ze nekteré
¢islo bude piilis velké). Déle pak potfebujeme néjakou nelinearitu (afinni zobrazeni nejsou do-
stateéné obecnd). Na to se hod{ nasledujici funkce, které se rikd sigmoid:

1
o)==

(viz Obrézek [4.2)).
Vstup jesté muzeme ,zmécknout” jednodusSe tim, ze vydélime 255.
Jak tedy vypadd nase sit?

e Reprezentace vstupniho obrazku:
z e R™

e Prvni afinni funkce:
2V =wWg 4 p() ¢ R10O

kde indexujeme nahote, protoze dolni indexy se nam budou hodit, tedy W
jen oby¢ejna matice a b") € R0 je vektor.

(1) ¢ R100X784 jq

e Jedna skrytd vrstva neuront:
aV = g(2M) ¢ R0

kde jen aplikujeme sigmoid na kazdé éislo vektoru z().

e Druh4 afinni funkce:
22 — W@ 4 p(2) ¢ RO

kde W(2) g R10x100 5 5(2) ¢ R10,


http://yann.lecun.com/exdb/mnist/
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1_

0.8

0.6 1

Obrézek 4.2: Funkce sigmoida o(z) = 1=

e 7 vysledku druhé afinni funkce udélame pravdépodobnostni distribuci pomoci softmax:
e
(9): = 0 _.®

-1 €
Tedy ¢ € R je pravdépodobnostni distribuce (e® je nezaporna, podélime to souctem).

Zndme obrizek z, zndme piislusny 1-hot vektor, ktery mél vyjit jako g (pokud éislice byla tii,
mélo vyjit § = (0,0,0,1,0,0,0,0,0,0)7). Jak ale uréime parametry W v W2 p(2)? Mizeme
je zvolit ndhodné a pak zkusit minimalizovat vzdalenost § od skute¢ného y.

Budeme minimalizovat néco, ¢emu se fiké cross-entropy (protoze to je zajimavd vzddlenost dvou
pravdépodobnostnich distribuci a mame radi teorii informace a Claude Shannon to nevymyslel
zbytecné).

10
Ly, §) = = >_ i log(4is)
i=1
Vyhodou je, ze L(y,§) je jedno redlné ¢islo, které muzeme minimalizovat.

4.2.3 Uceni
)

Pokud ¢&islo L(y, §) bereme jako funkei napiiklad W1(,11) (tj. ¢islo W1(,11 je proménné, zbytek para-

metri jsou konstanty). Ted se muzeme ptat, jak moc se zméni L, kdyZ o trosku zménime Wl(}l).
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Tedy nés zajim4 derivace L podle Wl(ll) tu budeme zapisovat Leibnitzovou notaci jako %.
1,1

Protoze mame spoustu sloZzenych funkci, budeme vyuzivat poucku o derivaci slozené funkce. Tvar,
na ktery jsme zvykli je:

v Leibnitzové notaci to bude pak:

0: _0:0y
or Oy oz
kde z je proménnd, podle které derivujeme, y = g(x), z = f(y).

No a tohle chceme spocitat pro kazdy parametr a pak udélat gradient descend.
4.2.4 Uceni, kdyz bychom méli jen par parametra

Mohli bychom rovnou zkusit odvodit pro kazdy parametr zvlast jak ho zménit, ale jednodussi to
bude, kdyz budeme vse drzet ve vektorech a maticich.

Predstavme si, Ze vstupni obrdzek mé jen dva pixely, vystup jsou jen dvé t¥idy (tedy pravdépodobnost
p,1 — p) a vnitini vrstva je taky dva neurony. Postupné odvodime derivace.

T = <$1> € R?
]
Prvni afinni funkce:

(1) (1) (1) 1)
20 = (%) ) = WOa 440 = (T T3 (rm) + {4
23 Wyy Wyg T2 by

Jedna skryta vrstva neuront:

e Reprezentace vstupniho obrazku:

Druhé afinni funkce:
W(2) W(2) a(l) b(2)
(2) — 172 (2) _ 1,1 1,2 1 1 2
2T =W b = <W<2> wa ] Flo) <R
2,1 2,2 2 2

Z vysledku druhé afinni funkce udélame pravdépodobnostni distribuci pomoci softmax:

L@
e”1
2@

2 k3
()i = Zi=1<2e> € R?
e®2
Ne)
et

Chceme minimalizovat ztratu:

L(g,y) = —y1log(y1) — y2log(2) € R

Piipomenme, ze x,y je obrazek a dany label, tedy ¢isla, ktera zname.



4.2. NIKDO NEOCEKAVA, ZE TOHLE BUDETE CIST (A NA CVICENI SE TOMU TAKY NEBUDEME VENOV

Derivovani a skldadani do matic a vektoru

22
Pro fetizkové pravidlo bychom chtéli védét, jak moc méame pohnout vektor %2) abychom
<2

zmen$ili ztratu L.

oL
S.(2)
e Pro fetizkové pravidlo chceme ,derivaci L podle z(2)¢. Tedy chceme spoéitat (dgt >

8z§2)
aL OL 041 4 OL 9y
9:® _ oY1 9@ 0y Bzf)
oL OL O L Oy
Bzf) oY1 6z£,2) 0y 8zé2)

_ <— (1 —g)) + 2 (—y&y@))
T\ (i) + 2 (52(1 — 12)

y1(y1 + y2) — y1> o
—\y + 9o = 1 prst. distrib.
(y2(y1 +y2) — Y2 (Y1 + 2 |9 )

_ Y=y
Yo — Y2
e Ale z(® nenf parametr, ten nemtizu zménit, ale W(?) muzu zménit pomoci gradient descend,

tedy chci ,derivaci L podle W@« Pomoci fetizkového pravidla tedy spocitdm gradient.

1(2]) 52) a a; misto al(.l), abych tam nemél tolik

oL oL OL 9z OL 9z
Bg}iJ Biéji,z _ | 921 0w11n Oz Owip (22 neni funket w1,2)

V nésledujicim pisu w; ; misto w,;”/ a z; misto z

indexu.

OL 0z OL 0Oz
Oza 811)271 Oz2 67112,2

Bw;»,l 6w2,2

_ <(!f1 —yar (%1 — y1)a2>
(Y2 —y2)ar (Y2 — y2)az

h1—y
N <y; —y;) G

e Dalsi parametr, ktery muzeme ménit dle gradient descend je b(®) opét vynechdvdm horni

indexy.
oL OL 0z
(3)-(m
b3 dzo Dby
— Y1~
Y2 — Y2

e Opét vypocet Cisté pro fetizkové pravidlo ,,derivace L podle aV“. Pozor na to, ze L zavisi

na zf) i zéz) a oboje zavisi na agl), tedy pouzijeme linearitu

oL OL 0z 4 OL Oz
da _ 9z1 day Ozo Oay
oL | = | 0L 0z | OL 0z
das 0z1 das Ozo Oas

_ (@ —y)win + (2 — y2)wan
(Y1 — y1)wi 2 + (Y2 — y2)wa2

_ (wir w2 (1—
Wi,2 W22 ’tj2 — Y2

— (W <3f1 - yl)

Y2 — Y2
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e Ted spocitdame podle z(!)| na to napied potFebujeme zderivovat sigmoid:

(1) = 1o = oW - o)

Ten posledni vyraz by se dal zapsat pomoci Hadamardova ndsobeni matic (tam nésobime
jen piislusné prvky).

e Analogicky spocitdme gradient pro W):
oL oL aL
7] 7] 9z,
(%1 &ﬂ(%)@lm)
6’[1}211 8’[[}212 322
e Analogicky spocitame gradient pro b():
oL OL
abz 622

Piislusné gradienty muzeme odéitat v gradient descend.

4.2.5 Kod

Jednoduchy python kéd. Pouzivame jen numpy, vynechali jsme ¢teni vstupu a vyhodnocovani
presnosti.

def sigmoid(z):
return 1 / (1 + np.exp(-2))

def loss(target, Y_hat):
# cross-entropy https://en.wikipedia.orqg/wiki/Cross_entropy
L_sum = np.sum(np.multiply(target, np.log(Y_hat)))
return -L_sum / target.shapel[1]

>
I

X_train
Y = Y_train

# mn_epochs 20..1000 should be ok
n_epochs = 50
for i in range(n_epochs):
# Forward pass
z1 = np.matmul (W1, X) + bl
al = sigmoid(z1)
z2 = np.matmul (W2, al) + b2
# softmax https://en.wikipedia.org/wiki/Softmaz_function
a2 = np.exp(z2) / np.sum(np.exp(z2), axis=0)
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m = 60000

# Backward pass

dz2 = a2 - Y

dW2 = np.matmul(dz2, al.T) / m

db2 = np.sum(dz2, axis=1, keepdims=True) / m

dal = np.matmul (W2.T, dz2)

dzl = dal * sigmoid(zl) * (1 - sigmoid(zl))
dWl = np.matmul(dzl, X.T) / m

dbl = np.sum(dzl, axis=1, keepdims=True) / m

# Update network parameters

W2 = W2 - alpha * dW2
b2 = b2 - alpha * db2
Wl = W1 - alpha * dWl
bl = bl - alpha * dbl

# do not overshoot with many epochs
alpha = alpha * (1 - 0.1 / n_epochs)

print ("Epoch", i, "loss: ", loss(Y, a2))
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