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Prvni semestr

I. Uvodem

1. Zaklady

1.1. Logika. Logické spojky "a (zdroven)”a "nebo”budou zpravidla vy-
jadrovany slovy zatim co pro implikaci budeme pouzivat standardni symbol
“=7_ Negace tvrzeni A bude znacena “nonA”. Ctenar jisté vi, ze

“A = B” jeekvivalentnis “nonB = nonA”.

Toho se v dukazech bézné vyuziva.

Kvantifikator 3 v “Jz € M, A(z)” indikuje ze existuje x € M takové,
ze A(z) plati; mnozina M je ¢asto zfejma a piSeme pak prosté jen JzA(x).
Podobné kvantifikator Vv “Vax € M, A(z)” indikuje ze A(x) plati pro vSechna
x € M a opét, je-li obor M ziejmy, piseme Casto jen VzA(z).

1.2. Mnoziny. x € A znamena ze x je prvkem mnoziny A.
Budeme uzivat standardni symboly pro sjednoceni

AUB, A,U---UA,, (A
ieJ
a pro pruniky
ANB, An--nA, [)A.
ieJ
Rozdil mnozin A a B, t.j. mnozina téch prvku z A které nejsou v B bude
oznacovana

A~ B.

Pripomente si De Morganovy formule

ANUBi=(YANB) and AN()Bi=JA\B).

ieJ icJ ieJ icJ

Mnozina v8ech x spliujicich podminku P se znaci {x | P(z)}.



Tak na pitklad AUB = {z |2 € Anebo x € B}, nebo (., 4 = {z|Vi €
Kartézsky soucin (produkt)

Ax B

je mnozina dvojic (a,b) kde a € Aab € B. Budeme téz pracovat s kartézskymi
souciny

Al X oo X An,
systémy n-tic (ay,...,a,), a; € A;, a pozdéji téz s
HAi = {(ai)ics | a; € As}.
1€l

Formule A C B (¢ti “A je podmnozina B”) znaci ze a € A implikuje
a € B.

Mnozina vSech podmnozin mnoziny A (“potenéni mnozZina mnoziny A”)
se Casto oznacuje

expA nebo P(A).

1.3. Ekvivalence. Rozklad na tfidy ekvivalence. Ekvivalence F na
mnoziné X je reflexivni, symetrickd a a transitivni relace £ C X x X, t.j.
relace takova ze

Vo, xEx (reflexivita)
Vz,y, xEy implikuje yEx (symetrie)
Va,y,z vEy a yEz implikuje Ez (transitivita).

(Piseme zFEy misto (z,y) € E). Ozna¢me
Er = {y|yEz}.

Takové mnoziny se nazyvaji tridy ekvivalence této E. Plati

1.3.1. Tvrzeni. Kazda ekvivalence na mnoziné X vytvari disjunktni roz-
klad na tridy ekvivalence. Na druhé strané, k disjunktnimu rozkladu

xX=Jx

ieJ



mame ekvivalenci definovanou formuli
xEy prave kdyz i, x,y € X;.

Diikaz. Druhé tvrzeni je ziejmé. Pro prvni potiebujeme dokazat, ze pro
kterékoli dva prvky z,y mame bud Ex = Ey nebo Ex N Ey = (. Je-li
z € ExN Ey mame xEzEy, tedy xEy,a potom, znovu z transitivity, z € Fx
pravé kdyz z € Fy. U

Poznamka. Vsimnéte si ze zde vlastné jde o vzajemné jednoznacény vztah
mezi vSemi ekvivalencemi na X a vSemi disjunktnimi rozklady mnoziny X.

1.4. Zobrazeni. Zobrazeni f : A — B sestava z téchto dat:
(1) mnozina X, definiéni obor zobrazeni f,
(2) mnozina Y, obor hodnot mnoziny f,
(3) a podmnozina f C X x Y takova, ze

- pro kazdé x € X existuje y € Y takové, ze (z,y) € f, a
- je_h (I,y) S f a (JI,Z) < f.]e r =Y.

Jednoznaéné dané y z podminky (3) se obvykle znaéi f(z) (nékdy mluvime
o hodnoté f v argumentu x). Zobrazeni muze byt ¢asto vyjadieno formuli v
argumentu (jako tieba f(z) = z?); méjme vsak na mysli, Ze definiéni obor
a obor hodnot jsou podstatné tdaje: posleme-li celé ¢islo x do celého cisla
2% popisujeme jinou funkci nez zobrazovani realného ¢isla x do 22 v redlném
oboru, a omezime-li v druhém piipadé obor hodnot na nezaporna cisla bu-
deme mit dalsi, jinou, funkci.
Zobrazeni f : X — Y je prosté jestlize

Ve,ye X, (x#y = f(x)# fy);

je na jestlize
YyeYadre X f(z)=vy.
Vsimnéte si dulezitosti informaci o oboru hodnot Y pro tuto druhou vlast-

nost.
Identické zobrazeniidyx : X — X je ddno predpisem id(z) = z.



Obraz podmnoziny A C X v zobrazeni f : X — Y, t.j., {f(z)|z € A},
bude oznacovan f[A], a vzor {z| f(xz) € B} mnoziny B C Y bude oznacovén

Bl
1.4.1. Skladani zobrazeni. Pro zobrazeni f : X — Y, g : Y — X
dostavame jejich sloZeni
gof: X —>Z7

formuli (g o f)(z) = g(f(z)).

Inverse (inversni zobrazeni) zobrazeni f : X — Y je zobrazenig:Y — X
takové, ze
gf =idx a fg=idy.

Vsimnéte si, ze ma-li f inversi, je prosté a na; naopak kazdé prosté zobrazeni
na ma (jednoznacéné uréenou) inversi.

1.4.1. Funkce. O zobrazenich f : X — Y s definicnim oborem Y
ktery je podmnozinou néjaké mnoziny ¢isel (ptirozenych éisel, celych, ra-
ciondlnich, redlnych, komplexnich ¢isel — viz dile) ¢asto mluvime jako o
funkcich. Zejména se budeme zabyvat redlnym funkcemi, pripadem Y C R.
Ze zacatku bude vétsinou také X C R; mluvime pak o redlngch funkcich
jedné redlné proménné.

2. Cisla.

2.1. Prirozena c¢isla. Ctenar je s nimi jisté dobfe seznamen, piipomenme
vsak formalni pristup na zdkladé Peanovych axiomu. Je ddna mnozina

N

v niz je predevsim dén vyznamny prvek 0 a zobrazeni o : N — N (funkce
ndslednika; obvykle se piSe n’ misto o(n)) takové ze

(1) pro kazdé n # 0 existuje pravé jedno m takové, ze m’ = n,
(2) 0 neni naslednik,

(3) plati-li tvrzeni A pro 0 (symbolicky, A(0)) plati-li ze A(n) = A(n'),
plati then VnA(n).



(To posledni se nazyva axiom indukce.)
Déle zde mame operace + a - (ta druhd se bézné oznacuje prosté juxta-
posici, a budeme to také tak délat) pro které plati

n+0=n, n+m' =(n+m),

n-0=0, nm =nm-+n.
Konecné zde mame usporadani n < m definované predpisem

n <m pravé kdyz dk,m =n-+k.

2.1.1. Tak dostaneme systém (N, +,-,0,1,<) (1 je 0/, naslednik 0) kde
plati

n+0=n, n-1=n,

m+ (n+p)=(m+n)+p, m(np)=(mn)p (pravidla associativity)
m+n=n+m. mn=nm pravidla(commutativity)
m(n + p) = mn + mp (distributivita)
n<mn, m<nandn <m implikuje n =m (reflexivita a antisymetrie)
m <nand n < pimplies m <p (transitivita)

Vm,n bud n < m nebom <n
m < n implikujen+p <m+p

m < n implikuje np < mp.

Jako snadné cviceni dokazte (aspon nékterd) z téchto pravidel indukei z
axiom.

2.2. Cela cisla. Mnozina celych ¢isel

Z

se dostane z N pridénim zdpornych ¢isel. Ctenaf se muze pokusit o formalni
konstrukei (napf. muze pridat nové prvky (n,—) kde n € N, n # 0 a vhodné
dodefinovat operace a usporadani (jediné misto, kde je opravdu potieba dat
trochu pozor je definice séitani). Tak dostaneme systém

Z



kde plati vSechna pravidla z 1.1 kromé posledniho, které je potieba nahradit
pravidlem
r<yaz>0 = zz<yz.

Na druhé strané ale mame jedno navic, totiz
Ve dy takové ze z+y =0
které umoznuje kromeé sc¢itani a nasobeni také odéitani.
2.3. Racionalni ¢isla. Jiz umime scitat, nasobit a odé¢itat. Schazi nam
jesté neomezené déleni. To jest, uplné neomezené byt nemuze: z pravidel
ktera jsme zminili vidime, ze 0 - x = 0 a tedy déleni 0 nedava smysl. Ale

to bude jedinad vyjimka v nésledujicim systému raciondlnch ¢isel. Zacnéme
tfeba s mnozinou

X ={(z,y)|z,y € Z,y # 0}
a definujme
(#,y) + (u,0) = (zv + yu,w) a (z,y)(u,v) = (zu, yo).
Déle pouzijeme relaci ekvivalence
(z,y) ~ (u,v) prave kdyz zv =uy
a polozime
Q=X/~.
Snadno se dokaze, ze
(I,y) ~ (x/7y/) a (u,v) ~ (U/7U/>7
potom, ze
(@, y) + (uv) ~ (&, y) + (', 0) a (2,9)(u,0) ~ (&"3) ()

(je to jednoduché cviceni) a Ze nyni je mozné definovat séitdni a ndsobeni
na Q, a ze pro tiidy ekvivalence méame (0 je t¥ida prvku (0,n) a 1 je tiida
obsahujici (n,n))

r+0=n, x-1=u=x

r+y+z2)=(+y)+z x(yz)=(ry)z (pravidla asociativity)

r+y=y+x. zY=1yx (pravidla komutativity)

z(y+2) =2z +yz (distributivita)

Vedy, e +y =0

Vr # 0dy, xy = 1.



Systémum splnujicim tato pravidla se tika komutationi télesa.
Déle muzeme definovat relaci < predpisem

(2,9) < (u,0) pro y,v > 0 kdyi zv < yu
¢imz na QQ vznikne usporadéani, pro které plati

r <z, z<yay<ximplikujexz =y (reflexivita a antisymmetrie)
r <yay<zimplikuje z < z (transitivita)
Vz,y bud 2 <y neboy <z

r <y implikuje v + 2z <y + 2

r <y and z > 0 implikuje zz < yz.

¢imz jsme dostali usporddané (komutativni) téleso.
Asi neni nutné pripominat standardni symbol

p

q

uzivany pro tiidu ekvivalence obsahujici (p, q).

2.4. Raciondlni ¢isla nas jesté uplné neuspokojuji. Nyni tedy mame
systém cisel, ve kterém muzeme scitat, odcitat, nasobit a délit. Zda se téz byt
usporddan uspokojivym zpusobem (ukaze se vsak, ze pravé poreby tohoto
usporadani budou klicem k feseni obtizi).

Uz staif Rekové si véimli vazného problému. Radi bychom pfifadili iseckam
vzniklym pii jednoduchych tlohach délky. A uz tak zakladni dloha jako délka
diagonaly v jednotkovém ¢tverci neni feSitelnd v oblasti racionalnich ¢isel.
Nutné potiebujeme druhou odmocninu. Podivejme se, co se stane.

Piedpokladejme, ze v/2, ¢islo = takové, ze x? = 2, muze byt vyjadieno
racionalnim cislem, ze tedy mame celd ¢isla p, ¢ pro ktera

¢y~

Muzeme predpokladat, ze tato ¢isla p, g jsou nesoudélnd, jinak zlomek zkratime.
Mame )
P,

- =2, tedy p*=2¢
q



a tedy p musi byt sudé. Potom je ale p? délitelné ¢tyfmi,a nésledkem toho i
q je sudé, a p, g jsou soudélnd ve sporu s predpokladem.

2.5. Usporadani, suprema a infima. Linedrni uspordddni na mnoziné
X je relace < splnujici

r<ux (reflexivita)
r <yay <z implikuje x =y (antisymmetrie)
r<yay<zimplikuje z < z (transitivita)

Vz,y bud = <y anebo y < x (linearita)

Pokud pozadujeme jen reflexivitu, antisymetrii a transitivity mluvime o ¢dstecném
usporaddni.
Horni mez podmnoziny M ¢ésteéné usporadané mnoziny (X, <) jeb € X
pro které
Ve e M, x <V

M je omezend (shora) mé-li M horni mez.
Podobné mluvime o dolni mezi b jestlize

Ve e M, x> b,

a M je omezend (zdola) ma-li M dolni mez.

Velmi casto je z kontextu patrno zda médme na mysli omezeni shora ¢i
zdola a mluvime pak prosté o omezené mnoziné.

Supremum podmnoziny M C (X, <) je jeji nejmensi horni mez (nemusi
existovat, samoziejmé). Existuje-li, oznacuje se

sup M.
Explicitnéji, s € X je supremum mnoziny M jestlize
(1) pro kazdé z € M jex < s, a
(2) je-li z <y pro vsechna x € M je s < y.
V linedrné usporadané mnoziné je to ekvivalentni s podminkami
(1) prokazdé z € M jex <s, a

(2) je-li y < s pak existuje z € M takové, ze y < x.

8



Druhd formulace ma své vyhody a bude uzivana castéji nez ta prvni.

Podobné infimum mnoziny M je nejvétsi dolni mez M. Existuje-li, je
0znacovano

inf M.
Explicitnéji, + € X je infimum mnoziny M jestlize
(1) pro kazdé z € M je x > i, a
(2) je-li x >y pro vsechna x € M je 1 > y.
V linearné usporadané mnoziné je to ekvivalentni s podminkami
(1) pro kazdé z € M je z > i, a

(2) je-li y > i pak existuje x € M takové, ze y > z.

Je ztejmé, ze supremum ¢i infimum (pokud existuje) je jednoznaéné urceno.

2.5.1. Priklad. Pfipomenme si obtiz s odmocninou ze 2 v bodé 2.4.
Vsimnéte si, ze v uspfddané mnoziné racionélnich ¢isel Q mnozina {z |0 <
z, % < 2} je shora omezend ale nemé supremum. Podobné, {z]0 < x, 2 >
2} je omezend zdola a nemd infimum.

2.5.2. Cviceni. Dokazte podrobné ze v linedrné usporadanych mnozinach
dvé zminéné varianty pozadavku pro supremum resp. infimum jsou skute¢né
ekvivalentni. Jak uzivéte linearitu? Pro¢ je nutna?

2.6. Realna ¢isla. Systém redlnych cisel
R

tak jak ho budeme uzivat, je ziplnéni (ve vice nez jednom smyslu) systému
Q. Je to linedrne usporadané komutativni téleso ve kterém

kaZd shora omezend neprdzdnd mnoZina md supremum. (sup)

Pti praci s redlnymi ¢isly budeme uzivat tyto vlastnosti: pravidla z bodu 2.3
a (sup) (a nic dalstho).

2.6.1. Tvrzeni. VR ma kazdd neprdazdnd zdola omezend mnozina infi-
mum.



Diikaz. Necht M je neprazdnd a zdola omezend. PoloZzme
N = {z |z je dolni mez M}.

Jelikoz je M zdola omezend je N neprazdna. Jelikoz je M neprazdnd, N je
shora omezend (kazdé y € M je horni mez mnoziny N). Existuje tedy

1 =supNV.

Jelikoz kazdé x € M je horni mez mnoziny N je ¢ < x pro vSechna x € M.
Na druhé strané, je-li y dolni mez mnoziny M, jey v N atedy y <7 =sup V.
OJ

3. Systém redlnych ¢&isel jako (euklidovskd) piimka.

3.1. Absolutni hodnota. Pripomenme, ze absolutni hodnota realného

¢isla je
1 aje-lia >0,
al =
—aje-lia <0
3.1.1. Ziejmeé plati
Pozorovani. |a + b| < |a| + |b|.

Tato nerovnost (tika se ji trojuhelnikovd nerovnost) bude velmi Casto
uzivana v dukazech, ¢asto bez zvlastniho pripomenuti.

3.2. Metricka struktura na mnoziné R: reilna piimka. Systém
realnych ¢isel opatiime vzddlenosti

a divdme se na néj (kromé vsech jinych diive zminénych vlastnosti) jako na
euklidovskou piimku.

Vsimneéte si, ze to je duvod pro vyraz “trojihelnikova nerovnost”: vezmeme-
lia=x—yab=y— z dostaneme z 3.1.1

v — 2| < |z —y[+ |y — 2|

(to jest, d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2)).

3.3. Poznamka: Shrnuti. Uvédomte si, ze R ma dost slozitou kombi-
novanou strukturu. Je to zdroven

10



e komutativni téleso (algebra algebra se s¢itdnim, odéitanim, nasobenim
a délenim),

e linearné usporadana mnozina, a

e metricky prostor.

3.4. Dodatek pro pozdéji: komplexni (Gaussova) rovina. Trojihelnikova
nerovnost na pifmece je samoziejmé velmi jednoduchd zaleZitost. Predved'me

vvvvvv

ale v§imnéme si hned ted jejich geometrické struktury.
Ke komplexnimu ¢islu a = x 4 1y méame komplexné sdruzené a = x — 1y
a absolutni hodnoyu
la| = a-a@= 2+ 9>

Divame-li se na komplexni ¢islo x +1iy jako na bod (x, y) v euklidovské roviné
je |a| jeho standardni vzdélenost od (0.0), a

| — 0]

je standardni pythagorovska vzdalenost bodu a a b. Systém komplexnich ¢isel
nahlizeny z této perspektivy se nazyva Gaussova rovina. Mame

3.4.1. Tvrzeni. Pro absolutni hodnotu komplexnich c¢isel plati
la + 0| < |al + [b].

Diikaz. Bud a = a; + ias a b = by + iby. Muzeme predpoklddat, Ze b # 0.
Pro libovolné redlné A mame ziejmeé 0 < (a; + Abj)* = aF + 2Xa;b; + A°b;,
J =1,2. Secteme-li tyto nerovnosti dostaneme

0 < |CL‘2 + 2)\(0,11)1 + a2b2> + )\2’b|2

Volba A\ = —% dava
0<|a? - 2<albl + ashy)?  (a1by + agbs)? b2 = |af? — (a1by + asbs)?

b [b[* ]
a tedy (aib; + asbe)? < |al?|b]®. Nasledkem toho

‘Cl + 5’2 = (al + 51)2 + (CLQ + b2)2 = ‘CL’Q + 2(@151 + a2b2) -+ |b‘2 <
<la* + 2al[b] + [b]* = (Ja| + [b])*. O
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3.4.2. Poznamka. Setkame se s dukazy vét o komplexnich ¢islech které
budou formalné doslovné opakovani dikazu vét o realnych ¢islech. Pres tuto
formalni shodu se muze jednat o podstatné hlubsi fakt v ptipadech kde byla
podstatné uzita trojuhelnikova nerovnost.
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II. Posloupnosti realnych cisel.

1. Posloupnosti a podposloupnosti
1.1. (Nekonecnd) posloupnost je seskupeni
LoyLyyeoeyLpyenn.

Takze to vlasné neni nic jiného nez zobrazeni x : N — R napsané jako
“tabulka”; mohli bychom psat z(n) = x,,.

Poznamka. Indexovani 0,1,2,... neni podstatné, poradi v daném se-
skupeni vSak je. Vyhoda zapisu jako seskupeni je v tom, Ze argument je dan
poradim, ne konkretné uzitym indexem. Muzeme mit posloupnost

T1,L2y...,Tpn,y ...

nebo tieba
L1, T4y, Tp2,...

atd.; kdybychom je chtéli representovat jako tabulky zobrazeni méli bychom
zde, dejme tomu, z(n) = 2,41, nebo z(n) = x(,41y2 atd.. Podposloupnosti, o
kterych budeme hovorit dal, jsou tak ziejmé samy posloupnosti.

1.1.1, Nase posloupnosti budou vétsinou nekonecné, ale je tfeba pozna-
menat, ze se hovori téz o koneénych posloupnostech jako tieba

X1, T2, .., Ty
a a podobné.
1.2. Podposloupnosti. Podposloupnost posloupnosti
Ty L1y ey Ty
je kterakoli posloupnost
Thios Thoyy -« -3 Thys - - -
kde k,, jsou pfirozena cisla takova, ze

ko< ki< - <k, <---.

13



Kdyz se na puvodni posloupnost divame jako na zobrazeni z : N — R jak
bylo zminéno nahote vidime, ze podposloupnost je slozené zobrazeni z o k

se zobrazenim k : N — N které roste, to jest, takové, ze m < n implikuje
k(m) < k(n).

1.2.1. Oznaceni. Posloupnost x1, s, ... muzeme psat jako

(In)m

takze podposloupnost nahote je pak (z, ).

1.3. Posloupnost (z,,), je rostouct, neklesajict, nerostouct, resp. klesagict,
jestize

m<n = Ty <Tp Tm < Typ, Ty 2 Tp, TESP. Ty > Ty

2. Konvergence. Limita posloupnosti
2.1. Limita. Rekneme, ze ¢islo L je limita posloupnosti (x,,), a piseme
lign T, =L
jestlize
Ve > 0 3ny takové, ze Vn > ng, |z, — L| <e. (%)

Rikdme pak, ze (Tn)n konverguje k L; nespecifikujeme-li L, fekneme, ze je
konvergentni. Jinak mluvime o divergentni posloupnosti.

Pti pouziti sybolu lim,, x,, automaticky predpokladédme, ze ta limita exis-
tuje.

2.1.1. Nésledujici formule je zfejmé ekvivalenti s (x).
Ve > 0dng takové ze Vn >ng, L —e <z, < L+ .

Vyvolava nazornou predstavu (pro dost velké n je x, v libovolné malém
“eovém okoli” ¢isla L), a ¢asto se s ni lépe pracuje.

2.1.2. Poznamka. Typickd divergentni posloupnost neni posloupnost
rostouci nade vSechny meze, jako tieba 1,2,3,.... Takové piipady se daji
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spravit pfidanim +oo and —oo a snadnou modifikaci definice, jak uvidime
pozdéji. Predstavujte si radéji posloupnosti jako 0,1,0,1,....

2.2. Pozorovani. 1. Limita konstantni posloupnosti x,x,x,... je x.

2. Ezistuje-li limita, je jednoznacné definovdna.

3. Kazda podposloupnost konvergentni posloupnosti konverguje, a sice k
téze limite.

(K bodu 2, jsou-li L a K limity posloupnosti (z,), je libovolné malé £ > 0
a dost velké n, |L — K| = |L—x, +x, — K| < |L—2,|+ |z, — K| < 2¢. Pro
3 si staci uvedomit, ze k, > n.)

2.2.1. Poznamka. Na druhé strané, divergentni posloupnost muze mit
konvergentni podposloupnosti. Samozfejmeé ale jestlize x,, Tpi1, Tpio, ... (£.].,
podposloupnost s k, = p + n) konverguje potom konverguje i ().

2.3. Tvrzeni. Necht lima, = A a limb, = B existuji. Potom lim(aa,,),
lim(a, +by,), lim(a,-bn) a, jsou-li viechna b, a B nenulovd, t€Zlim {* ewistuji
a plati

Poznamka pred dikazem. 1. Uvédomte si roli ¢isla ¢ > 0 v definici
limity jako “libovolné malého kladného realného ¢isla” kde jeho presna hod-
nota ani neni tak moc dulezita. Takze napriklad staci dokazat, ze pro kazdé
e > 0 existuje ng takové ze pro n > ng mame |z, — L| < 100e (to ng jsme
mohli vzit pro ﬁe msto toho pocatecniho ¢.

2. V nésledujicim bodu (3) si zapamatujte trik pri¢teni 0 ve formé z — x
(bude to tam z = a, B). Uziva se ¢asto.

Diikaz. (1): Mame |aa, —aA| = |al|a, — A|. Tedy, je-li |a, — A| < € médme
laa, — aA| < |ale.

(2) Jestlize |a, — A| < € a |b, — B| < € potom |(a, + b,) — (A + B)| =
la, — A+ b, — B| <la, — A| + |b, — B| < 2e.

15



(3) Jestlize |a,, — A| < € a |b, — B| < € dostaneme
|a,b, — AB| = |anb, — a,B + a,B — AB| <
< |anb, — a,B| + |a,B — AB| = |a,||b, — B| + |Blla, — A| <
< (|A[+1)|b, — B| + |Bllan, — Al < (|A] + |B| + 1)e
(uzili jsme ziejmy fakt, ze pii lima, = A je pro dost velké n, |a,| < |A|+1).

(4) Méme jiz (3), takze staci dokdzat, ze lim ;- = 4. Bud' |b, — B| <.
Potom
AN

protoze ziejmé je-li limb, = B # 0 je pro dost velké n, |b,| > 3[B|. O

‘\b B]<' ‘]b - Bl <

BB|°

2.4. Tvrzeni. Necht lima, = A a limb, = B existuji a necht a, < b,
pro véechna n. Potom A < B.

Diikaz. Predpoklddejme opak a zvolme e = A — B > 0. Zvolme n takové,
ze |a, — Al < 3¢ a |b, — B] < i¢; potom a, > A+ 5 ab, < B— %, atedy
a, > b, ve sporu s predpokladem. [J

2.5. Tvrzeni. Nechf lima, = A = limb,, a a, < ¢, < b, pro kazdé n.
Potom lim ¢,, existuje a je rovna A.
Diikaz. Zvolme ny tak aby pro n > ng bylo |a, — A| < e a |b, — A| <e.
Potom
A—e<a,<c, <b,<A+e.

Uzijme 2.1.1. [

2.6. Tvrzeni. Shora omezend neklesajici posloupnost redlnych cisel kon-
verguje ke svému supremau.

Diikaz. Mnozina {z, |n € N} je omezend a nepréazdna a tedy zde néjaké
supremum s existuje. Je-li € vétsi nez nula, musi byt pro néjaké ng, s—e < x,,
a potom pro vSechna n > ny,

§—e< Xy, <xp < 8.

Uzijme 2.1.1. 0O

2.7. Véta. Necht a,b jsou redlnd cisla takovd, Ze a < x, < b pro viechna
n. Potom existuje podposloupnost (xy, )n posloupnosti (x,,), kterd konverguje
v R, a plati a < lim,, xg, <b.

16



Dukaz. Vzméme

M ={z|z € R, x <z, pro nekonetné mnoho n}.

M je nekonecnd protoze a € M a b je horni mez M. Musi tedy existovat

s=supM a plati a < s <b.
Pro kazdé n je mnozina

1 1
K(n) = {k|s— - -
(n)={k|s n<xk<s+n}

nekonecnd: skutecné, podle 2.5 (druhd formulace definice suprema) mame
x > s — ¢ takové, ze xp > x pro nekonecné mnoho k, zatim co podle definice

mnoziny M je jen koneéné mnoho k takovych, ze x; > s + €.
Zvolme k; tak aby
s—=1<x,, <s+1

. Méjme zvolena ky < ko < --- < k, takova, ze 5 =1,....,n
1 1
§— = <xp; <s+ .
J J
Jelikoz K (n + 1) je nekonecnd, muzeme zvolit k.1 > k, tak aby

< s+

1
< Tk

n+1 n n+1

Takto zvolend podposloupnost (xy, ), nasi (x,), ziejmé konverguje k s.

3. Cauchyovské posloupnosti
3.1. Rekneme, Ze posloupnost (z,), je Cauchyouvskd jestlize

Ve > 0 dng takové ze Ym,n > ng, |, — z,| < e.

3.1.1. Pozorovani. KaZda konvergentni posloupnost je Cauchyouvska.

(Je-li |x, — L| < € pro n > ng je pro m,n > ny,

|z — Tp| = |2n — L+ L — xp| <z, — L| + |L — x| < 26.)

17
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3.2. Lemma. Ma-li Cauchyovskd posloupnost Cauchyovskou podposloup-
nost, konverguje celd.

Driikaz. Necht v Cauchyovské posloupnosti (z,), mame limz, = x pro
néjakou podposloupnost. Zvolme pro € > 0

ny takové, ze pro m,n > ny je |z, — x,| < €, a ny takové, ze pro n >
ne, |zk, — x| < e. Polozme ng = max(n, no).

Kdyz ted n > ng je

protoze k, >n >ny. U

3.3. Lemma. KazZdd Cauchyouvskd posloupnost je omezend.
Diikaz. Zvolme ng tak aby |z, — x,,] < 1 pro vSechna n > ng. Potom
mame

a=min{z;|j=1,2,...,n0} —1 <z, <b=max{z;|j=1,2,...,n0} +1
pro vSechna n. [

3.4. Véta. (Bolzano-Cauchyova Véta) Posloupnost redlnijch cisel kon-
verguje pravé kdyz je Cauchyovskd.

Duiikaz. Cauchyovskd posloupnost je podle Lemmatu 3.3 omezenad, a tedy,
podle Véty 2.7 ma konvergentni podposloupnost. Pouzij Lemma 3.2.

Druhéa implikace byla jiz pozorovana v 3.1.1. [J

3.4.1. Poznamky. 1. Dukaz byl velmi kratky, ale to proto, ze vse bylo
jiz pripraveno ve Vété 2.7.

2. Bolzano-Cauchyova Véta je velice dulezitd. Uvédomte si, ze zde mame
kriterium konvergence které lze pouzit bez predchozi znalosti hodnoty limity,
nebo hodnot predem spocitanych.

4. Spocetné mnoziny: velikost posloupnosti
jako nejmensi nekonecno

Tato sekce je o obecnych posloupnostech, nejen o posloupnostech realnych
Cisel.

18



4.1. Srovnavani mohutnosti (kardinalit). Dvé mnoziny X,Y jsou
stejné veliké (fikdme, ze maji stejnou mohutnost nebo kardinalitu a piSeme

cardX = cardY)
existuje-li vzajemné jednoznacné zobrazeni f : X — Y. Dale piseme
cardX < cardY

existuje-li prosté zobrazeni f : X — Y. Znamena to, ze mnozina Y je nejméné
tak velka jako mnozina X.

Poznamka. Prirozené vznikd otdzka zda cardX < cardY a cardY <
card X implikuji, ze card X = cardY .To je zfejmé pro konecné mnoziny, a ne
zcela ziejmé pro nekonecné, ale plati to, je to zndma Cantor-Bernsteinova
Véta.

4.2. Tvrzeni. Mohutnost mnoziny prirozenych cisel je nejmensi z ne-
koneénych mohutnosti. Formalné, je-li X nekonecnd, je cardN < cardX.

Duiikaz. Prosté zobrazeni f : N — X muzeme kostruovat induktivné takto.
Zvolme f(0) € X libovolné. Jsou-li hodnoty f(0),..., f(n) zvoleny, je jich
koneéné mnoho a tedy je jesté X ~ {f(0),..., f(n)} nekonetna a muzeme
zvolit f(n+1) € X ~{f(0),..., f(n)}. O

4.3. Spocetné mnoziny. Mnozina X je spocetnd je-li cardX = cardN.
Jinymi slovy, je spocetna existuje-li vzajemné jednoznacéné zobrazeni f : N —
X, tedy, pravé kdyz ji muzeme sefadit do (prosté) posloupnosti

X: zo,x1,...,2,...

(vezmeme x,, = f(n)).

Chceme-li tici, ze X je konetna nebo spocetnd, tikdme, ze je nejuys
spocetnd.

Uvédomte si, ze

4.3.1. na to, abychom zjistili, Ze je mnoZina spocetnd staci védeét, Ze je
nekonecnd a seradit 7i do jakékoli posloupnosti: po vynechani pripadnych opa-
kovani stdle zbyjva nekonecnd posloupnost.

4.4. Tvrzeni. Jsou-li X,,, n € N, nejuys spocetné je mnozina
xX=Jx.
n=0
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nejuys spocetnd.
Diikaz. Sefadme mnoziny X,, do posloupnosti

Xn o Tpo, Tply oy Tk« - -
X nyni muzeme seradit do poslupnosti

Zoo, Zo1,T10, Lo2;T11,T20, L03,T12,T21, T30, -,

<o Lok, 1 k-1, L2,k—25 - - -y Tk—2,2, Lk—1,15 Lk,05 + - - -

g

4.5. Dusledek. Je-li X spocetnd, je X x X spocetnd.
(Méme X x X =, .y X x {z}.)

4.6. Dusledek. Mnozina Q vsech raciondlnich cisel je spocetnd.

4.7. Diusledek. Je-li X spocetnd, je kazdd kartézska mocnina X" spocetnd,
a tedy téz
Jx
n=0

je spocetnd.
Nasledkem toho je mnoZina vsech konecnych podmnoZin spocetné mnoziny
spocetnd.

4.8. Fakt. MnoZina R vsech redlnyjch ¢isel spocetnd neni.
Diikaz. Representujme redlnd ¢isla mezi nulou a jednotkou v dekadickych
rozvojich
v 0rrg sy

Predpokladejme, ze je muzeme sefadit do posloupnosti (vertikalné)

ri: 0rprierig s T
ro : 0.rg1Toorag - Top - - -

T3 0131732733+ <+ T3y 0 0

Tt 0rpiTholes - Thn - - -
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Definujme nyni
1 jestlize ry, # 1,
Tpn = . .
2 jestlize ry,, = 1.

Redlné ¢islo r = 0.z129-- -2, -+ se potom v nasi vertikalni posloupnosti
neobjevi — spor. [J

4.9. Cantorova Diagonalizacéni Véta. Procedura z 4.8 je specidlni
piipad slavné Cantorovy diagonalizace.

Véta. (Cantor) Mohutnost mnoziny B(X) vsech podmnozin mnoziny X
je ostre vétsi nezZ mohunost mnoziny X .

Diikaz. Predpokladejme, ze cardX = cardP(X). Mdme tedy vzdjemné
jednoznacné zobrazeni f : X — PB(X) (stacilo by sobrazeni na). Polozme

A={z|lze X, z¢ f(z)}
a vezméme a € X takové, ze A = f(a). Nemuze byt a ¢ A = f(a) protoze

pak by a € A podle definice A. Ale nemuze byt ani a € A protoze pak by ze
stejného duvodu bylo a ¢ A. O
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ITI. Rady.

1. S¢itani posloupnosti jako limita ¢astecnych soucti

1.1. Bud (ay,), posloupnost redlnych ¢isel. K ni prifazend rada

[o.¢]
E a, Or ag-+aj-+ag—+---
n=0

je limita lim,, > "7, ax, pokud existuje.
Presnéji, existuje-li ta limita, mluvime o konvergentni radé, jinak se iik4,
ze jde o tadu divergentni.

1.2. Snadno sé¢itatelna fada: fada geometricka. Bud ¢ redlné ¢islo,
0 < ¢ < 1. Pro konecné soucty

s(n)=1+q+¢+--+q"

mame
q-s(n)=q+¢+--+q¢" =sn) -1+
takze | .
s(n) = ———
) = T

a jelikoz lim,, ¢" = 0 (jinak by bylo a = inf, ¢" > 0 a proto g > a takze pro
néjaké k, ¢* < % a ¢**1 < a — spor) dostaneme

G 1
Zq”zlims(n):—. O
n=0 " 1 4

1.3. Tvrzeni. Necht rada Y, a, konverguje. Potom lim, a,, = 0.
Diikaz. Necht ne. Potom existuje b > 0 takové, ze pro kazdé n existuje
Pn > n takové, ze |ay,, | > b. Tedy

pn—1

Pn
PIUEDBL
k=0 k=0

= ’apn‘ 2 b
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a posloupnost (3 °,_, ax), nenf ani Cauchyovskd. [

1.4. Jeden divergentni pripad: harmonicka fada. Nutna podminka
z 1.3 neni postacujici. Zde je ptiklad, t.zv. harmonickd rada

LTI S
2 3 n
Vezméme konecéné soucty
1o+t 1
Sp = -
>3
k=10"+1
(tedy,
1 1 1 1 1
S — — e — G = — e So— 4.4 atd).
R T e B TR T R TR T Rl

S, méa 9 - 10" séitancu, kazdy z nich > 10”% takze S,, > 1% a tedy

10n+1

1 9
—=14+5+---5,>1 —.
;k + 50 + > +n10

1.4.1. Z téhoz duvodu mame divergentni tady

L. 1, R
271" % & 3757

2. Absolutné konvergentni rady

2.1. Rada > L ay je absolutné konvergentni konverguje-li fada
Nl
n=1

2.2. Tvrzeni. Absolutné konvergentni rada konverguje.
Obecnéji, pokud |a,| < b, pro vsechna n a b, converguje potom
Yoo an konverguge.
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Dikaz. Polozme .

n
Sp = ap a S, = E bk
k=1 k=1

a pripomenme si I1.3. Posloupnost (s,), konverguje a je tedy Cauchyovska.
Pro m < n mame

n n n
|Sn_3m|:| Z ak| S Z |ak| S Z bk:|§n_§m|a
k=m+1 k=m+1 k=m+1

takze i posloupnost (s,), je Cauchyovska, a tedy konvergentni. [

Poznamka. Je to piiklad dulezitého dusledku Bolzano-Cauchyovy Véty.
Vsimnéte si, ze zde mame zarucenu existenci sumy o jejiz hodnoté nemame
zadnou informaci.

2.3. Véta. Rada Yoo g an konverguje absolutné prdvé kdyz pro kazdé
e > 0 existuje ng takové, Ze pro kazdou koneénou K C {n|n > ng} je
D ker ok <e.

Diikaz. Pro posloupnost (z,), kde xz, = >/  lax] a ng < n < m
mame |z, — Tm| = Y, <1<, |0k Podminka o koneénych podmnozinach K
(pripomenme si, ze s¢itance jsou nezaporné), je jen preformulovani pozadavku
aby (z,), byla Cauchyovskd. [

2.3.1. Poznamka. Podle Véty 2.3 vidime, ze soucet absolutné kon-
vergentni fady je s libovolnou pfesnosti aproximovan soucty pres konecné
podmnoziny indexu: pro kazdé ¢ mame koneénou podmnozinu mnoziny N
takovou, ze pres zddnou koneénou mnozinu ve zbytku ¢élent |ax| nedosta-
neme v absolutni hodnoté vétsi soucet nez €. V nasledujici vété uvidime
dalsi aspekt tohoto faktu: absolutné konvergentni fada muze byt libovolné
prehézena a soucet se nezmeéni.

Pro neabsolutné konvergentni fady tomu tak neni. Tam je soucet opravdu
jen limita useku jak za sebou do sebe zapadaji a vysledek zavisi na poradi
ai, as, as,.... To uvidime v pristi sekci.

2.4. Véta. Necht s = Y 7 a, absolutné konverguje. Potom hodnota
souctu nezavisi na serazeni sc¢itancu v posloupnosti a,. Presnéji, pro kazdé
vzdjemné jednoznacéné zobrazeni p : N — N konverguje tada Y~ | apny ke
stejnému souctu S.
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Diikaz. Pro £ > 0 nejprve zvolme podle 2.3 n; takové, aby pro kazdou
konecnou K C {n|n > ni} byl soucet ), . |ax| < €. Dale zvolme ny > n,
tak aby | > 72, ar—s| < e. Koneéné pak zvolme ng > ny takové ze pro n > ng
je

{p(1),...,p(n)} D{1,2,...,ny}.

Bud nyni n > ng. Polozme K = {p(1),...,p(n)} ~{1,2,...,n2}. Mdme

n no
> Sty — sl =D ar+ > ap—s| =
k=1 k=1

keK
no n2
= |Zak—s—|—2ak| < |Zak—s|+2|ak| <2. O
k=1 keK k=1 keK

2.5. Dvé kriteria absolutni konvergence. Scitatelnost geometrické
fady (viz 1.2 a Tvrzeni 2.2) vede k nasledujicim jednoduchym kriteriim ab-
solutni konvergence.

2.5.1. Tvrzeni. (D’Alembertovo Kriterium Konvergence) Necht existugi
q <1 ang takova,ze pro vsechna n > ny,

an+1

<gq.

Qn
Potom Y~ | a,, absolutné konverguje. Existuje-li ng takové, Ze pro n > ny

CLn—&—l
Qp

> 1

~ o0 . .
fada )~ a, diverguje.

Diikaz. Plati-li prvni, mame pro n > ng, |ant1| < qla,| takze |a, x| <
’an0| ’ qk'

Druhé tvrzeni je trividlni. [

2.5.2. Tvrzeni. Cauchyovo Kriterium Konvergence) Necht existuji g < 1
a ng takovd,Ze pro vsechna n > ny,

Vlan| < q.

Potom Y~ | a, absolutné konveguje. Existuje-li ny takové, Ze pro n > ng

Y/]ay] > 1 Potom Y | a, diverguje.
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Dukaz. To je jesté snadnéjsi: je-li {/|a,| < qje |a,| <¢". O

2.5.3. Tato kriteria jsou ¢astom presentovana v trochu slabsi, ale pruhlednéjsi

formeé:

An41

Jestlize lim,, < 1 resp. lim, {/|a,| < 1 potom Y " a, konverguje

et > 1 resp. limy, {/]an| > 1 potom 7ada 3 77, a,

absolutne, jestlize lim,,
nekonverquje vubec.

V této formulaci je zfejma mezera: co se stane je-li ta limita 17 Cokoli:
takova rada muze byt i absolutné konvergentni, nebo konvergentni ale ne ab-
solutné, nebo treba nekonverguje vibec (to posledni jsme vidéli 1.4, priklady
prvnich dvou uvidime déle v 3.2).

3. Neabsolutné konvergentni rady

3.1. Alternujici rada. Jiz jsme vidéli, ze lima, = 0 obecné nestaci k
tomu, aby fada konvegovala. V nasledujicim dulezitém piipadé vsak ano.

Tvrzeni. Necht a, > a,,1 pro viechna n. Potom rada
CL1—CL2+CL3—CL4+"'

konverguje pravée kdyz lim,, a,, = 0.
Diikaz. Definujme s, = Y p_,(—1)""'a;. Mdme

Sont2 = SontQony1—Aont2 < S2n and  Soui3 = Sony1—U2nt2tA2n43 > Sontl-
Takze zde jsou dvé posloupnosti

81 283>+ > Sopp1 = v,
S <8y < -vr <8y ke

Y

obé z nich konvergentni podle I1.2.6. Mame So,11 — So,, = ao,11 Takze obé
konveguji k témuz ¢islu (a tedy k lim, s,,) pravé kdyz lim, a, = 0. O
3.2. Poznamky. 1. Specidlné mame konvergentni fadu

111 1
R
537175 (+)
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Ta podle 1.4 ale neni absolutné konvergentni. VSimnéte si, ze zde lim,,
1 (viz téz 2.5.3)

2. Vezméme tadu () a prepisme ji na
1 1 N 1 1 n 1 1 n
2 3 4 5 6 7

! + + ! +
1-2 3-4 5-6
To je posloupnost positivnich ¢isel se stejnym souctem jako (x). Je tedy

(2n+1)(2n+2) | 1
(2n+3)(2n+4) |

an41 _
a

tedy na

absolutné konvergentni a mame zde téz lim,, = lim,,

(viz opét 2.5.3).

Ant1
a

3.3. Na konec jesté ukazeme, ze soucet konvergentni ale nikoli absolutné
konvergentni fady je pouze ta limita z definice, a nemuze byt nahlizena jako
“spocetny soucet”.

Méjme tedy > 7| a,, konvergentni, ale nikoli absolutné. Posloupnost (ay, ),
rozdélme na dvé

B : bl,bg,bg,,...,
C: C1,C2,C3, ...,

prvni sestavajici ze vSech kladnych a,, druha z téch zapornych, obé v tom
poradi jak se objevuji v puvodni (a,),.

3.3.1. Lemma. Zddnd z posloupnosti (3 r_, bi)n, (O op_i(—Ck))n nemd
horni mez.

Diikaz. 1. Necht ji maji obé. Potom Y 2 b, 1 Y o ¢, jsou absolutné
konvergentni. Pro € > 0 zvolme n; takové, ze pro kazdou K C {n|n > ny}
je D ke bkl < ea Yok lek] < e. Zvolime-li nyni ng tak aby {ai,...,an,}
jiz obsahovala {by,..., b, } a {c1...., ¢, } mdme pro kazdou koneénou K C
{n|n > ne} soucet >, lax| < 2 a vidime, ze ) | a, absolutné konver-
guje.

2. Bud (>°7_,(—ck))n omezend a (> _, by), ne. Potom Y > ¢, je ab-
solutné konvergentni; zvolme n; tak aby pro kazdou K C {n|n > n;} bylo
Y oker low|l < 1. Je-li ng takové, ze {ay, ..., an,} obsahuje tsek {ci,..., ¢y}
mAame pron > ng » gy g > Yy b — Y piy lew| — 1 atedy (37 _, ax), neni
omezend a nemuze konvergovat. [
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3.3.2. Tvrzeni. Bud Y .- a, konvergentni ale ne absolutné. Bud r
libovolné redlné cislo. Potom muze byt tada prehdzena tak, Ze Y .| apm)
(p : N — N je vhodné vzdajemné jednoznacné zobrazent) je rovna r.

Diikaz. Bud, dejme tomu, r > 0. Bud n; prvni pfirozené ¢islo takové,
ze Y L, by > r. Déle vezméme prvni m; takové, ze Y ;L by + > 02 by < 7.
Potom ns prvni takové, ze

Z b + Z by + Z b, >r
k=n1+1
a my prvni takové,ze
Zbk+2bk+ Z by + Z Ccp <T.
k=n1+1 k=m1+1

Kdyz takto pokrac¢ujeme a vezmeme v tdvahu to, ze obé (b,), and (c,),
(podposloupnosti (a,),) konverguji k nule, vidime, ze

b1+"'+bn1+cl+"'+cm1+bn1+1+"'+bn2+cm1+l+"'+cm2+"'
"+bnk+1+"'+bnk+1+ka+1+"'+cmk+1+"':T O
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IV. Spojité realné funkce

1. Intervaly

1.1. Oznaceni a terminologie. Pripomenime si standardni znaceni. Pro
a < b polozime
b) ={z|a <z <b}
a,b) ={z|a <z <b}
by ={z|a <z <b}
b)

(—o0,b) = {x|x < b}

Tyto podmnoziny R, a navic ) a R, se nazyvaji (redlné) intervaly. O prvnich
¢tyfech 0 se mluvi jako o omezenigjch intervalech.

Dale, v pitipadech 1, 5, 7, # a R mluvime o otevienych intervalech, a v
piipadech 4, 5, 8 () a R o uzavrenych intervalech. Viimnéte si, ze () and R (a
jen ty) jsou zdroven oteviené i uzaviené.

1.1.1. Pozor mozné nedorozumnéni. Symbol “(a,b)” jsme jiz uzivali
pro usporadanou dvojici prvkiu. Budeme to délat i dale: ¢tenar jisté rozezna
z kontextu jde li o interval nebo o dvojici.

1.2. Obecna charakteristika intervalu. Podmnozina R se nazyva in-

terval jestlize
Va,beJ (a<z<b = zecl). (int)

1.2.1. Tvrzeni. Podmnozina J C R je interval ve smyslu definice (int)
prdvé kdyz je to jeden z pripadi uvddéngch v 1.1 (zahrnujeme opét ) a R).

Diikaz. Kazda z mnozin z 1.1 ziejmé spliuje (int).

Necht nyni J splituje (int) a necht je neprézdnA.

(a) Necht J m4 horn{ i dolnf mez. Potom existuji a = inf J a b = sup J.

(al) Jestlize a,b € J potom ziejmeé J = (a, b).

(a2) Jestlize a € J ale b ¢ J a je-li a < x < b mame podle definice infima
y € J takové, ze x < y a tedy podle (int) x € J a vidime, ze J = (a, b).
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(a3) Podobné v piipadeé, ze a ¢ J a b € J zjistime, ze J = (a, b).

(ad4) Neni-li zaddné z a,b v J a je-li a < z < b zvolime podle definic
suprema a infima y,z € J takova, ze a < y < x < z < b a gzjistime, ze
J = (a,b).

(b) Mé&-li J dolni, ale ne horni mez polozme a = inf .J.

(bl) Je-li @ € J uvazujme jako v (a2), s y € J takovym, ze a < z < y
ziskanym z nedostatku horni meze, a snadno zjistime, ze J = (a, +00).

(b2) Jestlize a ¢ J uvazujeme jako v (a4) volbou y z definice infima and
2 z neexistence horni meze. Dostaneme J = (a, +00).

(c¢) M&-li J hérni ale ne dolni mez vezmeme b = sup Ja analogicky jako v
(b) zjistime, ze J je bud (400, b) nebo (+00,b).

(d) Konecné jestlize J nemd horni ani dolni mez zjistime snadno (podobné
jako v (ad)) ze J=R. O

1.3. Kompaktni intervaly. Omezené uzaviené intervaly (a,b) maji
zvlasté dobré vlastnosti. Budeme o nich mluvit jako o kompaktnich inter-
valech (jsou to specidlni piipady velmi dulezitych kompaktnich prostori o
nichz bude te¢ pozdéji). Zejména budeme uzivat vétu I1.2.7 v nésledujici
reformulaci.

1.3.1. Véta. Kazda posloupnost v kompaktnim intervalu J obsahuje pod-
posloupnost konvergugici v J.

2. Spojité realné funkce jedné realné proménné

2.1. Budou nés zajimat funkce f : D — R s defini¢cnim oborem D typicky
intervalem nebo nazornym sjednocenim intervali. Pokud nezdturaznime jinak,
budeme o téchto redlnijch funkcich jedné redlné proménné mluvit prosté jako
o funkcich.

2.2. Spojitost. Rekneme, ze funkce f : D — R je spojitd v bodé x € D
jestlize

Ve > 035>0 takové, ze (ye Daly—z|<d) = |[fly)— f(z)| <e.
Funkce f: D — R je spojitd je-li spojita v kazdém bodé x € D, tedy jestlize

Vee DVe>030>0 ((yeDaly—zx|<9) = |fly)— flz)] <e).
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2.2.1. Konstanty a identita. Napriklad konstantni funkce f: D — R
definovanéd predpisem f(x) = ¢ pro vSechna x € D, nebo f : D — R
definovand predpisem f(x) = x jsou spojité.

2.3. Aritmetické operace s funkcemi. Pro f,g : D - Raa € R
definujeme

f+g, af, fgapokud g(x) #0prox € D, =

predpisy
(f +9)(@) = f@) +9(2), (of)(z) = af(),
(f9)(@) = f(x)glx) a (g) @):%_

2.3.1. Tvrzeni. Necht f,g: D — R jsou spojité v = a necht a je redlné
¢islo. Potom f+ g, af, fg, a je-li g(x) # 0 pro x € D, téz L g0 Jsou spojité v
x.

Diikaz. Je to zcela analogické dukazu v 11.2.3 - jediny rozdil je v hledani
¢isel 0 misto ng. Jen pro ilustraci dukaz provedeme, tentokrat krajné pe-
dantsky, pro souc¢in fg. Vsimnéte si vSak, ze ta priliSna peclivost smérujici
k upravenému e, misto toho abychom prosté mysleli v predstavé “libovolné
malého”, jen zamlzuje podstatu véci. Jako cviceni si dukaz zopakujte bez
pedantskych tprav.

Vezméme ¢ > 0. Zvolme

o1 > 0 takové, ze |y — x| < &1 = |f(y)| < |f(z)],

5
02 > 0 takové, ze [y — x| <0y = - “2(g@I+ 1)’
N akové, ze |y — z 2 f(y) = f()] 2(lg(z)| + 1)
5
03 > 0 takové, ze |y — x| < & = BET(IE ]
3 akové, ze |y — x| < 03 l9(y) — g(x)] 2(]f(z)] +1)

a polozme § = min(dy, 0y, 03). Je-li |y — x| < § méme

[f(@)g(x)=f(W)g()| = [f(x)g(x) = f(y)g(z) + f(y)g(z) — fY)g(y)] =
|

= |(f(z) = f(y)g(z) + f(y)(g(x) — g9(y))| <
<lg(@)[|f(z) = f)| + [fWllg(z) —g(y)| <
< (lg (@Hl)mﬂL(\f@?)Hl)W:& O

33



2.3.2. Nasledujici tvrzeni mohu ponechat ¢tenéfi jako lehké cviceni.

Tvrzeni. Pro f,g: D — R definujme max(f, g), min(f, g) a |f| predpisy

max(f, g)(z) = max(f(z), g(x)), min(f,g) = min(f(z), g(x))
a [fl(x) = |f(z)].

Jsou-li f and g spojité v x jsou in max(f,g), min(f, g) a |f| spojité v x.

2.4. Skladani redlnych funkci. Budte f : D - R a g: E — R redlné
funkce a necht f[D] = {f(z)|z € D} C E. Definujeme pak slozen{ funke{ f
a ¢, znacené

gof,
piedpisem (g o f)(z) = g(f(z)).
2.4.1. Tvrzeni. Bud f: D — R spojité vz a g: E — R spojitd v f(z).
Potom je g o f spojitd v x.
Diikaz. Vezméme € > O, zvolme n > 0 tak aby |z — f(x)| < n implikovalo

lg(2)—g(f(z))| <e,ad > 0tak aby |y—z| < ¢ implikovalo | f(y)— f(z)| < n.
Potom |y — x| < § implikuje |g(f(y)) — g(f(2))| <e, O

3. Darbouxova véta

3.1. Véta. Bud f : J — R spojitd funkce definovand na intervalu J.
Bud'te a,b € J, a < b, a necht je f(a)f(b) < 0. Potom existuje ¢ € (a,b)
takové, Ze f(c) = 0.

Diikaz. Necht tieba f(a) < 0 < f(b) (jinak zkoumejme — f a uzijme toho,
ze je to spojita funkce préave kdyz to plati o f).

Polozme

M={x]|a<z<b, f(x)<0}.

Jelikoz je a € M, M # (0, a M m4 horni mez b z definice. Proto existuje
c=supM

a plati @ < ¢ < b takze ¢ € J a hodnota f(c) je definovana.

Necht f(c) < 0. Vezmémeé ¢ = —f(c) a & > 0 takové, ze pro x kde
lc—z| < dje f(c) —e < f(x) < flc) +e. Zvlasteé je pro ¢ < x < ¢+ 6 dosud
f(z) < f(c)+ (= f(c)) = 0 takz ¢ neni horni mez M.
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Necht f(c) > 0. Vezméme € = f(c) ad > 0 takové, ze pro z kde [c—x| < &
mame f(c)—e < f(x) < f(c)+e. Ted je zase proc—d < zjiz 0 = f(c)—f(c) <
f(z) (je-li z > ¢, je 0 < f(x) z definice mnoziny M) a existuji horni meze
mensi nez c.

Tedy f(c) neni ani mensi ani vétsi nez 0 a zustavé jen moznost f(c) =

0. U

3.2. Véta. (Véta Darbouxova) Bud f : D — R spojitd funkce, a necht
J je interval J C D. potom jeho obraz f[J] je téz interval.

Diikaz. Necht jsou a < b v J a necht f(a) <y < f(b) nebo f(a) >y >
f(b). Definujme g : D — R predpisem g(z) = f(x) —y. Podle 2.2.1 a 2.3.1 je
g spojita. Méme g(a)g(b) < 0 a tedy podle 3.1 existuje z mezi a a b (a tedy
v ) takové, ze g(z) = f(x) —y =0, tedy f(z)=y. O

3.3. Umluva. Rekneme, 7e funkce f D — R je rostouct, neklesayict,
nerostouct resp. klesajici jestlize

r<y = [flz) <[fy), fz) < [y), [x) = [fy), resp. f(z)> f(y).

Na rozdil od zvyklosti v teorii usofddanych mnozin (kde rozlisujeme mono-
tonn{ a antitonni zobrazeni), v analyse se uziva termin monotonni zobrazeni
jako spole¢ny pro vSechny tyto ptipady.

Jestlize x < y implikuje f(z) < f(y) resp. f(x) > f(y) mluvime o ryze
monotonnich zobrazenich.

3.4. Tvrzeni. Bud J interval a bud f : J — R prosté spojité zobrazens.
Potom je f ryze monotonni.

Diikaz. Jinak existuji a < b < ¢ takova, ze f(a) < f(b) > f(c) nebo
f(a) > f(b) < f(c). Diskutujme prvni piipad, druhy je zcela analogicky.
Zvolme y takové, ze max(f(a), f(c)) <y < f(b). Uzitim Véty 3.2 pro interval
(a,b) dostaneme 1, a < x1 < b, s hodnotou f(z1) =y, a kdyz totéz uéinime
v intervalu (b, ¢) ziskdme x5, b < 1o < c téz s f(x2) = y. f tedy neni prosté.
0

4. Spojitost monotonnich a inversnich funkci

4.1. Véta. Monotonni funkce f : J — R na intervalu J je spojitd prdvé
kdyz f[J] je interval.
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Dukaz. 1. Kdyby f[J] nebyl interval f by nebyla spojita podle 3.2.

II. Nyni bud’ f[J] interval, = € J; necht to nen{ krajni bod toho intervalu,
takze existuji x; < = < x5 stéle v J. Zvolme £ > 0 aby bylo |f(x) — f(y)| =0
prox—0<y<x+9.

Jestlize f(z1) < f(z) = f(xa) zvolme u takové, ze min(f(z1), f(z) —

g) < u < f(x) a, podle 3.2, x| takové, ze f(x}) = wu. Pokud nyni je 0 <
d < x — 2f,z9 — x dostdvdme z monotonie f(zx) —e < f(y) < f(z) pro
r—0<y<x+9.

Jestlize f(a:l) f(z) < f(x2) zvolme v tak, aby f(z) < v < min(f(x2), f(z)+

e) a podle 3.2, x, takové ze f(x}) =v. Je-li 0 < 0 < x— 1, 2 — x dostdvame
zmonotomef() () flz)+eprox—0 <y<z+§.
Jestlize f(z1) < f(z) < f(x2) zvolme u,v takova, ze max(f(z2), f(z) —

g) < u < f(x) < v < min(f(xe), f(x) + ) a podle 3.2, x},x, tak, aby
f(@) =wa f(zh) =v. Je-i 0 < § <2 — 2,2, — x dostdvdme z monotonie
flx)—e< fly) < f(x)+eprox—d<y<xz+0.

Pripady krajnich bodu intervalu (mé-li je) jsou zcela analogické, vlastné
jednodussi protoze se staci zabyvat jen jednou stranou okoli bodu z. [

Poznamka. Museli jsme zv14st diskutovat pripady f(z1) = f(z) = f(x2),
f(z1) < f(z) = f(z2) a f(z1) = f(z) < f(xy) protoze predpokldddame f jen
monotonni, ne nutné ryze monotonni. Ctenai ovsem vidi, ze podstata je
patrnd z pripadu f(x;) < f(z) < f(x2); pfi prvnim ¢éteni doporucuji prvni
tfi pripady preskocit, dukaz bude (jesté) prihlednéjsi.

4.2. Inverse realné funkce f : D — R. Inverse funkce f : D — R je
redlnd funkce g : E — R, kde E = f[D], takovd, ze go f a f o g existuji a
f(g(x)) =2 and g(f(x)) = x pro viechna = € E resp. z € D.

4.2.1. Pozorovani. Je-li g : E — R inverse funkce f : D — R je
f D — R inverse funkce g : E — R, plati f[D] = E a g[E] = D, a f,g
omezené na D, E jsou vzdjemné inversni zobrazen.

(Prvni tvrzeni je ziejmé. Déle, polozime-li pro y € E x = g(y) mame
f(x) =y. Tedy jsou restrikce D — E and E — D vzajemné jednozna¢né.)

4.3. Tvrzeni. Bud f:J — R funkce definovand na intervalu J. Potom
mda inverst g : J' — R prdvé kdyz je ryze monotonni, a toto zobrazeni g je
potom Spojité.

Dikaz. f musi byt podle 3.4 prosté a tedy ryze monotonni. To podle
2.3 znamend, ze J' = f[J] je interval, a inverse g : J' — R je také ryze
monotonni. Mdme g[J'] = J interval, a tedy je ¢ spojita podle 4.1. [
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4.4. Poznamka. Nyni jiz za¢iname mit zasobu spojitych funkei. 7Z 2.2.1
a 2.3.1 hned vidime, ze jsou spojité funkce dané polynomialnimi formulemi

f(@) = ap+ arx + apx® + -+ - + a, 2"

a téz funkce

(@) ap + a1z + axr® + - + a,z"
€Tr) =
bo + bix + bax? + - - - + b x™
(fiké se jim raciondlni funkce) pokud ovsem definiéni obor neobsahuje = pro
kterd by + byx + byx® + -+ + b 2™ = 0.
Déle, podle 4.3 jsou zde spojité funkce dané formulemi

fl@) =V, fl@)=z

(se ztejmymi predpoklady o defini¢nich oborech) a vsechny funkce ziskané ze
vsech zminénych v koneéné mnoha krocich sklddanim, aritmetickymi opera-
cemi, a operacemi z 2.3.2. Dalsi dostaneme v piisti kapitole.

5. Spojité funkce na kompaktnich intervalech

5.1. Véta. Funkce f : D — R je spojitd prave kdyz pro kazZdou posloup-
nost konvergentni v D je lim,, f(z,) = f(lim, x,).

Diikaz. 1. Bud f spojitd a lim,, z,, = 2. Pro € > 0 zvolme ze spojitosti § >
0 takové,ze |f(y)—f(x)| < e pro |y—x| < d. Podle definice konvergence mame
ng takové, ze pron > ng, |z, —x| < 4. Tedy, je-lin < ng je |f(z,)— f(x)] < e
a vidime, ze lim, f(z,) = f(lim, z,,).

II. Necht f neni spojitd. Potom mdme z € D a gy > 0 takové, Ze pro
kazdé 6 > 0 existuje x(J) takové, ze

v —2(0)] <d ale |f(z) = f(2(0))] = e

Polozme z,, = x(1). Potom lim, z,, = z ale (f(x,)), nemuze konvergovat k

f(z). O "

5.2. Véta. Spojita funkce [ : (a,b) — R na kompaktim intervalu nabjvd
maxima i minima. To jest, existuji xo,z1 € {(a,b) takovd, Ze pro vSechna
x € {(a,b),

f(zo) < flx) < f(x1).
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Diikaz provedeme pro maximum. Polozme

M ={f(x)|z € (a,b)}

I. Nejprve predpokladejme, ze M neni shora omezend. Potom muzeme
pro kazdé n zvolit z,, € (a,b) takové, ze f(x,) > n. Podle 1.3.1 existuje
podposloupnost zy, s limitou lim, xy, = = € (a,b). Podle 5.1, lim,, f(zy,) =
f(z) ve sporu s tim, ze f(zy,) mohou byt libovolné velkd ¢isla.

I1. Tedy zifejmé nepréazdna mnozina M je shora omezena a ma tedy supre-
mum s = sup M. Podle definice suprem méame z,, € (a,b) takovd, ze

1
s — = < flz,) <s. (*)
n
Zvolme opét podposloupnost xy,, s limitou lim,, x, = = € (a,b). Podle 5.1 je
lim,, f(xg,) = f(x) a podle () je tato limita s. Mdme tedy f(z) = sup M =
max M. [

5.4. Dusledek. Necht jsou vsechny hodnoty spojité funkce na kompaktnim
intervalu J kladné. Potom existuje ¢ > 0 takové, Ze pro vsechny hodnoty f(z)
je > c.

(Totiz ¢ = miny f(x).)

5.5. Diusledek. Necht f : J — R je spojitd a necht J je kompaktni.
Potom je f[J] kompaktni interval.

Obecnéji, je-li f : D — R spojita a J C D kompaktni interval je f[J]
kompaktni interval.

5.5.1. Pozndmka. Kompaktn{ intervaly a ) jsou jediné intervaly jejichz

typ je zachovan libovolnym spojitym obrazem. Pro ty ostatni je f[.J] opét
interval, ale typ se muze zménit.

6. Limita funkce v bodé

6.1. V nasledujicim, abychom se vyhnuli zbyteénym pismentum, budeme
vynechdvat specifikaci definiénich oboru v nékterych formulich (napf., vime-
li jiz, ze nase funkce je f : D — R a mluvime-li o spojitosti piSeme jen
“Ve>035>0 takové ze |y —z| <d = |f(y) — f(x)] <<&”.
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Rekneme, ze funkce f: D — R md limitu b v bodé a, a piseme

lim f(z) =b

T—a
jestlize
Ve > 035 >0 takové, ze (0< |z —al<d) = |f(x)—b|<e.

Poznamka. Vsimnéte si napadné podobnosti s definici spojitosti, ale téz
zasadniho rozdilu:

v této definici neni zminka o konkretni hodnoté funkce f v bodé a. Bod a
ani nemust byt v definicnim oboru D, a pokud je, hodnota f(a) nehraje
Zddnou roli a nemd co délat s hodnotou b.

6.2. Jednostranné limity. Rekneme, ze f : D — R md limitu b v bodé
a zprava, a piseme
lim f(z) =10

r—ra+
jestlize
Ve >036>0 takové, ze (0<z—a<d) = |f(x)—b <e.

Mad limitu b v bodé a zleva, psano

lim f(z) =0,

T—a—
jestlize
Ve >036>0 takové, ze (0<a—z<9) = |f(x)—0b <e.

6.2.1. Poznamka. Ctendf si jisté véiml, ze jsme formélné mohli dostat
jednostranné limity jako specidlni ptipady zdkladni definice prosté zménou
oboru hodnot definujice f jen pro z > a u limity zprava, a podobné v druhém
pifpadé. Ale to by kazilo intuici. Af je definiéni obor jakykoli, smysl definic
je chovani funkce pfi priblizovani k a (aniz bychom tohoto bodu dosahli), v
jednostranych pripadech pii ptiblizovani shora nebo zdola.

6.3. Pozorovani. Funkce f : D — R je spojitd v bodé a pravé kdyz
lim, ,, f(x) = f(a).
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(Srovnejte definice.)

6.3.1. Jednostranna spojitost. Rekneme, ze funkce f : D — R je spo-
Jitd v bodé a zprava (resp. zlevaje-lilim, . f(z) = f(a) (resp. lim,_,,_ f(z) =

f(a)).

6.4. Tvrzeni. Necht limity lim, .,(f)(z) = A a lim,_,, g(x) = B exis-
tugi and necht « je rediné éislo. Potom lim,_.(f + g)(z), lim,_4(af)(z),
lim,,.(fg)(z), a pokud B # 0 téz limw_,ag(a:), existuji, a jsou rovny, v
tomto poradi, A+ B, aA, AB a %.

Dikaz. Uzijte 6.3 a 2.3.1. Vsimnéte si, ze je-li B # 0 existuje &g > 0
takové, ze |[x —a| < &g je g(z) #0. O

6.4.1. Totéz samoziejmé plati pro jedostranné limity.

6.5. Nyni bychom mohli ocekavat, ze analogicky s 2.4.1 bude téz platit,
kdyz lim, ., f(x) = b a lim,_;, = ¢ bude téz lim,_,,(g(f(x)) = ¢. To skoro
plati, ale musime byt opatrni.

Uvazme nésledujici priklad. Definujme f, g : R — R predpisy

x pro raciondlni x, 0 pro x # 0,
f(w)Z{ a 9(!70):{

0 pro iraciondlni x 1 pro z = 0.

Mame zde lim,_,o f(z) = 0 a lim,_,o = 0 zatim co lim,_,og(f(z)) vubec
neexistuje.
Plati vSak velmi uzitecné

6.5.1. Tvrzeni. Necht lim,_,, f(x) = b a lim,_;, g(x) = c. Necht
bud’

(1) g(b) = ¢ (je-li g(b) je definovdno, g je spojitd v b)
nebo
(2) pro dostatecné malé 69 > 0, 0 < |z —a| < dy = f(x)#b.
Potom lim,_,, g(f(x)) exisuje a je rovna c.
Dikaz. Pro € > 0 zvolme n > 0 takové, ze
O<ly—bl<n = lgy)—cl<e
a k tomuto 7 zvolme 0 > 0 (v druhém piipadé § < dy) takové, ze

O<l|z—al<d = |f(x)=0]<n.

40



Potom pii 0 < |z — 0| < € mame v piipadé (2) |g(f(z)) — ¢| < e protoze
|f(xz)—b| > 0.V piipadé (1), | f(z)—b| = 0 nastat muze, ale nic nepiijemného
se nestane: mam zde |g(f(z)) —¢/=0. O

6.6. Tvrzeni. Necht lim, ,, f(x) = b = lim, ., g(z) and necht f(x) <
h(xz) < g(x) pro |z — a| mensi nez néjaké 6o > 0. Potom lim,_,, h(z) existuje
a je rovna b.

Diikaz. Je to ziejmé: je-li |f(z) — bl <calg(z)—b| <ecjeb—e < f(z) <
h(z) <g(z)<b+e O

6.7. Nespojitosti prvniho a druhého druhu. Neni-li funkce defino-
vana v bodé a € D v tomto bodé spojitd, mluvime o nespojitosti prvniho
druhu existuji-li zde jednostranné limity, ale bud nejsou stejné, nebo nejsou
rovny hodnoté f(a).

Jinak mluvime o nespojitosti druhého druhu.
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V. Elementarni funkce

V 1V.4.4 jsme zminili nékteré zéakladni spojité realné funkce dané jedno-
duchymi formulemi (polynomy, racionédlni funkce, odmocniny) a vsechno co
z nich je mozné dostat opakovanym uzitim sklddani, aritmetickych operaci a
inversi.

V této kapitole rozsifime zasobu funkci logaritmy, exponencidlami, go-
niometrickymi a cyklometrickymi funkcemi. O takto rosifeném systému se
obvykle mluvi jako o systému elementdrnich funkci.

Tyto nové funkce budou zavedeny s ruznou mirou presnosti. Logaritmus
zavedeme axiomaticky a ¢tenaf bude muset prozatim veérit, ze funkce s ta-
kovymi vlastnostmi skutecné existuje. To vSak bude celkem brzo napraveno
az budeme mit zakladni techniku Riemannova integralu
K tomu budeme potiebovat navic jen nékterd nazorna fakta o limitach. Pri
tom vyuzijeme geometrickou intuici o délce oblouku kruznice (doufejme do-
statecné presvedcivé, ale prisnost uvahy nebude dokonald). Presné se k nim
budeme moci vratit az ve tfetim semestru.

1. Logaritmy

1.1. Funkce
lg:(0,400) = R

mé nésledujici vlastnostit
(1) lg roste na celém intervalu (0, +00)
(2) lg(zy) =lg(z) +1g(y)

(3) lim,; 2% = 1.

1.2. Dvé rovnosti. Mame

lgl1=0 a lgzzlgx—lgy.
Y

IExistence takové funkce bude dokézéna v XI1.4.
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(lgl =1g(1-1) =1g1+1g1. Déle, lg% +lgy = lg(iy) =lgz.)

1.3. T7i limity. Mame

lg(1
im B gz =0, limlgS =0,
x—0 €x r—1 T—a a
(Pro prvni uzijeme IV.6.5.1 a zfejmé lim, ,o(x + 1) = 1. Pro druhou,

lim, 1 lgx = lim,_,; % lim, ,;(x — 1) = 1-0 = 0; pro tfeti uzijeme, IV.5.1
druhou, a ziejmou lim,_,, £ = 1.)

1.4. Tvrzeni. Funkce 1g je spojitd a 1g[(0, +00)] = R.

Diikaz. Pro libovolné a > 0 mame lim, 4 1g 2 = lim,_,, 1g(a?) = lim,_,,(1g a+
lg2) = lim,,lga + lim,,1g % = lga + 0 = Iga takze je Ig spojitd podle
IV.6.3. Nyni jiz podle 1V.3.2 vime, ze J = 1g[(0,400)] je interval. Podle
1.1(1), K =1g2 > 0 a podle 1.2 mame — K = lg%. Tedy jsou v J libovolné
velkd kladné cisla, totiz nK = 1g(2"), a libovolné velkd kladnd ¢isla, totiz
—nK =1lg 2%, takze podle definice intervalu x € J pro vSsechna x € R. [

1.5. Logaritmus s obecnym zakladem. Zatim jen definice. Logaritmus
o zdkladu a, kde a >0 a a # 1, je

lgx
log, x = —.
lga

2. Exponenciela

2.1. Podle 1.4 (a IV.4.3), mé lg spojitou inversi

exp: R — R se véemi hodnotami exp(x) kladnymi.

Z pravidel 1.1 a 1.2 hned dostaneme

exp0 =1,

exp(r +y) =expx-expy, a
exp ¥

exp(z —y) = :
expy
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2.1.1. Z 1.1.(3) a IV.5.5.1 ziskdme dulezitou limitu

exp(z) — 1 1

lim
x—1 x

2.2. Funkce exp a umocnovani. Eulerovo c¢islo. Cislo
e =exp(1).
se e nayva Fulerovo ¢islo nebo Eulerova konstanta.
Pro prirozené n dostavame

n

—N—
expn=exp(l+1+---4+1)=¢€"

a podle 2.1,
(=n) :
exp(—n) = =e
P exp(n)

—n

Déle, vzpomenime si na standardni raciondlni exponenty as definované jako
aP. Dostavame
exp(l) = ¢t
4q
jelikoz exp(2)? = exp(p) = €” a je to jediné kladné ¢islo s touto vlastnosti.
Vezmeme-li nyni v ivahu spojitost exp vidime, ze na tuto funkci je ptirozené
se divat jako na

explx) = ¢,

z-tou mocninu c¢isla e.

Limita z 2.1.1 bude uzivdna ve tvaru

2.3. Jelikoz je €!#% = explga = a mizeme pro a > 0 definovat

a® = emlga

a snadno ovérime, Ze to je pfirozené mocnéni (exponenciace) jako u e” (sou-

n krat

hlasici s klasickym a™ = aa---a atd.).
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2.3.1. Ted muzeme lépe osvétlit log, z z 1.5: je to inverse k exponenci-
i 5 3 S v s ‘ lgz
aci a® podobné jako lgx je inverse k e®. Skutetné, mdme a'%8«% = glsa =
82 10q _ lg(a®) lg(e®l8 @) zlga

Ioa _ Jlgx __ T _ _ _
elsa B9 = 87 — 1 a log,(a") = b = e = =%

2.3.2. Nakonec jesté muzeme exponenciace uzit (i kdyz jen pro z > 0) k
definici spojité funkce

T % = 187,

/ oy ’ ’ . - s . b .
Je snadné cviceni ukdzat, ze je to ve shodé s klasicymi 2" and z« (omezenymi
na x > 0).

3. Goniometrické a cyklometrické funkce
3.1. Pripomenme si bézné funkce
sin,cos : R —+ R
obvykle definované jako podil protilehlé resp. prilehlé odvésny k ptreponé
pravouhlého trojihelnika. Argument v téchto funkcich je thel (k nénuz je
strana o kterou jde protilehld ¢ prilehld). K méteni toho ihlu (a tedy k

ziskani argumentu x) se uziva délka tiseku jednotkové kruznice (viz obrazek
dole); budeme predpoklddat, Ze vime co tato délka je®.

sinx T

Cos T

Obé funkce definujeme na celé R jako periodické s periodou 27, viz dale
(“argumentova délka se obtaci kolem jednotkové kruznice”).

2Rigorosni definice bude az v XXIIL.1
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3.1.1. Shrime zakladni zndmé vlastnosti:
sin? & + cos? & = 1,
|sinzl,|cosz| < 1.
sin(z + 27) =sinz, cos(x + 27) = cosx,
sin(z + ) = —sinz, cos(zx + m) = —cosz,
T . m
cosT = sm(§ —1x), sinzx= COS(§ — ).

sin(—x) = —sinz, cos(—x) = cosz.

3.1.2. Dale si pripomenme dulezité formule

sin(x + y) = sinx cos y + cos x sin y,

cos(x +y) = cosx cosy — sin x sin y.

3.1.3. Z formuli 3.1.2 snadno odvodime bézné uzivané rovnosti
sinx cosy = §(sin(:p +y) —sin(z — y)),

1
sinzsiny = §<COS(SL’ —y) — cos(xz +y)),

1
COST COSY = §(COS(ZL‘ —y) +cos(z +y)).

3.2. Cty#i dalezité limity.
1. lim,_,gsinz = 0,
2. lim,_,gcosx =1,
3. lim, o 982 =1,

x
4. hmx%o

cosz—1 __ 1

Vysveétleni. Mluvim radéji o “Vysvétleni” nez o “Dukazu”. Dedukce bude
zalozena na intuitivnim chapéni délky tseku kruznice z jednotkové kruznice
(nemélo by to délat potiz, kréatké tseky, o které jde jsou “skoro rovné”).

Vezméme nésledujici obrazek.
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B
tanm:%
1 sinz z
A Ccos T C E
1. Jelikoz |sin(—=x)| = |sinx| staci vzit kladné x. Zakiiveny argument x

je delsi nez sinx (usek BC') (je dokonce delsi nez rovna tsecka BE), takze

pro mala kladnd x mame 0 < sinx < x, a jelikoz lim, .oz = 0 tvrzeni plati.

2. Podle 1 mame lim,_,gcos?z = 1 — lim,_,osin®?x = 1 a jelikoz = — NG

je spojita v bodé 1 dostavame lim,_,qcosx = 1.
3. Srovnanim obsahu trojuhelniki ABC, ADE a kruhové vysece nad x

(ABFE), dostaneme
. 1 lsinx
—sinxcosr < —x < —
2 2cosx

a z toho déle .
sin x 1
cost < <

r T cosx
Uzijme 2 a IV.6.6.
4. Jelikoz sin®z = 1 — cos?z = (1 + cos x)(1 — cos z) mame

1—cosz 1 . sinx

T  1+4coszx ' T
Uzijme 2, 1,2 3. U

3.3. Tvrzeni. Funkce sin a cos jsou spojité.
Diikaz. Jelikoz cos x = sin(§ — x) staci dokdzat, Ze je spojitd funkce sin.
Méame

sinz = sin(a 4 (x — a)) = sina - cos(x — a) 4 cosa - sin(z — a)
a tedy podle 3.2 a IV.6.5.1,

limsinz =sina -1+ cosa-0 =sina.
r—a
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Uzijme IV.6.3. [

3.4. Tangens a kotangens. sinz = 0 pravé v bodech x = kn kde k
je celé cislo, a cosx = 0 pravé kdyz x = km + 7. Takze muzeme korektné
definovat funkci tangens,

“+o0

1 1
:D — R kde D = - = z
tan — de _LOJO((k: 2)7r, (k+ 2)7?)
formuli )
sin x
tanx = .
cos T
Plati

Fakt. Funkce tan je spojitd a roste na kazdém intervalu ((k — 1), (k +
$)m), plati tan(z + 7) = tanz, a tan[((k — 3)m, (k + 3)m)] = R.

Zacneme s periodou 7: funkce sin a cos maji periodu 2w, ale zde je
sin(z+m) __ —sine _ sinz
cos(z+m) —cosx coszx”

Jelikoz sin ziejmé roste a cos klesd na (0, 7), tan v tomto intervalu roste,
a jelikoz tan(—z) = 2 — —sinz — _ 547 5 ysoudime, Ze tan roste na

cos(—x) cosw ’

celém (—7, 7). Konecné, ze spojitosti vidime, ze existuje § > 0 takové, ze
pro 5 — 06 < x < § mdme cosx < % and sinx > % takze tanz > n a

tan(—z) < —n, takze dale tan[((k — 3)m, (k + 3)7)] (protoze je to interval)
musi byt celé R. [J

Podobné mame funkci kotangens

“+oo

cot : D — R where D = U(/mr, (k+ 1)m)
definovanou formuli
CcoS X
cotr = —
sinx

s periodou 7, spojitou a klesajici na kazdém (km, (k + 1)m), a zobrazujici
tento interval na R.

3.5. Cyklometrické funkce. Funkce sin omezend na (-3, %) je ryze
monotonni a zobrazuje tento interval na (—1,1). Jeho inverse

arcsin: (—1,1) - R
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se nazyva arkussinus. Similarly we have the function arkuscosinus
arccos : (—1,1) - R

inversni ke cos omezenému na (0, 7).
Zvlast zajimavou tlohu hraje inverse k tan omezené na (=%, %), nazyvana
arkustangens a znacena
arctan : R — R,

definovand na celém R.
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V1. Derivace

1. Definice a charakteristika

1.1. Umluva. Kdyz budeme mluvit o derivaci funkce f : D — R v bodé
x budeme prepokladat, ze obor hodnot D obsahuje interval (x — 0, x4 §) pro
néjaké malé § > 0 (tomu se fikd, ze x je vnitrni bod oboru D).

Kdyz budeme mluvit o derivaci funkce f : D — R v bodé x zprava resp.
zleva budeme predpokéddat, ze D obsahuje (x,z + §) resp. (z — 0, x).

1.2. Derivace. Derivace funkce f : D — R v bodé xq je limita

A:hmf(%‘f‘h)—f(x)

h—0 h

Y

pokud existuje. Existuje-li, fikame, ze f md derivaci v xy.
Derivace (limita A nahofe) se obvykle znaci

(o).
Jind oznaceni jsou napft-.,

%, %(a:o), nebo (%f) (o).

(To druhé a tieti pochézi z nahrazeni symbolu f’, bez specifikace g, symbo-

af o 4
lem §- or -f.)

1.2.1. Z 1V.6.5.1 okamzité dostaneme tuto formuli pro derivaci
f/($0) — lim f(.%') _ f(mo) (*)

T—x0 r — T

1.3. Jednostranné derivace. Derivace f v xy zprava resp. zleva je je-
dostrana limita

fJ/r(xO) — hlir&r f(xo + }}ll) — f(fﬁ) resp. f/, (370) _ hll%li f(l’o + l;l) - f(l’)

Vétsina pravidel pro jednostrannou derivaci bude stejna jako pro obycejnou

derivaci a nebude potiebovat zvlastni zminky. Vyjimka je pravidlo pro skladani
2.2 —viz 2.2.2.
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1.4. Poznamky. Derivace méa (pfi nejmensim) tii ruzné motivace a in-
terpretace.

1. Geometrie. Podivejme se na f jako na rovnici kiivky

C = {(x, f(2)) |z € D}

v roviné. Potom f'(x¢) je sklon teény C' v bodé (0, f(xo)). Pfesnéji, ta tecna
je dana rovnici

y = f(xo) + f'(z0)(x — o).

2. Fysika. Ptedpoklddejme, ze f(x) je délka trajektorie proslé pohybujicim
se télesem za dobu z. Potom

fly) — f(x)
y—x
je prumeérnd rychlost mesi ¢asy = a y, a f'(zo) je okamzitd rychlost v z.
Jesté dulezitéjsi je ve fysice zména rychlosti, zrychleni. To je vyjadieno
druhou derivact, viz dale v Sekci 4.
3. Priblizné hodnoty. S linedrnimi funkcemi L(x) = C' + Az se snadno
pocita. Derivace nam dava approximaci dané funkce v malych okolich daného

argumentu linearni funkci s chybou podstatné mensi nez je zména argumentu
dané funkce v malém okoli. Viz 1.5.1.

1.5. Véta. Funkce f mad derivaci A v bodé x pravé kdyz pro dostatecné
malé § > 0 existuje redlnd funkce p: (—6,40) ~ {0} — R takovd, Ze

(1) limpop(h) =0, a
(2) pro 0 < |h| <0,

f(x+h)— f(x) = Ah+ u(h)h.

Diikaz. Necht A = limy,_.¢ w existuje. Polozme

iy = LN =10

Potom ma p zfejmé zddané vlastnosti.
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Necht naopak p existuje. Potom pro malé |h|,

flx+h) = f(z)
h

= A+ p(h)

a f'(x) existuje a je rovno A podle pravidla pro limitu souc¢tu. [

1.5.1. Zpét k 1.4.3. Mame-li f(x + h) — f(x) = Ah + p(h)h jako v (2)
potom linedrn{ funkce L(y) = f(z) + A(y — x) approximuje f(y) v malém
okoli bodu x s chybou p(|y —z|)|y — x|, tedy p(|y — z|)-krdt mensi nez |y — x|.

1.6. Disledek. Md-li f v bodé x derivaci, je tam spojitd.
(Skutecné, polozme h = y — z. potom

|f(y) = f(z)] <Ay — o) + |y — 2)||(y — 2)] < (JA]+ 1)y — =

pro mald |y — z|.)

2. Zakladni pravidla derivovani

2.1. Aritmeticka pravidla. V nasledujicich pravidlech predpokladame,
ze f,g: D — R maji derivace v bodé x a tvrzeni obsahuji implicite existenci
derivaci f + g, af, fg a 5.

Tvrzeni.
D) (f+9)(z) = f(x) + 4 (2),
2) pro kazdé redlné o, (af)(z) = af'(z),

(1)
(2)
(3) (f9)'(x) = f(x)g'(x) + f'(x)9(x), a
(4) jestlize g(x) # 0 potom

9

(f)%x%:fﬁﬂg@)—f@%f@)

Dikaz. Prepiseme formule tak, ze pravidla budo okamzité plynout z IV.6.4
(and 1.6).
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(1) Méame
(f+9)@+h)—(f+9)(x)  [flet+h) +gle+h)—flz)—g(z)

h h
_feth) = J@) gzt h) —g@)
h h '
(2)
(@f)(x+h) = (af)(z) _aftet+h)—af(z)  flz+h) - f(z)
h h

(fg)(@+h)—(fg)(x) _ flz+h)g(z+h)— f(x)g(x)
h h
fle+h)gle+h) = fle+h)g(z) + fle+h)g(r) — flx)g(z) _
h
_ o+ h)g(x + h})l —9(r) gmf(x + h}z — f)

(4) Vzhledem k (3) staci pravidlo odvodit pro é. Méame

De+h) - D) _ om g _ e

_ 9@+h) 9@ _ _glath)g(x) _
h h h
@) —gwth) 1 (_mx+hf—m@)
g(x+h)g(x)h gz + h)g(x) h '

4

2.2. Pravidlo pro sklddéani. Budte f: D - R a g: E — R takové, Ze
f[D] C E, takze je slozeni g o f definovano.

2.2.1. Véta. Ma-li f derivaci v bodé x a md-li g derivaci vy = f(x), md
go [ deriwaci v bodé x a plati

(g0 f)(z) =g (f(x))f (x).

Diikaz. Podle 1.5 existuji p a v s limitami limy,_,o (k) = 0 alimy_o v (k) =
0 takové, ze

f(x+h)— f(x) = Ah+ p(h)h and
9(y + k) — 9(y) = Bk + v(k)k.
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Abychom mohli uzit IV.6.5.1 dodefinujme v(0) = 0 coz limitu v v 0 nezméni.
Nyni je
(gof) (@ +h) = (go f)(x) = g(f(z +h)) — g(f(x)) =
= g(f(x) + (f(z +h) = f(2))) = g(f(2)) = g(y + k) = g(y)
kde k = f(x + h) — f(z), a tedy

(9o f)x+h)= (g0 f)(x) = Bk +v(k)k =
= B(f(x+h) = f(x) +v(f(x+h) = f(@)(f(z+h) - fz)) =
— B(Ah + p(h)h) + v(Ah + p(R)R)(Ah + p(h)h) =
= (BA)h + (Au(h) + v((A + p(h)R)(A + p(h)))h

) :
Definujeme-li nyni fi(h) = Ap(h) + (A + p(h))v((A + p(h))h) dostaneme
(go f)(x+h)—(go f)(x) = (BA)h+nu(h)h

a jelikoz limy,_,o fi(h) = 0 (trividlné mame lim, o Ap(h) = 0, a limy, o v((A+
w(h))h) = 0 podle IV.6.5.1 — pfipomente si, ze jsme dodefinovali ¥ hodnotou
v(0) = 0) tvrzeni plyne z 1.5. [

2.2.2. Poznamka o jednostranych derivacich. Na rozdil od arit-
metickych pravidel 2.1, a také pravidla pro inversi nésledujiciho v 2.3, pfti

skldddani musime byt s jednostrannymi derivacemi opatrni. I kdyz méme =
stale napravo nebo nalevo od xg, f(x) muze oscilovat kolem f(zy).

2.3. Pravidlo pro inversi.
Veéta. Bud f : D — R funkce inversni k g : E — R a necht g md
nenulovou derivaci v yy. Poto md f derivaci v xg = g(yo) a plati

, B 1 B 1
Fw) = 500 = 70 @)

Diikaz. Mame f(xo) = f(9(vo)) = yo. Funkee

. Y — Yo Y- f(xo)
FO) = S0 =t ~ o) — o

m. Funkce f je spojitd (viz

IV.4.2) a jelikoz méd inversi je prostd. Muzeme tedy uzit IV.6.5.1 pro Fo f a
dostavame

mé tedy nenulovou limitu lim,_,,, f(y) =

s FUE) = 55
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Nyni, protoze

f(z) — f(zo) _ f(x) — f(xo)
9(f(z)) — zo r—1x9

F(f(x)) =

jiz. dostavame nase tvrzeni. [

2.3.1. Poznamka. Smysl pfedchozi véty je v tom, zZe
f'(xg) existuge.
Jeji hodnota jiz plyne z 2.2: derivace identické funkce id(y) = y je ziejmé
konstantni 1, a jelikoz id(y) =y = f(g(y)), mame 1 = f'(g(y))g'(y). Ale, sa-
moziejmeé, abychom mohli uzit 2.2.1 musime predpokladat existenci derivace

f

2.4. Shrnuti. V nésledujici sekci se naucime jak derivovat x, In x a sin x.
Potom jiz 2.1, 2.2 and 2.3 umozni derivovat libovolné elementarni funkce.

3. Derivace elemenarnich funkci.

Stacilo by presentovat derivace konstant, identity (které uz tak jako tak
zname, prvii je konstantni 0 a druhd konstantni 1), sinu a logaritmu. Z nich
uz je pomoci aritmetickych operaci, inversi a skladani mozno vSechny ele-
mentarni funkce ziskat, a pro tyto konstrukce jiz pravidla derivovani mame.
Z ruznych duvodu vsak nékteré pripady popiseme explicitnéji.

3.1. Polynomy. Mame

n—1

(™) = nx pro vSechna piirozend n.

To je mozno spocitat indukei z 2.1(3), ale piimo je to také snadné.
Pro n = 0 je formule trividlni. Bud tedy n > 0. Potom

n __ .n n n\,.n—kpk _ ,.n
i (z+h)" —x iy 2k=0 (R)z"*ht —a _
h—0 h h—0 h
i (711) Qin_lh 4 h2 2222 (Z) :l}n_khk_2 _
h—0 h

n
_ . n _ _ _
=nz" '+ limh oV FERR 2 = gL
h—0 pt k

56



Nésledkem toho

n n

(Z apxz®) = Z kaga"t.
k=1

k=0

3.1.1. Zaporné mocniny. Pro —n, n kde je prirozené ¢islo, mame podle
2.1.4

_nxn—l

—n\/ __ _ . —
(x™™) == o = —nx

3.1.2. Odmocniny a racionalni mocniny. Podle 2.3 dostavame pro

f(z) = Yz (jelikoz g(y) = y9)

Tedy, uzitim 2.2.1 ziskame

(xg)/ = 1(\Q/Ep)liqpl.pil = Ei[)(p(lq_@—"_p_l) = ]—jx% = ]—9.1'5_1.
q q q
3.2. Logaritmus. Mame
1
lgz) = —.
(lga) =~
Skuecné, pouzitim V.1.2, V.1.3 a IV.6.5.1 ziskdme
h—0 h 50 h hox b rheo b T

3.3. Exponenciely a obecné mocniny. Podle 3.2 a 2.3 mame

1 1
AL —_— = = Z“
(6 ) - lg/(ez) e% €

Nasledkem toho podle 2.2,
(aa:)/ — <€xlga)/ — 1ga X exlga — 1ga - a®.

Pro obecny exponent a (i kdyz jen pro kladné z) ziskdme nepiekvapivé

(.’L’a), — (ealgz>/ — (ealgx)al — awa—l.
X
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3.4. Goniometrické funkce. Mame

(sinx) =cosx a (cosz) = —sinx.

Skutecné, podle V.3.1.2 a V.3.2

sin(x + h) —sinz . sinxzcosh + sinhcosx —sinz
11m = l1m g
h—0 h h—0 h
. sinxz(cosh —1)+sinhcosz | . cosh—1 . sinh
= lim =sinz - lim + cosz - lim =
h—0 h —0 h h—0 h
=sinz-0+cosz-1=cosx,
a podle V.3.1.1 a 2.2
(cosz) = (sin(g —x)) = cos(g —x)-(—1) = —sinz.
Déle z 3.2.1(4) dostaneme
, sinz\’ coszcosr —sinaz(—sinz) cos®+sin’z 1
(tanz) = = = = :
COS T cos? cos? cos?

3.5. Cyklometrické funkce. Podle 2.3 ziskdme

1 1 1
(arcsinzx) = = =

sin(arcsinz) /1 — sin®(arcsin z) V1=

Nésledujici formule je zvlasté zajimava:

, 1

t = .
(arctan x) T2

Pro tu si nejprve uvédomte (podivejte se na pravouhly trojihelnik s odvésnami
1 atanz) ze

cos’ 1 = !
~ 1+tan’x
a z 2.3 pocitejte
1 1 1
(arctan z)" = = cos?(arctan r) =

tan’(arctan ) 1+ tan?(arctanz) 1+ 22
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4. Derivace jako funkce. Derivace vyssich radua.

4.1. Prisné tfeceno jsme dosud mluvili o derivacich jen jako o ¢iselnych
hodnotach pocitanych v tom ¢i onom bodé. Funkce f : D — R vSsak ma
casto derivace ve vSech bodech oboru D, nebo na jeho podstatné ¢asti D'
Tak vznikne

ff:D =R
a mluvime potom o této funkci jako o derivaci funkce f. Jak jsme uz zminili
v 1.2, tato funkce se casto oznacuje

df

d
a or a f

4.2. Derivace vys§ich fadu. Funkce f’ muze sama mit derivaci f”,
které rikdme druhd derivace funkce f, a také muzeme mit déle treti derivaci
f" a tak déle. Mluvime o derivacich vyssich tddu. Misto n c¢arek piSeme
obvykle

f(n)
f jsou v tomto smyslu zobecnény na
d"f

dxn

df d

dz’ dz

a symboly

dn
d —F.
an P f

4.3. Pozndmka. Ctendi si asi viiml, (zvldité u lg nebo u arctan) ze
derivace muze byt podstatné jednodussi nez vychozi funkce. To neni tak
uplné dobra zprava jak to vypada. Ukazuje to, ze kdyz stojime pted tikolem
obracenym k derivaci, integrovanim, musime ocekavat vysledky podstatné
slozitéjsi nez funkce z nichz vychdzime. A skutecné, prostredky k integrovani
jsou dost omezené, a integraly elementarnich funkci ¢asto ani elementarni
nejsou.
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VII. Véty o stredni hodnoté.

1. Lokalni extrémy.

1.1. Rust a klesani v bodé. Funkce f : D — R roste (resp. klesd) v
bodé z existuje-li a > 0 takové, ze

r—a<y<z = fly)<flr) a z<y<z+a = f(zr)< f(y)
(tesp.z—a<y<z = fly)>flr) a z<y<zt+a = f(z)> f(y).

1.1.1. Poznamka. Roste-li nebo kleséa funkce na intervalu potom zfejmé
roste nebo klesa v kazdém bodé toho intervalu. Naopak vSak funkce muze
(dejme tomu) rust v bodé z a pfitom nerust v zddném otevieném intervalu
J 3 x. Napr. funkce

T+ irsind for x # 0,
f) = o 2
0 for x =0.

(namalujte si obrazek) roste v 0, ale v zddném otevieném intervalu tento bod
obsahujicim.

Prirozené se ptate, zda funkce, ktera roste v kazdém bodé intervalu J
roste v J. To neni uplné bezprostiedni fakt. Viz ale snadny dukaz v dale v
3.1

1.1.2. Tvrzeni. Bud f'(x) > 0 (resp. < 0). Potom f iroste (resp. klesd)
v T

Diikaz. Piipomenme si VI.1.5 s A = f'(z). Bud a > 0 takové, ze |u(z)| <
|A| pro —a < z < a. Potom je ve vyrazu

f(x+h) = f(z) = (A+ p(h)h

A+ p(h) kladné (resp. zaporné) prave kdyz takové bylo A, a tedy ma f(z +
h) — f(z) stejné znaménko jako h (resp. opacné). O

1.2. Lokalni extrémy. Funkce f : D — R ma lokdlni maximum (resp.
lokdlni minimum) M = f(x) v bodé z existuje-li a > 0 takové, ze pro body
yz D

r—a<y<z = f(y) <flz) a r<y<z+a = f(z)>f(y)
(resp.z —a<y<z = fly)>flx) a z<y<z+a = f(z) < f(y).
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Spolecny termin pro lokalni maximum ¢i minimum je
lokdlni extrém.
Poznamka. Zduraznujeme, ze podminka je vyzadovana jen pro body z D
(coz obvykle neduraziujeme, viz imluvu v IV.5.1). Napt. funkce f : (0,1) —

R definovana predpisem f(x) = z mé lokdln{ minimum 0 v z = 0 a lokaln{
maximum 1 v z = 1.

1.3. Srovnanim 1.1 and 1.2 a uzitim Tvrzeni 1.1.2 bezprostiedné dostavame

Tvrzeni. Pokud f roste nebo klesd v bode x, zeyména md-li tam nenulovou
derivac, nemd v ném lokdlni extrém.

2. Véty o stiredni hodnoté.

2.1. Véta. (Rolleova Véta.) Bud f spojitd na kompaktnim intervalu J =
(a,b), a < b, necht md derivaci v otevieném intervalu (a,b) a necht f(a) =
f(b). Potom ezistuje ¢ € (a,b) takové, ze f'(c) = 0.

Diikaz. Podle véty 1V.5.2 funkce f nabyvd maxima (a tedy lokalniho
maxima) v néjakém bodé x € J a minima (a tedy lokdlniho minima) v bodé
yeJ.

. Pokud f(z) = f(y) je f konstantni na J a ma tedy derivaci 0 vSude v
(a,b).

I1. Pokud f(z) # f(y) potom aspon jeden z z, y neni ani a ani b. Oznacme
ho ¢ a podle 1.3 méme f'(¢) =0. O

2.2. Véta. (Véta o stiedni hodnoté, Lagrangeova véta.) Bud f spojitd
na kompaktnim intervalu J = {(a,b), a < b a necht md derivaci v otevieném
intervalu (a,b). Potom ezistuje bod ¢ € (a,b) takovy, Ze

PEUES (C]

Diikaz. Definujme funkei F' predpisem
Fx) = (f(z) = f(a))(b —a) = (f(b) = f(a))(z — a).

Potom je F' spojitd na (a,b), ma (podle standardnich pravidel z predchozi
kapitoly) derivaci a sice

F'(z) = f/(2)(b—a) = (f(b) = f(a)), (%)
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a F(a) = F(b) = 0. Muzeme tedy uzit Rolleovu vétu 2.1 a (%) dava 0 =
()b — a) — (F() — f(@)), a tedy f'(c)(b—a) = f(B) — f(a). Trzen
ziskdme vydélime-li obé strany b —a. U

2.2.1. Zde je geometrickd interpretace: Kiivka (“diagram funkce f7)
{(z, f(z)) |z € J} ma tetnu rovnobéznou s tseckou spojujici (a, f(a)) s
(b, £(b)). Viz obrazek:

@___
- — — — — — ~
SN — — - — = = = —

2.2.2. Nenapadné, ale vyhodné reformulace. Nejprve si vsimnéte,
ze formule 2.2 plati téz pti b < a (potom samoziejmé mluvime o ¢ i v (b, a).
Ma-li derivace smysl mezi = a x + h muzeme fici, ze

flx+h)— f(x)=f(r+0h)h with0<6<1
(srovnejte s formuli z V.1.5). To se ¢asto pise ve formeé

fly) = flx)=f(z+0y—2)(y—2z) s0<0<1.

2.3. Véta. Zobecnénd véta o stfedni hodnoté, zobecnénd Lagrangeova
véta.) Necht jsou f,g spojité na kompaktnim intervalu J = (a,b), a < b, a
necht maji derivace na otevieném intervalu (a,b). Necht je g’ nenulovd na
(a,b). Potom existuje c € (a,b) takové, Ze

@) _ 1) - il
gc)  g(b) —gla)
Diikaz je prakticky stejny jako v 2.2. Definujme funkci F' : {(a,b) — R
predpisem

Fx) = (f(z) = f(a))(g(b) = g(a)) = (f(b) = f(a))(9(z) — g(a)).
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Potom m4 F' derivaci a to

F'(z) = f'(2)(9(b) — g(a)) = (f(b) = f(a))d'(x), (*)

a F(a) = F(b) = 0. Takze muzeme opét uzit Rolleovu vétu a (%) déva
0= f(c)(g(b) —g(a)) = (f(b) = f(a))g'(c), to jest f(c)(g(b) —g(a)) = (f(b) —
f(a))g'(¢). Nyni podle 2.2, g(b) — g(a) = ¢'(§)(b — a) # 0 a nasi formuli
dostaneme vydélenim obou stran (g(b) — g(a))g'(c). O

3. Tti jednoduché dusledky.

3.1. Tvrzeni. Necht je f : D — R spojitd na {(a,b) a necht md klad-

nou (resp. zdapornou) derivaci na (a,b) ~\ {ay,...,a,} pro néjakou konecnou
posloupnost a < a1 < ay < -+ < a, < b. Potom f roste (resp. klesd) na
(a,b).

Diikaz. Jelikoz tvrzeni ziejmé plati pokud plati pro restrikce na (a,a),
(a;,a;41) a (an,b), muzeme zapomenout na body a;. Necht a < z < y < b.
Potom mame ¢ takové, ze f(y) — f(x) = f'(c)(y — z). Je-li f'(c) kladné, je
fly)> f(z). O

3.2. Nespojitosti derivaci. Necht derivace funkce f : J — R, kde J
je otevieny interval, existuje na celém J. Funkce f musi byt spojitd (viz
VI.1.6), ale f’ ne nutné. Vezméme f : R — R definovanou predpisem

z?sin+ pro x #0,
0 prox =0.

flz) =
Pro = # 0 ziskdme pouzitim pravidel z VI.2 and VI3,

1 1 1 1 1
f'(x) = 2zsin— + 2 - cos — - (_P) = 2xsin — — cos —

x x x x
a tedy lim,_,o f’'(z) neexistuje: hodnota f’ v ﬁ je —1+ ﬁ zatimco v
2 2
ﬁ je to 0.
. . . . . h)— f(0 .
1'(0) vsak existuje a je rovna 0, protoze ‘W‘ = }h sm%‘ < |h].

3.2.1. Nespojitost predvedené funkce f” je druhého druhu (pfipomeriite si
IV.6.7.), a nic jiného se nemuze stét: derivace nemuze mit nespojitost prvniho
druhu. Plat{
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Tvrzeni. Necht lim, ., f'(y) (nebo lim, ., f'(y), resp. limy,_._ f'(y))
existuje. Potom f'(x) (nebo f'(x), resp. f(x)) existuje a je rovna prislusné
limiteé.

Diikaz provedeme pro f’ . Podle 2.2.2 mame

flx+h) - fx)
h

a limy, oy f'(z + Oph) = limyo1 f'(x + h) = lim,,,+ f'(y). O

= f(x+6,h), 0<6, <1,

3.3. Jednoznac¢nost primitivni funkce. Pozdéji se budeme zabyvat
ulohou opaénou k derivovani (pfipomenme VI1.4.3), uréeni t.zv. primitioni
funkce F, totiz funkce F takové, ze F' = f. Takova F nemuze byt jedno-
zna¢né urcena (napi. mame (x+1)" = 2/ = 1), ale situace je zcela pruhledn4.
Méame

Tvrzeni. Budte na intervalu J ddny funkce F.G : J — R takové, Ze
F'=G' = f. Potom je F' = G + C pro néjakou konstantu C.

Dikaz. Vezméme H = F — G. Potom je H' = consty a jelikoz je H
definovana na intervalu méame podle 2.2 pro kazdé x,y,

H)~ H(y) = H'(0)(x —y) =0. O

3.3.1. Poznamka. Piedpoklad, ze defini¢ni obor je zde interval je sa-
moziejmé podstatny.
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VIII. Nékolik aplikaci derivovani.

1. Prvni a druha derivace ve fysice.

Recall VI.1.4. Jedna z prvnich motivaci (a aplikace) prisla z fysiky.

1.1. Representujme pohybujici se téleso v euklidovslém prostoru Es jeho

posici v Case
(@(t), y(t), 2(t))

(soutadnice x, y, z jsou zde redlné funkce které maji byt analysovény, a redlny
argument, representujici cas, je oznac¢ovéan t). Rychlost pak dostaneme jako
vektorovou funkci (t.j., zobrazeni D — R? se soufadnicemi realnymi funk-

cemi)
de,  d dz
(o S G ()

VVVVVV

fysiky vubec), sila, je spojen se zrychlenim, druhou derivaci vektorové funkce

x Y z
(G0 5o0.550).

~ s v s~ , . , 2 2 2 .
Ctenar jisté vi, ze sila je ddna vzorcem M(‘;T?, %, 375) kde M je hmota.

1.3. Tecna kiivky. Stejné jako v 1.1 muzeme ziskat tecnu ke kiivce dané
parametricky jako (fi, fa, f3) s redlnymi funkcemi f; : J — R. Mame pak

(.f{ (.To), fé(x0)> f?/)(xl))) vektor uréujici smer tecny v bode (fl ($0)a fg(llf()), fg(l'())),
a sama tecna je parametricky popsana jako piimka

(f1(z0), falwo), fa(wo)) + x(fi(20), fo(20), f3(20)), x €R.

1.4. Poznamka. V VI.1.4 jsme se jesté zminili o dalsim aspektu deri-
vovani, totiz o aproximacich. O tom vice pozdéji, zejména v sekci o Taylorové
formuli.

2. Urcovani lokalnich extrémau.
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2.1. Tvrzeni. Pro funkci f : D — R definujme E(f) jako mnoZinu vSech
x € D takovych, Ze

e bud x neni vnitrni bod D,
e nebo f'(x) neexistuje,
e nebo f'(x) =0.

Potom E(f) obsahuje vsechny body v nichz jsou lokdlni extrémy.
Diikaz. Ve vsech bodech mimo F(f) je nenulova derivace. Uzijme VII.1.2.
0

2.2. Poznamky. 1. Kdyz hledame lokalni extrémy nesmime zapominat
na body které nejsou vnitini ani na body kde derivace neexistuje. Uréenim
téch = v nichzf’(z) = 0 kol nekonéi.

2. Tvrzeni 1.3.1 poskytne seznam vsech kandidati na lokalni extrém. Tim
nenf feceno, ze by viechny body z E(f) byly lokalni extrémy. Viz nésledujici
priklady.

(a) Definujme f : (0,00) — R predpisem

fla) = {xsin% pro x # 0,
0 prox =0.

Bod 0 neni vntini, ale lokdlni extrém tam neni.
(b) Definujme f : (0,2) — R predpisem

z pro0<x <1,
flz) =
20 —1 prol <x < 2.

f nema derivaci v x = 1, ale extrém tam neni.
(¢) f(x) = 2® definovand na celém R nemd zadny extrém, ale mame x = 0

£(0) = 0.

3. Konvexni a konkavni funkce

Z VI1.3.1 vime, Ze znaménko (prvni) derivace uréuje zda funkce roste nebo
klesa. Druhd derivace urcuje zda je konvezni (“vypukla doli”) nebo konkdvni
(“vypukld nahoru”).
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3.1. Rekneme, ze funkce f: D — R je konvexni (resp. ryze konvexni) na
intervalu J C D jestlize pro a,b,c v J takova, ze a < b < ¢ mame

fle) = f(b)  f) — fla)
c—b b—a

>0 (resp. >0). (%)

Rekneme,ze je konkdvni (vesp. ryze konkduni) na J jestlize pro a,b,c v J
takova, ze a < b < ¢ mame
fle) = f(b)  f(b) — f(a)

— < . .
p— P <0 (resp. <0)

3.2. Formule pro konvexitu vyjadiuje fakt, ze hodnoty f(b) funkce f v
bodech mezi a, ¢ lezi pod tseckou spojujici body (a, f(a)) a (¢, f(c)) v roviné

R2. Viz obréazek:

|
|
|
: |
|
: | .
| ! '
| | |
a b b

Spojujici usecka je dana formuli

f(e) = f(a)

(x—a), a<z<hb,
c—a

y = f(a) +

a polozime-li x = b dostaneme y(b) = f(a)+ LZz(a)(b— a) takze, kdyz treba

c—

mé hodnota f(b) byt pod tou dseckou , tedy f(b) < y(b), bude

Q= fa) f0) - fa) _ (o)

c—a b—a

(X LY s . X4Y Y Caa
Pro z,y > 0 mdme =- > + brave kdyz Ty (prvni fika, ze Xy > Yz,

druhé, ze Xy+ Yy > Yz +Yy) takze formule (xx) je ekvivalentni s (%) (pro
ryzi konvexitu).

3.3. Tvrzeni. Bud f : D — R spojitd na {a,b) a necht md druhou
derivaci na (a,b) \ {ay,...,a,} pro néjakou konecnou mnozZinu bodi a <
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a; < ay < -+ < a, <b Bud f"(z) >0 (>0, <0, <0, resp.) v (a,b)
{ai,...,a,}. Potom je f ryze konvexni (konvexnt, konkdvni, ryze konkdund,
resp.) na {a,b).

Diikaz. Podobné jako v VIL.3.1 muzeme zapomenout na ty vyloucené
body a; a dokazovat vétu pro f spojitou na (a, b) s druhou derivaci na (a, b).
Budeme pracovat tfeba s f”(z) > 0 na tomto otevieném intervalu.

Podle véty o sttedni hodnoté mame pro z < y < z v (a, b)

f) = fy) _ fly) - f(x)

V= - = f'(v) — f'(u
— = ) - )
pro néjaké r < u <y < v < z. Pouzitim téze véty podruhé dostaneme
V= f"(w)(v—u)

su<w<wv, tedy v—u>0awée (a,b) takze je f"(w) >0aV >0. O

3.4. Inflexe. Inflexni bod funkce f : D — R je prvek = € D pro ktery
existuje 6 > 0s (z — d,z 4+ 0) C D takové, ze

— bud je f konvexni na (z — §,x) a konkavni na (x,x + 9),

—nebo je f konkavni na (z — 0, x) a konvexni na (x,z + 0).

Z 3.3 dostavame

3.4.1. Dusledek. Bud f : J — R funkce na otevieném intervalu J se
spojitou druhou derivaci na J. Potom je f"(x) = 0 ve vSech inflexnich bodech

funkce f.

3.4.2. Poznamka. Takze pro funkci s druhou derivaci na intervalu mame
seznam {z | f"(x) = 0} obsahujici vSechny inflexni body. Ne vsechny z s
f"(x) = 0 ovSem mus{ byt inflexni. Treba funkce f(x) = x®" jsou konvexn{
na celém R ackoli f”(0) = 0.

4. Newtonova metoda

(Znama téz jako Newton-Raphsonova Metoda.) Jde o proceduru kterd
déva posloupnost piibliznych feseni rovnice f(x) = 0. Muze byt velmi efek-
tivni — viz 4.3.

4.1. Chceme vytesit rovnici
flx) =0 (%)
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kde f je redlna funkce s prvni derivaci f’. Pfedpokladejme, ze hodnoty funkeci
f a f" se daji celkem snadno pocitat. Potom nésledujici procedura casto vede
k velmi rychlé konvergenci k reSeni.

Pro b € D vezméme (b, f(b)) bod grafu I' = {(z, f(z)) |z € D} funkce f.
Déle vezméme tecnu ke kiivce I' v tomto bodé. Ta je grafem linearni funkce

L(xz) = f(b) + f'(b)(z — D).

V rozumné malém okoli bodu b je funkce L(z) dobré aproximace funkce f a
tedy muzeme predpokldadat, ze feSeni rovnice

L(z)=0 (xx)
aproximuje Feseni rovnice (*). Reenf rovnice (#*) se spocte snadno: je to

0
b=t

Nakreslete si obrézek!

Bod b je mnohem blize k feSeni rovnice (%) nez b, a opakujeme-li postup,

vysledné cislo b je opét mnohem blize.
4.2. To vede k postupu zvaném Newtonova metoda. K feSeni rovnice (x)

e nejprve zvolime néjaké priblzné ag (ne nutné dobrou aproximaci, prosté
néco pro zacatek), a

e potom definujeme

~ f(an)

Ap+1 = Ap = Qp f’(a )
n

Vysledna posloupnost
ag, a1, @2, - - -

(za vhodnych okolnosti) konverguje k Feseni, a to ¢asto velmi rychle — viz
4.3.

4.2.1. Piiklad. Pocitejme druhou odmocninu ze 3, tedy feSeni rovnice

2 —3=0.
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Dostavame

n
Ap+1 = Qp — =
2a, 2a,,

az—3 ai+3

Zacneme-li tieba s ag = 2, dostaneme

a; = 175,
as = 1.732142657,
as = 1.73205081

Tak a; souhlasi s v/3 (dané v tabulkach jako 1.7320508075) na dvé desetinna
mista. as na ¢tyfti, a as jiz na osm desetinnych mist!

4.3. Priklad naznacuje, ze za vhodnych okolnosti se muze chyba zmengovat
velmi rychle. Predvedeme jednoduchy odhad za ptedpokladu, ze existuje
druha derivace.

Ozna¢me a presné feseni, tedy plati f(a) = 0. Mame

flan) flan) — f(a)

— =a,—a ,
f'(an) f'(an)
a podle véty o stfedni hodnoté existuje a mezi a,, a a takové, ze
fla) fla)
n — a4 = n - n = n 1— 5
apy1 —a = (a, —a) — (a, — a) ) (an, — a) i)

a déle, uzivse tuto vétu jesté jednou, tentokrat pro funkei f/, ziskame 3 mezi
a a «a takové, ze

Gpi1 — G =0y — a

= (an —a)(a, — a)

ot — 6 (2 — a) (f’(an) - f’(a>> (8)

f'(an) f'(an)

ta}j:Ze, protoze « je mezi a, a a dostaneme pro néjaky horni odhad K cisel
]]{,(—Efb))] (ktery zpravidla neni moc velky),

lans1 — a| < la, — a|*K.
Zacneme-li tedy s piiblizenfm na 107! mdme v dalsim kroku odhad pod

K 1072, tdale K2?-107%, K3-107%, K*-107'%, atd., coz muze byt skuteéné
velmi rychld konvergence, jak jsme ostatné pred chvili videli na v/3.

72



4.4. Poznamka. Neni asi tfeba zduraznovat, ze vhodny vybér poc¢atecniho
ap je podstatny. Nékdy ale jiz prvni krok automaticky zlepsi velmy hruby
odhad na docela dobry: v pripadé 4.2.1 jsme zacali ag = 2, byli jsme ovsem
“na spravné strané konvexity”. Kdybychom zacali “na nespravné strané”,
dejme tomu ¢islem 1, dostali bychom a; = 2 takze prvni krok by nas teprve
dostal na “spravnou stranu”, a byli bychom o krok zpozdéni (nakreslete si
obrazek).

Ale muzeme t6z zacit velmi Spatné. Vezméme f(z) = —Tat + 227 — 1.
Potom f(1) = f(—1) =1, f’(1) = —f’(—1) = 3 a kdybychom zacali s ag = 1
dostali bychom

ap=—1,a0=1,a3 = —1,a4 = 1. atd.

5. L’Hopitalovo Pravidlo

(Téz L’Hospitalovo Pravidlo; véii se, ze bylo objeveno Johannem Ber-
noullim.)

toto je velmi jedoduché.

Tvrzeni. Bud n > 0. Necht f,g maji derivace ve vsech x takovg]ch,/ ze
0 < |r—a|l <n. Bud lim,,, f(x) = lim,_,,g(x) = 0. Necht lim,_., 5,8
existuje. Potom téz lim,_,, % existuje a plati

z—a g(:p) z—a g’(gj) '

Diikaz. Muzeme dodefinovat f(a) = g(a) = 0 a dostaneme spojité funkce
I'(z)
g'(z)
existuje, je-li |z — a| dostateéné malé, mame derivace na (a,z) resp. (z,a),
and a derivace ¢’ je nenulova. Muzeme tedy aplikovat VII.2.3 a dostaneme

flz) _ flx) = fla) _ f'(c)

glx)  glx) —gla)  g'(c)
pro néjaké ¢ mezi a a x. Takze, je-li 0 < |z —a] < d mdme téz2 0 < [c—a| < ¢
a tedy zvolime-li § > 0 tak aby pro 0 < |c—a| < 0 bylo |£,l§3 — L] < &, mdme
L8 _Il<e O

na (a,x) resp. (x,a) pro |r — a| dostate¢né malé. Déle, protoze lim,_,,

pro 0 < |z —a| < 0 téz |
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5.1.1. Poznamka. V predchozim dukazu, pokud x > a bude ¢ > a a
pokud = < a bude ¢ < a. Takze jsme vlastné dokazali, za odpovidajicich
podminek, téz ze

lim Jx) _ lim J'{w) a lim @ = lim f(z)

Tr—a+ g(aj) T—a+ g'(m) r—a— g([L‘) T—a— g/(x) ’

5.1.2. Priklady. Pripomenme limity z V.1.3 and V.3.2

1 :
lim lg(1+ x) i T 1. lim sinx . cosw
x—0 X x—0 1 z—0 z—0 1

(samozfejmé bychom neznali ty derivace pokud bychom jiz diive neméli ty
limity, je to pouze ilustrace). Nebo muzeme pocitat
cosr — 1 . —sinz . —cosr —1

11 ——— = 11In = 11m = —.
z—0 T2 z—0 2x z—0 2 2

5.2. Nekonecné limity a limity v nekone¢nu. Abychom mohli rozsitit
L’Hopitalovo pravidlo do uplné obecnosti musime nejprve rozsitit pojem li-
mity funkce.

Rekneme, 7e funkce f : D — R md limitu +00 (resp. —oc0) v bodé a, a
piseme

lim f(z) = 400 (resp. — 00)

r—a
jestlize VK 30 > 0 takové, ze (0 <|z—a| <0) = f(z)> K (resp. < K).
Funkce f: D — R md limitu b v +00 (resp. —00), psano

lim f(x)=b (resp. xl_i}r_noof(a:) =b)

T—+00

jestlize Ve > 0 K takové, ze o > K (resp. z < K) = |f(x) —b| <e.
Funkce f: D — R ma limitu +00 v 400, psano

lim f(x)=+o0
r—+00

jestlize VK K’ takové, ze > K' = f(x) > K (podobné pro limity 400
V —00, —00 V —00 & —00 V +00).

5.2.1. Poznamka. Jednostranné varianty predchozich definic jsou ziejmé.
Vsimnéte si, ze limity v +00 a v —oo jsou jednostranné tak jak jsou.

74



5.3. Pii podrobném pohledu na dukaz 5.1 vidime, ze toto tvrzeni plati
téz pro nekonecné limity v koneénych bodech, a téz pro ty jednostranné.

5.4. Tvrzeni. Bud n > 0, necht f,g maji derivace ve viech x takovych,
e 0 < |z —a| <n a necht lim,_,|g(z)| = +00. Necht lim,_,, % existuje

% I~ ~ s v ~ z /v 10 . . ,
(at uz konecnd ¢ nekonecna). Potom téz lim,_.,, fz) existuje a mame

g(x)
o F@) L S)

m ——= = lim )
z—a g(g(;) z—a g’(x)

Diikaz. Tento dukaz neni tak pruhledny jako dukaz 5.1, i kdyz princip je
podobny. Samoziejmé nemuzeme uzit obratu s doplnénim hodnot v a nulami.

Muzeme psat

flx) _ (f(x) — /) fy) ) 9(x) — 9(y)
g9(x) g(x) —gly)  g(x) —g(y) glz)

Tak méame pro vhodné £ mezi x a y

flx) _ (f’(&) f(y) ) 9(z) — 9(y)

o \g© gl —gl)) o)

Z technickych duvodu rozlisime tii pripady.
f'@)

I. limm%a m =0:
Zvolme 0, > 0 tak aby pro 0 < |x — a| < d; bylo ]%[ < &. Zvolme nyni
pevné y tak aby 0 < |y — a| < §;. Déle zvolme 6 s 0 < § < 9, takové, ze
O<|z—al<d = ‘L‘<s and ‘M < L
9(x) —g(y) g(x)

Potom podle (*) méme pro 0 < |z —a| < ¢

'%‘ <(e+¢e)2=4e

() — Lg(z). Potom W (x) = f'(x) — L¢'(x) a mame
h(z) _ flz) K (z) fl(x) Les . Y h(x)
9@ = o) L a riCRRO) L. Uzijme ptedchozi pripad pro Ok
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f@)

I11. lim,_,, 7y = T00 (—oo je zcela analogické):
Pro K zvolime 6; > 0 tak aby pro 0 < |z — a| < d; bylo ) oK.

g'(z)
Zvolme pevné y takové ze 0 < |y — a| < 6;. Zvolme 0 s 0 < § < d; tak aby

<

O<|z—al<d = /) ’<K a ’g(y)

\m 9(x)

g(z)

Potom méame podle (x) pro 0 < |z —a| < ¢
f(@) 11
——>2K-K)(1-<-)>=-K
a tvrzeni je dokazano. [
5.5. V nasledujicim oznacuje “[J” cokoli z a, a+, a—, +00 nebo —oo. Miti
derivaci “blizko u 0 znamend, ze prislusna funkce ma derivaci v (a — 0, a +

d) ~ {a} pro ngjaké 6 > 0, (a,a + &) pro néjaké 6 > 0, (a — J,a) pro né&jaké
d >0, (K,400) pro néjaké K, nebo (—oo, K) pro néjaké K, v tomto poradi.

Véta. (L’Hopitalovo Pravidlo) Necht lim, .o f(z) = lim, ,ng(z) = 0

nebo lim, ,n|g(z)| = +oo. Necht f,g maji derivace blizko w O a necht
lim,_,o % = L (konecnd nebo nekoneéna) existuje. Potom lim, ,n % exis-

tuje a je rovna L.

Diikaz. Pripady [0 = a,a+ a a— jsou obsazené v 5.1, 5.3 a 5.4. Zbyva
tedy 400 a —o0. jsou zcela analogické a budeme tedy diskutovat jen prvni z
nich.

Podle IV.6.5.1 pro upraveného limity v +o0,

. . 1
Polozime-li tedy F(z) = f(2) a G(z) = g(3) dostaneme F'(z) = f(2) - %
and G'(z) = g(1) - 35,

) PG
xli{(r)l-l— G/(l’) N xll%l—i— g’(

=8 =
b=
s
—~
8=
N—
]
—~
8
N—

z i —
) - L 250 g’($—2) z—+oo ¢'(x)

Takze podle predchoziho,
f(x) F(x)

lim —= =1 = L. O
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5.5.1. Piiklad. Bud a > 1. Podle 5.5,
a

T 1 2,z 1 n., 4T
lim % lim i gty (ea)at
z—+oo T nxn—1 n(n —1)xn—2 z—+00 n!

lga-a”

= +00.

Takze, pro libovolné € > 0 exponencidlni funkce (1 + ¢€)* roste do nekone¢na
rychleji nez kterykoli polynom.
Nebo, pro kazdé b > 0,
z? bt~

lim — =lim — = lim bz’ = +o0.
r—+00 lg T ; T—+00

Tedy, pro libovolné malé kladné b funkce z° (napt. kterdkoli odmocnina {/x)
roste do nekonecna rychleji nez logaritmus.

5.6. Neurcité vyrazy. To je spolecny termin pro limity funkei ziskanych
jako jednoduché vyrazy z funkci f, g kde zname lim f a lim g, ale kde aritme-
tické vypocty selzou. Indikuji se symbolickymi vyrazy poukazujicimi na to,
kde je potiz. L’Hopitalovo pravidlo zde ¢asto pomuze.

5.6.1. Typy 8 a 2. Tady ndm casto pomuze véta 5.5: tloha v f, g muze
byt neurcita, odpovidajici vyraz v f’, ¢’ vSak ne.

Poznamka. Neni tfeba pripominat, ze zjisténi derivace je iloha typu %.

x

5.6.2. Typ 0 - co. To muze byt prevedeno na typ % nebo 2 prepisem
f(x)g(x) jako
f(lx) nebo g(lx)’
9(z) f(@)
podle toho co je vyhodnéjsi.

5.6.3. Typ oo — co. To je trochu tézsi. Casto pomuze nésledujici prepis:

1

L
9(x) (=) '

f@)  g(=@) f(x)g()

1
L

5.6.4. Typy 0°, 1®° a oo”. Uzijeme faktu, ze f(x)9®) = e9@)8f(@) 5 7¢
e’ je spojitd. Staci tedy spocitat lim(g(z) - lg f(x)); v prvnim piipadé jsme
ulohu ptevedli na 0 - (—00), v druhém na oo - 0, a v poslednim na 0 - (+00).

6. Kresleni grafu funkce
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Dejme tomu, Ze bychom si chtéli udélat predstavu o chovani funkce f
dané néjakou formuli. To je obvykle vidét z grafu funkce f,

I'={(z, f(z)) |z € D},

umime-li ho nakreslit.
K tomu jsou nam velkou pomoci fakta ktera jsme se dosud naucili.

6.1. Za prvé, formule nam fekne jak je to se spojitosti. L’Hopitalovo muze
pomoci s limitami (téz jednostranymi) v kritickych bodech, a s asympto-
tickym chovanim, neni-li obor omezeny.

6.2. Potom se pokusime najit body
<ai<&i+1 <...

v nichz f(a;) = 0. V intervalech (a;, a;+1) si vSimame, zda je tam funkce
kladna nebo zaporna.

6.3. Dale, vezmeme prvni derivaci a body
<bi<bi+1<"'

v nichz je f'(b;) = 0 nebo v nichz derivace neexistuje. V intervalech (b;, b;11)
si vSimneme znaménka a zjistime tak, zda tam funkce roste ¢i klesa. V bodech
b; kde se znaménko méni mame lokalni extrémy.

Uréime f(b;) a pokud f'(b;) = 0 vyznacime si tecnu (b;, f(b;)) (rov-
nobé&znou s osou z). At uz zde byl extrém nebo ne, hod{ se to jako piimka o
niz se kiivka I' opird. Neexistuje-li f/(b;) ale jsou-li zde (odlisné) jednostrané
derivace, nakreslete “polo-tecny”.

Mohou téz pomoci te¢ny v (a;,0) — ¢im vic teten méme, o to snazsi bude
konecéné nakresleni kiivky (grafu)

6.4. Nyni vezméme druhou derivaci a pokusme se najit body
"'<Ci<ci+1 <

v nichz je f”(¢;) = 0 nebo v nichz druhd derivace neexistuje. V intervalech
(¢i, ¢iy1) podle znaménka zjistime je-li graf konvexni (vypukly dolu) nebo
konkavni (vypukly nahoru). V (¢;, f(¢;)) kde f”(¢;) = 0 nakreslete tecny
(obvykle aproximuji nasi kiivku velmi dobte).
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6.5. Nyni je jiz obvykle velmi snadné nakreslit mezi vyznacenymi tecnami
zadanou kiivku (sledujeme pii tom konvexitu and konkavitu).

6.5. Poznamka. 1. TTeba nebude snadné zjistit vSechny hodnoty o kterych
jsme mluvili. Ale uz ¢ast z nich muze pomoci docela dobré predstave.

2. K tomu abychom fesili rovnice f(z) =0, f'(z) = 0a f’(z) = 0 muzeme
uzit Newtonovy metody. Casto ale postaci jen rozumny odhad. Pro potiebné
limity a asymptotiky uzijeme L’Hopitalovo pravidlo.

6.7. Priklad. 1. Nakreslete graf funkce f z 4.4 a ujasnéte si procC se
Newtonova metoda se Spatné zvolenym ay nepovedla.

2. Nakreslete graf funkce f(z) = % (obor hodnot je celé R).

2. Nakreslete graf funkce f(z) = ex (obor hodnot je celé R ~ {0}).

7. Taylortiv polynom a zbytek

7.1. Podle VI.1.5, funkci s derivaci v bodé a je mozno aproximovat linearni
funkei (polynomem prvniho stupné)

p(x) = f(a) + f'(a)(z — a).

Tento polynom p je charakterisovan tim, ze se shoduje s f v p®(a) =

fOa) = f(a) a pP(a) = fP(a).

Ptirozené predpokladédme, ze polynom p stupné n takovy, ze

POa) = ), PV (a) = V), p ) = [P (9

(o f samé uvazujeme jako o jeji 0-té derivaci) dostaneme pii rostoucim n
stale lepsi shodu, to jest, ze zbytek R(x) v

f(x) = p(x) + R(x)

bude ¢im déle tim mensi. Tomu je (s vyjimkami) skutecné tak, jak brzy
uvidime.

7.2. Tayloruv polynom. Nejprve ukdzeme, ze podminky (x) jedno-
znatné urcuji polynom p stupné n. Pokud p(z) = Y_;_, bx(z — a)* mdme

Pla) = kble—a)* ", p'(e) = 3 k(k—Dbp(e—a)* ... p™(x) = nlb,,
k=1 k=2
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to jest,

(@) =10+ (x—a) > kbp(z —a)*?,

PP (@) =1-2-by+ (z —a) Zn: k(k — Dbg(z — a)*3,
pP(2)=1-2-3-bg+ (z — a)xzn: k(k —1)(k — 2)by(z — a)F*,

k=4

p™(z) =n!-b,

takze kdyz p®*)(a) = f®)(a) pro k =0,...,n mame

1 f®)(a)
bk = Ep(k)(a) = Kl k= 07' y 10
Vysledny polynom
— f®(a) k
o (xr —a)

k=0

se nazyva Tayloruv polynom stupné n funkce f (v a).

7.3. Véta. Necht md funkce f derivace f®, k=0,...,n+1 na intervalu
J=(a—A,a+ A). Potom mame pro viechna x € J

"L f®)(q (n+1)
T e

kde & je redlné cislo mezi x and a.
Diikaz. Definujme funkei redlné proménné ¢ (x je pritom konstanta)

o ofk)
r(t) = f) - 3 0 e
k=0 ’

Tedy, R(z) = 0 a R(a) = f(z) — > 1_, 1) (x — a)* je zbytek, chyba pfi

k!
nahrazeni funkce f jejim Taylorovym polynomem.
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Pro derivaci R ziskame, uzitim pravidel pro derivovani souc¢tu a soucinu

(a také pravidla pro skladéni, berouce v uvahu, ze %(.T —t)=—1),
dR(t) — () WA k-1
N — 1)kt

a ; @ +; R

Nahrazenim k£ v prvnim séitanci a £ — 1 v druhém symbolem r ziskame

dR(t) _ =S e SO e S0
TR Phar U Dt e

Nyni zvolme libovolné g takové, ze ¢’ je nenulova mezi a a x. Jelikoz je
R(z) =0, dostaneme z VII1.2.3

Ra) [,
g(a) = g(z) nlg'(€)
pro néjaké & mezi a a x.
Polozime-li nyni ¢g(t) = (z — )" mdme ¢'(t) = —(n + 1)(z — )" a
g(x) = 0 takze

n+1 f(nJrl) (5)
(n+ 1)1

t)n+1 f(nJrl) (6)

R(a) = —(z — —nl(n +1)(x —§)

Sz —8)" = (z—1)
coz je zbytek z tvrzeni. [J

7.4. Poznamky. 1. Volba funkce g(t)(x — t)"™! je skvély Lagrangeuv
trik, a o zbytku z nasi formula se hovoii jako o zbytku v Lagrangeové tvaru.
Vsimnéte si, ze je velmi snadny k zapamatovani: vezmeme jen jeden scitanec
navic a ddme v ném ™+ (¢) misto ™+ (a).

Je mozno uzit jednodussi g, ale vysledek neni tak uspokojivy. Polozime-li
g(t) =t dostaneme

(nt1)
Ra) =L O e —a),

n!

tak zvanou Cauchyovu zbytkovou formuli, ne tak pruhlednou.
2. Pro n = 0 dostavame

f(@) = fla) + f'(E)(z — a),
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vétu o stredni hodnoteé.

3. Zbytek se casto rychle zmensuje (viz piiklady déle), nékdy vsak je to
pomalejsi (pokusime-li se napt.pocitat logaritmus lg kolem a = 1).

Také se muze stat, ze cela funkce zustane ve zbytku. Tteba u

1
e 22 for x # 0,
Jx) = {O for x = 0.

Méme derivace vech ¥adi, ale f*)(0) = 0 pro vsechna k.

7.5. Priklady. Napt. pro exponencielu dostaneme

e$—1+£+$—2+ er—nJre£L+l
B 1 2! n! (n+ 1)
nebo pro sinus,
3 5 2n+1 2n+2
sinx:——$—+x——-~~ix—icos£$—.
3 5 (2n 4+ 1)! (2n + 2)!

V obou piipadech se zbytek zmensuje rychle.

8. Osculac¢ni kruznice. Krivost.

8.1. Hodnota f’(z) prvni derivace urcuje jak rychle funkce roste nebo
klesa v x, at jiz jsou dalsf data o f ¢i z jakdkoli.

Jelikoz druhd derivace f” urcuje, zda je funkce f konvexni ¢i konkavni
mohlo by se, aspon na okamzik, zdat, ze f”(z) urcuje zakiiveni, ze nam k4
jak moc je graf funkce v okoli bodu x zakulacen.

Ale jiz nejprimitivnéjsi priklady ukazuji, Ze to neni tak jednoduché. Vezméme
tfeba f(z) = x2. Druhd derivace je stéle 2, ale ohnuti nenf stejné: kiivka je
silné zakulacena kolem z = 0 ale pii velkych z je skoro rovna.

8.2. Oskulaéni kruznice. Podobné jako sklon je vidét na tecné (a tedy
z prvni derivace), z piimky aproximujici f, muzeme k problému kiivosti
pristoupit aproximaci grafu funkce kruznici. Méla by to byt kruznice se
spolecnou tecnou v daném bodé, a navic se stejnou druhou derivaci. Takova
kruznice se nazyva
oskulacni kruznice.

8.2.1. Uvazujme tedy bod z( a predpokladejme, ze

82



e f ma v xy druhou derivaci, a
e f"(x0) #0 (“f je ryze konvexni nebo konkévni v okoli zy").

Pro zjednoduseni znaceni piSme
yo = f(xo), wo=f(x0) a 5= f"(zo0).
Rovnice kruznice se stiedem (a, b) a polomérem r je
(z—a)’+(y—b)*=r’ (%)

a tedy je-li k£ funkce definovana v okoli g a je-li jeji graf ¢dst kruznice (%)
mame

(z —a)* + (k(z) — b)* =r* (1)

a vezmeme-li prvni a druhé derivace v rovnici (1) (a v prvnim piipadé jesté
vydélime 2) dostaneme

(z —a) + (k(z) = DK (z) = 0 (2)
1+ (K (2))* + (k(z) — b)K"(z) = 0. (3)

Jestlize nyni k souhlasi s f tak jak si prejeme, je k(xg) = yo, k' (z0) = y a
K" (zo) = vy, az (1), (2) and (3) dostavame nasledujici soustavu rovnic.

(xo — a)* + (yo — b)* =12 (1y)
(2o — a) + (yo — b)yg = 0 (2y)
1+ (y6)? + (yo — byl = 0. (3y)

Z (2y) dostavame

(2o —a) = —(y0 — b)yo
takze podle (1y),

(o — b)*(1 + (y)*) = r*

a jelikoz mame podle (3y), (yo —b) = — 1+?(j,4,6)2, muzeme uzaviit takto:
0

8.2.2. Tvrzeni. Polomér oskulacni kruznice funkce f v bodé xq je

(1+ (f'(0))*)
/(@)
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O
Pznamka. Nyni je také snadné spocitat souradnice a, b stfedu. To muzeme
ponechat ¢tenari jako jednoduché cviceni.
8.3. Kiivost. Krivost (grafu) funkce f je prevracend hodnota % poloméru
r oskulac¢ni kruznice. Mame tedy
8.3.1. Tvrzeni. Krivost grafu funkce f v bodé x je
@)
(1+(f'())?)

3 -
2

g

Poznamka. Ted vidime, Ze domnénka o hodnoté f”(z) uréujici kiivost
nebyla konec koncu tak Spatnd. Kfivost skutecné linearné zavisi na druhé

derivaci, jeji hodnota jen musi byt upravena pomoci ——.
(1+(f'(2))?)2
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Druhy semestr
IX. Polynomy a jejich koreny

1. Polynomy

1.1. Zabyvame se redlnou analysou, ale budeme potiebovat téz néktera
zakladni fakta o polynomech s koeficienty a proménnymi v télese

C

komplexnich cisel.
Z kapitoly 1, 3.4, si pripomerime absolutn{ hodnotu |a| = \/a} + a2 kom-
plexniho ¢isla a = a; + ast a trojuhelnikovou nerovnost

|+ b] < laf + [b].

Dale pak ¢islo komlexné sdruzené @ = a; — ast Cislu a = a; + aqt, a to, ze

ab=ab a |a| = Vaa.

a+b=a+b,
1.1.1. Vsimnéte si téz, ze
¢isla a +a and aa jsou vZdy redlnd.
1.2. Stupen polynomu. Neni-li koeficient a,, v polynomu
P = ax" + -+ a1x+ag
nula fikdme, Ze stupen p je n a piSeme
deg(p) = n.

To nechava stranou p = consty pterému se obvykle zadny stupen nepftirazuje.

1.2.1. Okamzité vidime, ze

deg(pq) = deg(p) + deg(q).
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1.3. Déleni polynomiu. Uvazme polynomy p, ¢ se stupni n = deg(p) >
k = deg(q),

p = apx" + -+ a1x + ag,

Odecteme-li ‘g—:xn_kq(x) od p(z) ziskdme nulu nebo polynom p; pro ktery
deg(p1) < n, a

p(z) = crx™q(x) + pr(x).
Je-li deg(py) > deg(q) dostaneme obdobné p;(z) = cex™q(x) + pa(x) a opa-
kovanim této proccedury skonéime u

p(x) = s(z)q(x) +r(z)

s r = consty nebo deg(r) < deg(q). O r mluvime jako o zbytku pii déleni p
polynomem gq.

1.3.1. Dilezité pozorovani. Jsou-li koeficienty v p and q redlné, jsou
takové i koeficienty s a 7.

2. Zakladni Véta Algebry.
Koreny a rozklady.

2.1. Koren polynomu p je ¢islo = takové, ze p(x) = 0. Polynom s redlnymi
koeficienty nemusi mit redlny koien (viz napi. p = x? + 1) ale v télese kom-
plexnich ¢isel plati

Véta. (Zékladni Véta Algebry) Kazdy polynom p se stupné > 0 s kom-
plexnimi koeficienty md komplexni koren.

2.2. Rozklady komplexnich polynomiu. Pripomente si ziejmou for-

muli

¥ — o =(z—a) "+ Pa+ o edF P 4 R

k-1

a oznacte polynom z*~! + 2" 2a + - -+ + 2 2x + o (v 2) stupné k — 1

3Je to spis véta analysy nebo geometrie, nez algebry. M4 fadu dikazti zalozenych na
ruznych principech. Jeden z nich najdete v XXIII.3.
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symbolem si(z,a). Je-li a; koren v p(z) = Y _, axx® stupné n mame

n n

k=0 k=0
- Zak(xk —ay) = (x—a1) ) apsy(z, o)
k=0 k=0

kde polynom p;(z) = > ;_, axsk(z, @) mé podle 1.2.1 stupei piesné n — 1.
Opakovanim této procedury dostaneme

p(z) = (x —ag)pa(x), po(z) = (v — az)ps(z), atd.

s deg(px) = n — k, a konecné
p(z) = a(z — ar)(z — ag) - (& — an) (*)
sa#0.

2.3. Tvrzeni. Polynom stupné n md nejuyse n koreni.

Diikaz. Bud x kofen v p(z) = a(r — a1)(z — o) -+ (¥ — ;). Potom
(x—aq)(x—ay) - (r—ay,) = 0 a tedy nékteré x — ag, musi byt nula, a tedy,
r=q U

2.3.1. Jednoznacnost koeficientii. Zatim jsme s polynomem jednali
jako s vyrazem p(x) = a,x" +- - - + a1 + ap. Nyni muzeme dokéazat, ze tento
vyraz je urc¢en funkci p. Mame

Tvrzeni. Koeficienty aj, ve vgrazu p(x) = a,z™ + -+ + a1x + ag jsou
jednoznacné urceny funkei (x — p(z)). V dusledku toho tato funkce urcéuje i
deg(p).

Diikaz. Necht je p(z) = apz™ + -+ +a1x + ag = bpyx™ + - - - + byz + by (pii
tom kterékoli z ay, by muze byt nula). Potom a,z™ + - - - 4+ a1 + ag — byz™ —
ce—=bir—by = (@, —by)x" +- - -+ (a1 — by)x + (ap — by) ma nekonecné kotrenu
a tedy nemd stupen. Tedy je ap = by pro kazdé k. [

2.3.2. Tvrzeni. Polynomy s,r ziskané pri déleni polynomu p polynomem
q jako v 1.3 jsou jednoznacné urcené.

Diikaz. Bud p(z) = s1(x)q(z)+r1(x) = sa(x)q(x)+r2(z). Potom q(z)(s1(z)—
so(x)) 4+ (r1(xz) — ra(x)) je nulovy polynom a jelikoz deg(q) > deg(ry — r2)
(je-li posledni vubec dan) je s; = so. Potom r; — ry = 0 a tedy také r = ro.

O
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2.4. Nasobné kofeny. Na druhé strané p(z) nemusi mit deg(p) ruznych
kofenu: viz na piiklad p(z) = 2™ s jedinym kofenem, totiz nulou. Kofeny
ar v rozkladu (*) se mohou nékolikrat opakovat, a po vhodném pretrazent
soucniteli muze byt (x) prepsan

p(z) = alz — B)* (z — Bo) - (x — ) kde By jsou riizna. (%)

r

Mocnina k; se nazyvd ndsobnost kofenu f3; a platf > i, k; = n.

2.4.1. Tvrzeni. Nasobnost korenu je jednoznacné urcena. Nasledkem
toho je rozklad (xx) uréen aZ na permutaci souciniteli.

Diikaz. Méjme p(z) = (z — 8)kq(x) = (z — B)"r(x) takové,ze B neni koten
q ani r. Nechf k < £. Délime li p(x) vyrazem (z — 3)* dostaneme (s uzitim
jednoznacnosti déleni, viz 2.3.2) q(x) = (z = B)"*r(z) takze B je kofen p,
spor. [

2.5. Poznamka. Mnozina vSech komplexnich polynomu je obor integrity
(podobné jako mnozina celych ¢isel. Mdme q|p (¢ déli p) jestlize p(z) =
s(z)q(x) a plati g|p i ¢|p praveé kdyz existuje ¢islo ¢ # 0 takové, ze p(x) =
¢ - q(x). Prvocinitele jsou zde (t¥idy ekvivalence) binomu « — a.. V tvrzenich
nahote jsme se dozvédéli, ze v oboru integrity komplexnich polynomt je
jednoznacny rozklad na prvocinitele.

3. Rozklady polynomu
s realnymi koeficienty.

3.1. Tvrzeni. Necht jsou koeficienty a,, polynomu p(x) = apx™ + -+ +
a1x + ag rediné. Bud o koren p. Potom k nému komplexné sduZené &islo o
je téz koten p.

Dukaz, Mame (viz 1.1) p(@) = a, 0"+ - -+ aa+ag = @,a" + - - -+ a @

O

+

Gy = a,Q" + -+ @O +Tg = @, Q" + - Faa+ag =0 =

3.2. Tvrzeni. Necht je ndsobnost korenu o polynomu s redlnymi koefi-
cienty p rovna k. Potom je nasobnost korenu o také k.

Diikaz. Je-li a redlné neni co dokazovat. Necht nyni o nenf redlné. Potom
mame

p(z) = (z - a)(z - @)q(z) = (2" — (a + @)z + a@)q(x)
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a jelikoz 7* — (@ + @)z + a@ m4 redlné koeficienty (viz 1.1.1), ¢ mé také
redlné koeficienty (viz 1.3.1). Je-li a znovu kofen ¢ méme tu zde také novy
« polynomu ¢, a tvrzeni plyne z indukce. [J

3.3. Trinomy 2% + Bz + v = 22 — (o + @)z + aa nemaji redlné kofeny:

ey e

jako o ireducibilnich trinomech.

3.4. 7 2.4, 3.1 a 3.2 nyni dostavame
3.4.1. Disledek. Bud p polynom stupné n s redlnymi koeficienty. Potom

p(x) =alz—B)"(x—B) - (2= B)" (@ + iz +6)" - (27 +ys2+65)"

s Bj, s, 0; redlngmi, x* + vz + 0, ireducibilnimi a 2;:1 ki +2 2‘;:1 l;=n
(s mize byt 0).

3.4.1. Poznamka. V oboru integrity polynomu s redlnymi koeficienty je
tedy veétsi riuznorodost prvociniteli. Kromé x — § zde jsou téz ireducibilni
22 + yx + 6.

4. Souctovy rozklad racionalnich funkeci.

4.1. Uz jsme uzili termin obor integrity v poznamkéch 2.5 a 3.4.1. Pfipomernime
si, ze se jedna o komutativni okruh J s jednotkou 1 takovy, ze a,b € J, a,b # 0
implikuje ab # 0

Jako v oboru Z celych ¢isel, v obecném oboru integrity (specidlné pak v
oborech polynomt s koeficienty v C resp. R) tikdme, ze a déli b a piSeme a|b
existuje-li x takové, ze b = za. a a b jsou ekvivalentni je-li a|b a b|a; piSeme
pak a ~ b.

Nejvétsi spolecny délitel prvku a,b je d takové, ze dla a d|b a takové,
ze kdyz z|a a x|b mame z|d. Jednotka déli kazdé a; elementy a a b jsou
nesoudélné nemaji-li (az na ekvivalenci) nejednotkovy spoleény délitel.

4.2. Véta. Bud J obor integrity and méjme funkci v : J — N a pravidlo
delent se zbytkem for a,b # 0 a b nedélici a,

a=sb+r s v(r)>uvb).

Potom pro kazdd a,b # 0 existuji x,y takovd,Ze xa + yb je nejuétsi spolecniyj
delitel a, b.
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Diikaz. Bud d = xa + yb s nejmensim moznym v(d). Necht d nedéli a.
Potom
a=sd+r s v(r)<v(d).

Nyni ale (1 — sz)a — syb = r a v((1 — sx)a — syb) = v(r) < v(d), spor. Je
tedy d|a a z téhoz duvodu d|b. Jestlize na druhé strané c|a a c|b potom ziejmé
c|(xa + yb). d je tedy nejveétsi spolecny délitel. [

4.2.1. Pozndmka. Pro celd ¢isla (s v(n) = |n|) to bylo dokdzano Bache-
tem (16.-17. stoleti), v obecnéjsi podobé — specidlné téz pro nase polynomy —
to pochdzi od Bézouta (18. stoleti). Obvykle se mluvi o Bézoutové lemmatu;
Bachet-Bézoutova véta by bylo spravnéjsi.

4.3. Raciondlni funkce (v jedné proménné) je komplexni nebo redlnd
funkce jedné proménné kterou muzeme napsat jako

P(z) = ZM
q()
kde p, q jsou polynomy.
4.3.1. Véta. Komplexni raciondlni funkci P(x) = % muzeme napsat

jako

Pila) + 3 Vi)

kde Py(x) je polynom a ostatni vyrazy jsou tvaru

4
(z —a)*

kde A je ¢islo a « je koten polynomu q s ndasobnosti nejméné k.
Diikaz indukei podle deg(q). Tvrzeni je trividlni pro deg(q) = 0. Pro
deg(q) =1 (a tedy ¢q(z) = C(z — «)) dostaneme z 1.3 ze

p(x) = s(x)q(x) + B

B
kde B' = 2.
¢ C
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Necht nynf tvrzeni plati pro deg(q) < n. Staci je nyni dokdzat pro = N St)z(m)
s deg g < n. Podle indukéniho predpokladu to muzeme psat jako

hlo) | 5~ Yilo),

r —«

Jestlize V; = ﬁ bude prislusny scitanec W. Je-li to ﬁ s B #

uvédomime si nejprve, ze nejvétsi spoleény délitel (z — a) a (x — B)* je 1 a
tedy podle 4.2 existuji polynomy u, v takové, ze
u(z)(z —a) +o(z)(z — )" =1

takze

(z—a)(@ =B~ (z —a)(z - B (z=p)F (r-a)

a podle indukéni hypotézy o poslednich séitancich muze byt prepsan do
zddaného tvaru. [

A Alu(@)(z —a) (@)@ = B _ Aulz)) = Avlz)

4.3.2. Véta. Redlnou raciondni funkci P(x) = % muzeme napsat jako

Pila) + 3 Vi)

kde Pi(x) je polynom a ostatni vyrazy jsou tvaru

A
(x —a)t
kde A je ¢islo a o je koren polynomu q ndsobnosti nejméné k nebo tvaru

Az + B
(22 + ax + b)k

kde x® + ax + b je néktery z ireducibilnich trinomi z 3.4.1 a k je mensi nebo
rovno prislusnému £.

Dikaz muze byt proveden jako dukaz v 4.3.1, jen je potieba rozlisit vic
ptipadi nesoudélnosti  — o and 2% + ax + b.
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Muze to byt ale téz vyvozeno z 4.3.1: neni-li totiz kofen « redlny, mame
s kazdym
(&=
téz scitanec
B
(z — @)

se stejnou mocninou k: jinak by soucet nevysel redlny. Nyni mame

(x — a)k * (z—a) (22— (a+a@)r+aoa) (224 ax + b

a znova oveérime, ze Ay, By musi byt redlné.
Prvni varianta muze byt méné pracnd ale ve druhé (i kdyz tfeba nebudeme
ovétovat vSechny detaily) 1épe vidime co se déle. [

4.3.3. Poznamka. Pii praktickém vypoctu prosté bereme v uvahu, ze
néjaky takovy rozklad je mozny a koeficienty A resp. A a B dostaneme
feSenim linearnich rovnic.
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X. Primitivni funkce (neurcity integral).

1. Obraceni derivace

1.1. V kapitole VI byla definovana derivace a naucili jsme se derivovat
elementarni funkce.

Nyni tdlohu obratime. Je-li dana funkce f budeme se zajimat o funkci
F pro kterou I’ = f. Takova funkce F' se nazyva primitivni funkce, nebo
neurcity integrdl dané f (v dalsi kapitole pak budeme diskutovat nejzékladnéjsi
z urcitych integralu, Riemanntuv integral).

Pti derivaci jsme nejprve mluvili o derivaci funkce v bodé, coz bylo ¢islo,
a potom jsme presli k derivaci funkce f jako funkce f' : D — R, méla-li
f derivaci f'(x) v kazdém bodé x oboru D. Pfi urcovani primitivni funkce
se nic takového nedéje. Vzdy pujde o hledani funkce (té zminéné F) k dané
funkci.

1.2. Na rozdil od derivace f’ jednoznacné urcéené funkci f, primitivni
funkce jednoznacné urcéend neni, ze ziejmého duvodu: derivace konstanty C'
je nula takze je-li F'(z) primitivni funkce k f(x) je ji téz kterdkoli F'(z) + C.
Ale, jak jsme jiz dokazali v VIII.3.3, situace neni o mnoho horsi nez toto.
Méme

1.2.1. Fakt. Jsou-li F' a G primitivni funkce k f na intervalu J potom
je pro néjakou konstantu C

pro vsechna x € J.

1.3. Znaceni. Primitivni funkce funkce f se ¢asto oznacuje by

1

Misto tohoto struéného symbolu se neméné casto pise explicitnéji

/f(x)dx.

Toto druhé neni jen trochu redundantni indikace toho o jakou proménou kon-
kretné jde (kdyby t¥eba §lo o [ f(z,y)dz). V sekci 4 to bude velice vyhodné
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pri vypoctu integralu substituéni metodou. Ale jesté vic bude vyznam této
symboliky patrny ve spojeni s urc¢itym integralem v nasledujici kapitole. Viz
XI1.2.5, XI.2.6 a XI.5.5.1.

Jelikoz neni primitivni funkce jednoznacné definovana ma byt vyraz “F =
[ f7 chépan jako zkratka pro “F je primitivni funkce k f 7, ne jako rovnost
dvou entit (mame 22? = [adx a 1:102 + 5 = [adx z kterychzto “rovnost{”

nemuzeme Vyvozovat ze 133 2 +5). Pro jistotu se nékdy piSe

/f () +C nebo /f F(z)+C,

ale i to ma hécek: tvrzeni 1.2.1 plati jen pro intervaly, a defini¢ni obor i
velmi jednoduchych prirozené definovanych funkci nemusi byt interval; viz
2.2. Musime byt opatrni.

2. Neékolik jednoduchych formuli.

2.1. Obréacenim zakladniho pravidla pro derivaci dostavame

Tvrzeni. Budte f, g funkce definované na stejném oboru D a budte a,b
¢isla. Necht [ f a [ g na D existugi. Potom existuje [(af + bg) a mdme

/(af+bg):a/f+b/g

2.1.1. Poznamka. To je jediné aritmetické pravidlo pro integraci. Ze
zasadnich duvodu nemuze byt obecné pravidlo pro [ f(z)g(z)dz nebo pro

[ H8dw, viz 2.22.1 a 2.3.1.

2.2. Obréacenim pravidla pro derivaci 2" s n # —1 dostaneme

1
/x”dx = Ry
n+1

(To ve skutecnosti neplati jen pro celd ¢isla n. Pro D = {z € R|x > 0}
mame podle VI.3.3 formuli

1
/:B“d$ = 1:B“+1 pro kazdé realné a # —1.)
a
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Tedy podle 2.1 mdme pro polynom p(z) = >}, ara*,

—~ E+1
doe = .
[ e =32
k=0
2.2.1. Pro n = —1 (a obor hodnot R \ {0}) mame formuli

1
/—dx =lg|x|.
T

(Skutecné, pro z > 0 mdme |z| = z a tedy (Ig]z|)’ = 1. Pro 2 < 0 méme
|z| = —x a tedy opét (Ig|z|) = (Ig(—=z)) = }x (=1)=1)

xT

2.2.2. Poznamka. 1. Tato posledni formule naznacuje, ze neni mozno

ocekdvat jednoduché pravidlo integrovani % v terminech [ f a [g: to

bychom museli mit formuli vytvorujici lgz z z = [1a 12? = [a.
2. Obor hodnot funkce % neni interval. V§imneéte si, ze mame, kromné

jiného, tieba
/1 lg |z| 4+ 2 for x < 0,
—dx =
x lg |z| 4+ 5 for > 0.
coz ukazuje , ze uzivani vyrazu [ f(z)dz = F(z) + C nenf bez nebezpeci.

2.3. Pro goniometrické funkce dostavame

/sinx:—cosx a /cosw:sinx.

2.3.1. Poznamka. V obecnosti, primitivni funkce k elementarni funkci
tfebaze vzdy existuje, jak uvidime v dalsi kapitole) nemusi byt elementarni.
Yy J€, ) P Yy

Jedna takova je
sin
x

(dokézat to je nad nase moznosti, musite mi to vérit). Mame ovsem snadné
[ La [sina; Nemuze tedy platit pravidlo pro poéitani [ f(z)g(z)dx terminech
[ fand [g.

2.4. Pro exponencielu mame, trivialné,

1
/el’dx =¢e” a podle VI.3.3 obecnéji /axdx = l—ax.
ga
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2.5. Pridejme jesté dvé zrejmé formule

/ dx ; / dx .
= arctanz a ———— = arcsin z.
T+ a2 i

V dalsich dvou sekcich se nauc¢ime dvé uzitecné metody pro hledani pri-

vvvvvv

3. Integrace per partes.

3.1. Necht f,g maji derivace. Z pravidla o derivaci soué¢inu okamzité

ziskame pravidlo
/f’-ng-g—/f-g’~ (%)

Na prvni pohled to nevypada jako bychom néco ziskali: chceme integrovat
f"+ g a chce se od nas, abychom inegrovali podobnou f - ¢’. Ale

(1) [ f-¢ muze byt mnohem jednodussi nez [ f"- g, nebo

(2) zté rovnice muzeme dostat uzitecnou rovnici, z niz jiz integral vypocteme,
nebo

(3) muzeme dostat rekursivni postup vedouci k cili.

Uziti formule (x) se nazyva integrace per partes.

3.2. Piiklad: Tlustrace pripadu 3.1.(1). Pocitejme

J:/xalgx sz>0aa#—1.

Polozime-li f(x) = a%lx““ a g(z) = lga dostaneme f'(z) = 2% a ¢'(z) = <
takze
1 1 1 1
J= a+1 o a+l  — __ a+11 o / ay
a+1 T ar Pl L
1 1 ot 1
— a+1 _ a+1ly _ 1 _
a+1(a & a+1 ) a+1(gw a+1)



a tedy napft. pro a = 1 zjistime, ze

/lg:vdx =z(lgz —1).

3.3. Piiklad: Tlustrace pripadu 3.1.(2) Pocitejme
J = /ez sin zdz.
Polozime-li f(z) = f'(z) = € a g(x) = sinx ziskdme
J =e"sinx — /ex cos zdz.

Integral na levé strané je asi tak stejné slozity jako ten, se kterym jsme zacli.
Ale zopakujme to tentokrat s g(x) = cos z. Dostaneme

/e“ cosxdr = e” cosx — /ex(— sin x)dx
a tedy
J=¢€"sinz — (e” cosx — /em(— sinz)dzr) = e"sinx — e cosx — J

a z toho zjistujeme
ex

J = E(sinx — CosT).

3.4. Priklad: Ilustrace pripadu 3.1.(3). Pocitejme
Jp = /m”e””dx pro cela ¢isla n > 0.
Kdyz polozime f(z) = 2™ and g(z) = ¢'(z) = e* dostaneme
J, = 2"e” — /nx”_lew =a"e" —nd,_1.

[terujice tento postup dostaneme

Jp=2"e" —na" e  +nn—1)J, o= =

=2"e" —na" ' +n(n—Da" %" +--- £l
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a jelikoz Jy = [ e* = e* dostaneme z toho

4. Substitu¢ni metoda.

4.1. Pravidlo pro derivaci slozené funkce VI.2.2 muze byt pro nase ucely
reinterpretovano nasledujicim zpusobem.

Fact. Bud [ f = F, necht md funkce ¢ derivaci ¢/, a necht slozeni F o ¢
ddavd smysl. Potom

/ F(6(x)) - ¢/ (x)d = F((x)).

4.1.1. Tedy, abychom ziskali [ f(¢(x)) - ¢/(x)dz vypocteme [ f(y)dy a
ve vysledku substituujeme ¢(z) ve vsech vyskytech y. Uziti tohoto triku se
nazyva substitucni metoda.

/ f(z)dx

misto jednoduchého [ f velkd pomoc. Pfipomenme si znacen{

Zde je znaceni

do(z) oy
———— pro derivaci x).
o P ¢'(z)
Vyraz %(;) sice neni skutecné zlomek s citatelem d¢(z) a jmenovatelem dz,

ale na okamzik predstirejme, ze je. Potom méame
d¢(z) = ¢'(x)dz nebo ¢ dy = ¢'(x)dz kde ¢(x) je substituovéno za y 7.

Tedy, uziti substitu¢ni metody (subtituce ¢(z) za y) spociva ve vypoétu

[
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jako integralu v proménné y, a potom nahrazeni y vyrazem ¢(z) tak ze piseme

dy = ¢'(x)dx jak je ziskdno z j—y = ¢'(x).
x

To se snadno pamatuje.

4.2. Pfiklad. Abychom ziskali [ lngdx substituujme y = lgx.Potom
dy = d?‘” a mame tedy

lgz L, 1 9
/?daz—/ydy—éy —§(lgx).

4.3. Pfiklad. Abychom spocetli [ tan xdz pfipomerime si, ze tan z = P
a ze (—cosz)’ = sinx. Tedy, substituci y = — cos x ziskdme

i d
/tanxdx:/Smxdx:/—y:—lgw\:—lg]cos:c|.
cos —y

Vic prikladu najdeme v dalsi sekci.

5. Integraly racionalnich funkci.

5.1. Vzhledem k 2.1 a IX.4.3.2 stac¢i najit integraly
/ L g (5.1.1)
——dx 1.
(r —a)*

Ar + B
/( 2+x++b)kd$ s 22+ ax + b ireducibilnim (5.1.2)
2 + ax

pro piirozena cisla k.
5.2. Prvni, (5.1.1), je velmi jednoduché. Substituujeme-li y =  — a bude

dy = dz a nés integral spocitdme jako [ yik a podle 2.2 a 2.2.1 (substituujeme
zpet © — a za y)

/;dx: ﬁm pro k # 1,
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5.3. Lemma. Polozme

1
b,x, k) = dx.
Potom madme
/ Ax + B i — 2(1{k) . (m2+ax1+b)’°*1 + (B — %)J(a, bz, k) pro k#1,
(22 4 ax + b)k Alg|a® +ax + b+ (B — 44)J(a,b, 2, k) pro k=1.

Dukaz. Mame

Ax + B _A 2 +a (B Aa) 1
24+ar+b 2x2+ar+b 2 '224+ax+b

V prvnim séitanci pocitame

/ 2+ a

—dx

x> +ar+0b

substituci y = x* +ax +b; potom mdme dy = (2x+a)dz a iloha se redukuje,
jako v 5.2, na urcen{ [ yikdy. U

5.4. Tady bude (5.1.2) vyfeseno vypoétenim

/ ! dx
(2% + ax + b)k

s ireducibilnim z2 + ax + b.

5.4.1. Nejprve pozorujeme, ze nasledkem ireducibility je b— % > 0 (jinak
by 2% + ax + b mél redlné kofeny). Existuje tedy redlné ¢ pro které

)

2 @
4
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Takze, substituci y = =22 (tedy, dy = —dx)

1 / 1 d
21 [ (2 4 1)k y

a nas tkol jsme zredukovali na [ dz.

1
@EF
5.4.2. Tvrzeni. Integrdl

1
Jk—/mdx

muzeme rekursivné spocitat formuli

1 x 2k -1

Jk+1:ﬁ'x2+1+ o7 Ji

kde J; = arctgx.
Diikaz. Nejprve polozme
1

f0) = Garye o o) =a

Potom 5
x
Al (22 + 1)k+1 g'(x) =1

a z formule per partes

J’“( P o [ o -

- o +1
- xz (24 DM ] (22 + 1)k

a vyraz () mame; integral J; = arctan z byl jiz zminén v 2.5

6. Nékolik standardnich substituci.

6.1. Nejprve rozsitime terminologii z kapitoly IX. O vyrazu

T, .S
g ArsT' Y

r,s<n
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budeme mluvit jako o polynomu ve dvou proménnych x,y. Jsou-li p(x,y),

q(z,y) polynomy v proménnych z,y mluvime o

jako o raciondIni funkci ve dvou promeénngjch.
6.1.1. Umluva. Ve zbytku této sekce bude R(z,y) vzdy racionélni funkce

ve dvou proménnych.
6.1.2. Pozorovani. Budte P(x),Q(x) raciondlni funkce jako v kapitole

IX. Potom je S(x) = R(P(z),Q(x)) raciondlni funkce.

6.2. Integral fR(q:, Z;fig)d:c Pouzijeme substituci y =

tom je y? = Z;”Ifl z ¢ehoz ziskame

azr+b .
prin Po

_ b—dy?
Ca?+4a
a tedy
dz
=5(y)

G-
kde S(y) je raciondlni funkce (explicitni formule se ziska snadno). Nage sub-

stituce tedy transformuje

ar +b b — dy?
/R(x, >dx do /R(m,y>8(y)dy

cr +d

a to je jiz mozno spocist procedurami z predchozich sekci.
6.3. Eulerova substituce: integral | R(z,vaxz? + bx + ¢)dz. Nejprve

se zbavime piipadu a < 0. Prepoklddame-li, ze funkce ma smysl, musi mit
ax? + bxr + ¢ > 0 na oboru hodnot (v pifpadé a < 0) realné kofeny «, 3 a

R(z,Vax? +bx +c) = R(z,vV—a\/(z — a)(z — B))
= B(e.v=ale — )y 220)

a tento pripad byl jiz pojednan v 5.2.
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Ale v piipadé a > 0 je situace nova. Potom substituujeme t z rovnice

Var? +br+c=+ax +t

(to je Eulerova substituce). Zdvojmocnéni obou stran d& rovnici

az? + bx + ¢ = ax® + 2v/axt + t*

a z ni ziskdme ) p
t°—c x
r=——— atedy — =5(t
b—20/a Yo oW
kde S(t) je racionélni funkce. Nas integral tedy muzeme spocitat jako
t* — t* —
¢ ¢ ) S(t)dt.

R t
/ (b— TN TV
6.4. Goniometrické funkce v racionalni funkci: [ R(sinz,cosz)dz.

Abychom spocetli
/ R(sinz, cos x)dx

si pomuzeme substituci
x

y = tan —.

2

1

Ze standardni formule
cos’z = —_—
1+ tan“x

ziskame
2tan Z 2
sin & = 2sin = cos = = 2tan = cos? = = 2 = y ,
2 2 2 l+4+tanZ® 142
2 1 — 2
cosz = cos? = —sin?© = 2cos? = — 1 = 1= y
2 2 1+ 1+ 2
Déle mame
dy 1 1 1 )T ,
Y. — . (1+tan? )= (1
dr 2 cos?3 2 (1+ tan® 3) 1+y7)
a tedy
d 2 d
x_
1+ y? Y



takze ilohu muzeme vyfesit pocitanim
2 1—y? 2
/ o (e dy.
1+ y2 14+ y2 1+ y2

6.5. Poznamka. Procedury ze sekci 4 a 5 jsou nepochybné velmi pracné a
narocné na cas. To je zcasti proto, ze zde pokryvame znacné obecné pripady.
V konkretnim pripadé nékdy muzeme najit kombinaci substituce a metody
per partes kterd vede k cili mnohem rychleji. Srovnejte tieba [ tanzdz
spoctené v 4.3 s 6.4.
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XI. Riemannuv integral

1. Obsah rovinného obrazce.

1.1. Ozna¢me symbolem vol(M) obsah rovinného obrazce M C R% Ob-
razec muze byt ptilis exoticky, aby se o obsahu mohlo snadno mluvit, ale o
takové zde nepujde Kdyz symbol vol pouzijeme, implicite mame na mysli, ze
obsah dava smysl.

1.2. O nasledujicich pozadavcich se asi snadno dohodneme.
1) vol(M) > 0 mé-li smysl,

(1)

(2) je-li M C N je vol(M) < vol(N),

(3) jsou-li M a N disjunktni je vol(M U N) = vol(M) + vol(N), a
(4)

4) je-li M obdélnik se stranami a, b je vol(M) = a - b.

1.3. Pozorovani. 1. vol(()) = 0.
2. Bud M dsecka. Potom vol(M) = 0.
Diikaz. 1: () je podmnozinou kteréhokoli obdélnika, tvrzeni tedy plati z

(1),(2) a (4)
2 dostaneme podobné: tsecka délky a je podmnozinou obdélnika se stra-
nami a, b pii ¢emz muze byt b libovolné malé. [

1.3.1. Poznamka. Vidime tedy, ze v 1.2(4) nebylo potteba mluvit o tom,
zahrnujeme-li do obdélnika okraje nebo jejich casti.

1.4. Tvrzeni. Ddvaji-li obsahy smysl plati o nich
vol(M U N) = vol(M) + vol(N) — vol(M N N).
Zvlasté pak mdme
vol(M U N) = vol(M) 4+ vol(N)  kdykoli vol(M NN) =0.
Diikaz. Plyne 1.2(3) vezmeme-li v tivahu disjunktni sjednoceni

MUN=MU(N~M) a N=(N~M)U(NNM).
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1.5. V dalsim budou hrat zvlastni roli obrazce nasledujiciho typu

(xlayl)

(fﬁo, yo)

(x07 O) - (xl’ 0)

(22, 92)

(va O)

(z3,Y3) — .

(1’3, 0) - (ZL’4, O)

Podle predchozich trivialnich tvrzeni jsou jejich obsahy prosté soucty obdélniku
z nichz jsou sestaveny. Napi. obrazec nahote ma tedy obsah

yo(x1 — o) + y1(x2 — 1) + Y223 — T2) + y3(v4 — 23).

2. Definice Riemannova integralu.

2.1. Umluva. V této kapitole se budeme zabyvat omezenymi redlnymi
funkcemi f : J — R definovanymi na kompaktnich intervalech J, to jest
funkcemi pro které existuji ¢isla m, M takova, ze pro vSechna z € J je
m < f(x) < M. Pfipomenme si, ze vzhledem ke kompaktnosti je spojita
funkce na J vzdy omezend. Nase funkce ale nebudou nutné spojité.

2.2. Rozklad kompaktniho intervalu (a, b) je posloupnost

P:a=tgy<t1 < <t <t,=0

106



O jiném rozkladu
P:a=ty<ti<--<t_<tn=0

fekneme, ze zjemnugje P (nebo ze je zjemnéni toho P) je-li mnozina {t; |j =
1,...,n—1} obsazena v {t;|j=1,...,m —1}.

Jemnost rozkladu P, oznacend pu(P), je definovéna jako maximum rozdilu
tj — tj—l-

2.3. Pro omezenou funkci f: J = (a,b) - R arozklad P:a =1ty <t <
- < t,_1 <t, =0bdefinujeme dolni resp. horni soucet f v P jako

Zm] tji_1) resp. S(f,P)= ZM

kde m; = inf{f(x) |t <z <t;} aM;=sup{f(z)|t;j_1 <z <t;}.
2.3.1. Tvrzeni. Bud P’ zjemnéni P. Potom je
s(f,P)<s(f, P') a S(f,P)=S(f P

Diikaz pro horni soucet: Necht t,_y = ¢ < tj,; < -+ < t],, = t;. Pro
Mll—i—] = sup{f(z) |t ;1 < o <t} a My = sup{f(z)[ti-1r < @ < B}
mame Z M/( I+7 t;—&-] 1) < Z Mk( l+7 t;—i-] 1) Mk<tk - tk*1>‘ O

2.3.2. Tvrzeni. Pro libovolné rozklady Py, P, mdame
S(fvpl) S S(fap2)

Diikaz. Ziejmé je s(f, P) < S(f, P) pro kazdy rozklad. Déle, pro kazdé
dva P, P, mame spolecné zjemnéni P: staci vzit sjednoceni mnozin délicich
bodu téchto zjemnéni. Podle 2.3.1 tedy

S(f,Pl)SS(f,P)SS(f,P)SS(f,PQ)
U

2.4. Podle 2.3.2 je mnozina redlnych ¢isel {s(f, P)|P rozklad} shora
omezena a {S(f, P)| P rozklad} zdola omezena. Mame tedy kone¢na ¢isla

b
/ f(z)dx = sup{s(f, P)| P rozklad} a
—b

/ f(z)dx = inf{S(f, P)| P rozklad}.

a
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Prvni se nazyva dolni Riemanniv integral funkce f pres (a, b), druhé je horni
Riemannuv integral funkce f.
7 2.3.2 dale vidime, ze

Z:f(q:)dx < /if(a:)d:c,

b
f (r)dx nazyvame spolecnou hodnotu

/ab f(x)dz

Riemanniv integrdl funkce f pres (a,b).

2.4.1. Pozorovani. Bud m = inf{f(z)|a <z < b} a M = sup{f(z)|a <
x < b}. Potom mdme

Pokud je il;f(x)d:v =/

X —b
m(b—a)g/f(x)dxg/f(x)da:SM(b—a).

< a

2.4.2. Tvrzeni. Riemannuv integrdl f: f(x)dx existuje prave kdyz pro
kazdé € > 0 existuje rozklad P takovy, Ze

S(f,P)—s(f,P)<e.

Diikaz. 1. Necht fab f(z)dz existuje; zvolme € > 0. Potom existuji rozklady
P, a P, takové, ze

b b
SUP) < [ f@de+ S a s(rp) > [ e
Potom podle 2.3.1 mame pro spolecné zjemnéni P téchto Py, P,
b e b c
SUP) =sthP) < [ g@ae+ 5= [ a5 =

I1. Necht tvrzen{ plati. Zvolme e > 0 a P pro které S(f, P)—s(f,P) < e.
Potom

b b
/f(x)d:BSS(f,P)<s(f,P)+5§/f(:v)d:z+5,
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b
a jelikoz ¢ bylo libovolné vidime, ze [ f(x)dz = fbf(x)dm. O

2.5. Poznamky. 1. Co se déje vidime nejlépe analysou chovani nezapornych
funkei f. Vezméme F' = {(z,y) |z € (a,b), 0 < f(x)}, tedy obrazec ome-
zeny x-ovou osou, grafem funkce f a vertikdlnimi primkami prochazejicimi
(a,0) and (b,0). Vezméte nejvétsi sjednoceni obdélniku Fj(P) s dolnimi vo-
dorovnymi hranami (¢;_1,¢;) (pfipomente si obrazek v 1.5) obsazeny v F;
ziejmé je vol(F(P)) = s(f, P). Pro podobny nejmensi obsah F, (P) obrazce
obsahujiciho F' mame vol(F,(P)) = S(f, P). Tedy, ma-li obsah F' smysl, musi
byt

s(f, P) = vol(Fi(P)) < vol(F) < vol(F,(P)) = 5(f, P),
a pokud fff(x)dx existuje je toto ¢islo jediny kandiddt na vol(F) a je
prirozené povazovat ho za ten obsah.

2. Zmnaceni fab f(z)dx pochdzi z ne uplné korektni, ale uzite¢né intuice.
Predstavte si dz jako velmi maly interval (rddi bychom ftekli “nekonecéné
maly, ale s nenulovou délkou”, coz neni takovy nesmysl jak to zni); predstavujeme
si, ze dz jsou disjunktn{ a pokryvajf isecku (a,b), a znamend “soucet” ob-
sahu “velmi tenkych obdélniku” s vodorovnymi hranami dz a vyskami f(z).
Uvédomme si, jak blizko je tato predstava od korektnéjsiho pohledu nahote
v bodé 1, vezmeme-li P s velmi malou jemnosti.

2.6. Znaceni. Neni-li nebezpeéi nedorozumeéni zkracujeme znaceni (ana-
logicky jako kapitole X)

lif(m)dx, /Zf(x)dx, /abf(x)dx na [f /bf /abf.

3. Spojité funkce.

3.1. Stejnomérna spojitost. Rekneme,ze redlns funkce f : D — R je
stejnomérné spojitd plati-li

Ve > 036 >0 takovéze Vx,ye D, |z —y|<d = |f(z) — f(y)| <e.

3.1.1. Poznamka. Vsimnéte si jemného rozdilu mezi spojitosti a stej-
nomérnou spojitosti. V prvni zavisi ¢ nejen na ¢ ale také na z, v druhé ne.
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Stejnomérné spojita funkce je ziejmé spojitd, ale opacna implikace neplati.
Vezméme tieba
f(x)=(zr2*):R =R,

Méme |22 — y?| = |x — y| - |z + y|; chceme-li tedy mit |z? — y?| < & v okoli
bodu x = 1 stac¢i volit ¢ blizké ¢islu €, v okoli bodu x = 100 potiebujeme o
kolem +55.

3.1.2. Ale, mozna trochu prekvapivé, na kompaktnim oboru se tyto po-
jmy shoduji. Plati

Véta. Funkce f : {a,b) — R je spojitd pravé kdyz je stejnomérné spojitd.

Diikaz. Necht f neni stejnomérné spojitd. DokdZeme, Ze pak neni ani
spojita.

Jelikoz formule pro stejnomérnou spojitost neplati, mame ¢, > 0 ta-
kové, ze pro kazdé 6 > 0 existuji x(d),y(0) takova, ze |x(d) — y(J)] < J a
pritom |f(z(6)) — f(y(6))| > eo. Polozme z,, = z(+) a y, = y(=). Podle
IV.1.3.1 muzeme najit konvergentni podposloupnosti (Z,,),, (Un)n (nejprve
zvolime konvergentni podposloupnost (zy,), posloupnosti (z,), a potom
konvergentni podposloupnost (yx, )n posloupnosti (yy, )r a koneéné polozime
Ty = Tp, A Yn = Yk, ). Potom je |7, — Y| < % a tedy lim z,, = lim 7,,. Jelikoz
ale | f(z,) — f(Yn)| > €0, nemuze byt lim f(z,) = lim f(y,) takze podle IV.5.1
neni f spojita. [

3.2. Véta. Pro libovolnou spojitou [ : {(a,b) — R existuje Riemanniv

. ;b
integrdl [ f.
Diikaz. Jelikoz je f podle 3.1.2 stejnomérné spojita, muzeme pro € > 0
najit 0 > 0 takové, ze
€

e —yl<d = [fl@) =yl <;—

Pfipomerime si jemnost p(P) = max;(t; —t;_1) rozkladu P : top < t; <--- <
t. Je-li p(P) < 6 méame t; —t;_1 < d pro kazdé j, a tedy

M;j —my =sup{f(z) |tj-1 <z <f;} —inf{f(z) [t Sz <t} <
< sup{|/(@) = F@)[|t1 S 2y S} < =

a

takze

S(f,P) = s(f, P) =Y (M; —m;)(t; —t; 1) <




Pouzijme 2.4.2 [

3.2.1. Kdyz si promyslime tento dukaz do detailu, dostaneme ponékud
silnéjsi vetu.

Véta. Necht je f: {a,b) — R a necht je Py, Ps, ... posloupnost rozkladi
takovyjch, Ze lim,, p(P,) = 0. Potom

b
lim s(f, Py) = lim S(f, ) :/ f.

(Pro e and 0 nahofe zvolme ng takové, ze pro n > ng mame p(P,) < 0.)

3.3. Véta. (Integralni véta o stredni hodnoté) Bud’ f : (a,b) — R spojitd.
Potom ezistuje ¢ € (a,b) takové, Ze

b
[ #arde = 00~ a)

Dikaz. Polozme m = min{f(z) |a < x < b} a M = max{f(z)|a <z <
b} (viz IV.5.2). Potom

b
m(b—a) < / flx)de < M(b— a).

Existuje tedy K takovéze m < K < M a ze fab f(z)dzx = K(b — a). Podle
IV.3.2 existuje ¢ € (a.b) takové, ze K = f(c). O

4. Zakladni véta analysy.

4.1. Tvrzeni. Bud'te a < b < ¢ a necht je f omezend na {(a,c). Potom

b c c b e s
/f+/f=/f and/f—l—/f:/f.
2 _a < b < _a a b a
Diikaz pro dolni integréal. Oznac¢me P(u, v) mnozinu vsech rozkladu (u, v).

Pro P, € P(a,b) a P, € P(b,c) definujme P, + P, € P(a,c) jako sjednoceni
téch dvou posloupnosti. Potom ziejmé

S(f,P1+P2):S(f,P1)+S(f,P2)
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a tedy

/f+/f— sup  s(f,P)+ sup s(f,P)=

P1eP(a,b) PreP(b,c)
- sup{S(f,Pl) +S(f,P2)‘P1 € P(CL,b),PQ € P<b7c)} =
= sup{s(f, Pi + P) | Pi € P(a,b), P, € P(b,0)},

Staci prosté pridat b do jeho posloupnosti. Takze je podle 2.3.1 toto posledni
supremum rovino

amhmpﬂpepw@}z/v.

i

4.2. Umluva. Pro a = b polozme faaf = 0 a pro a > b definujme
f:f = — [, f. Snadno ovéfime, Zze pak plati

4.2.1. Pozorovani. Pro libovolnd a,b, c je
b c c
[ref=1r
a b a
4.3. Véta. (Zakladni Véta Analysy) Bud f : (a,b) — R spojitd. Pro

x € (a,b) polozme
_ / oy

Potom je F'(x) = f(x) (presnéji, derivace v a je zprava a derivace v b je
zleva,).
Diikaz. Podle 4.2.1 a 3.3 méame pro h # 0

(F(z+h)— / / f)= / f= %f(x—i—@h)h = f(z+6h)

S| =

kde 0 < 6 < 1 ajelikoz f je spojitd, limy_,o 3 (F(z+h)— f(x)) = lim,o f(z+
Oh) = f(z). O
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4.3.1. Dusledek. Kazdd spojita f : {(a,b) — R md primitivni funkci
na (a,b) spojitou na {(a,b). Je-li G libovolnd primitivni funkce k f na (a,b)
spojitd na {(a,b), je

/ F(#)dt = G(b) — Gla).

(Podle 4.3 mame fab f(t)dt = F(b) — F(a). Pripomenme si IX.1.2.)

4.3.2. Poznamka. PovSimnéte si kontrastu mezi derivacemi a primi-
tivnimi funkcemi. Mit derivaci je u spojité funkce velmi silna vlastnost,
ale derivovani elementarnich funkei — to jest funkci se kterymi se typicky
setkavame — je velmi jednoduché. Na druhé strané kazda spojita funkce ma
funkci primitivni, ale spocitat ji je velmi tézké az nemozné.

4.4. Piipomente si integralni vétu o sttedni hodnoté (3.3). Zdkladni véta
analysy ji klade do 1izkého vztahu s vétou o stiedni hodnoté diferencialniho
poctu. Skutecné, oznacime-li F' primitivni funkci k f, formule 3.3 dava

F(b) — F(a) = F'(c)(b—a).

5. Nékolik jednoduchych fakt.

5.1. Tvrzeni. Necht se g a f lisi v konecné mnoha bodech. Potom

Zvldste pak, existuje-li fabf existuje téZ f;g a plati fabf = fabg.
Diikaz pro dolni integrél. Pouzijeme p(P) z 2.2. Jsou-li |f(x)| a |g(z)]
mensi nez A pro vSechna x a jestlize se f a g lis{ v n bodech, pak

a u(P) muze byt libovolné malé. [

5.2. Tvrzeni. Necht md f na (a,b) jen konecné mnoho bodii nespojitosti,
vsechny opruniho druhu, Potom Riemanniv integrdl fab f existuge.
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Diikaz. Bud'te ¢; < ¢y < --- < ¢, ty body nespojitosti. Potom mame

[r=[ s [l [

5.3. Tvrzeni. Necht fabf a f;g existuji a necht jsou o, B redlnd cisla.
Potom ff(af + Bg) existuje and mdme

/ab(af+6g)=a/abf+6/abg-

Diikaz. 1. Nejdifv snadno vidime, ze f; af = aff f. Pro a > 0 je totiz
ziejmeé s(af, P) = as(f,P) a S(af,P) = aS(f,P), a pro @ < 0 mame
s(af, P) =aS(f,P) and S(af, P) = as(f, P).

I1. Staci tedy provést dukaz pro f+ g. Polozme m; = inf{f(z)+g(x) |z €
<ti_1,ti>}, m; = 1nf{f(x)|x € <ti_1,t2‘>} a m;/ = mf{g(x)\x c <t1_1,tz>}
Ziejme je mi +m! < m; a tedy

g

s(f, P)+s(g,P) < s(f+g,P), apodobne S(f+g,P)<S(f,P)+S(g,P)

a snadno usoudime, ze

Zif+[;g§£(f+g) a /Z(f+g)§/if+/ig
/abf+/:g§£<f+g>s/is/abf+/:g.

5.4. Per partes. Zavedme znacen{

a tedy

g

(Ao = h(b) — h(a).

Potom z 4.3 a X.3.1 bezprostfedné dostavame

/abf-g’z[f-g]’;—/abf’-g

114



5.5. Véta. (Véta o substituci pro Riemannuv integrdl) Bud f : (a,b) —
R spojitd a bud ¢ : {(a,b) — R vzdjemné jednoznacéné zobrazeni s derivaci.
Potom

b / (b)
[ e = [ s
a bla
Diikaz. Pripomente si 4.4 i s definici F'. Hned ziskdame

é(b)
” f(z)dz = F(p(b)) — F(o(a)).

Ale podle X.4.1 a 4.4 mame téz

FWW—NMWI/fwwme,

a tvrzeni je dokazané. [

5.5.1. Za touto substitucni formuli je silnd geometricka intuice.

Pripomenme 2.5 a 2.6. Predstavujte si ¢ jako deformaci intervalu (a, b) na
interval (¢(a), @(b)). Derivace ¢'(z) méii to, jak jsou malé intervaly kolem x
natahovany ¢i stlacovany. Tedy, pocitame-li integral fqﬁf)) f jako integrél ptes
puvodni (a,b) musime upravit “malé prvky” délky dz timto natazenimm ¢i
stlacenim coz da korigovany “maly prvek” délky ¢'(x)dzx.
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XII. Neékolik aplikaci Riemannova integralu

V této kratké kapitole predvedeme nékolik aplikaci Riemannnova integrélu.
U nékterych pujde o vypocty obsahti a objemu a podobné zalezitosti, ve dvou
pripadech vsak pujde o aplikace teoretického razu.

1. Obsah rovinného obrazce, znovu.

1.1. Definici Riemannova integralu jsme motivovali predstavou obsahu
rovinného obrazce

F={(zy)]rc(ab),0<y< f(r)}

kde f byla nezaporna spojita funkce. Pro rozklad P:a =1ty <t;--- <t, =0
intervalu (a, b) je tento F' minorizovan sjednocenim obdélniki

U i—1,t) x (0,m;) kde m; =inf{f(z)|t;o1 <z <t;},

s obsahem .
D)= mj(t; —t;),
=1

a majorizovan sjednocenim obdélniku
U 1,1 (0,M;) kde M;=sup{f(x)|t;j1 <z <t,;},

s obsahem
n

S(f, D) =Y My(t; = t;1).

j=1
Tedy (viz X1.2.5), jediny kandiddt pro objem F je

Vol(F) = /  Ho)da

spoleéna hodnota suprema prvnich a infima druhych.
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1.2. Tak na ptiklad obsah tiseku paraboly
F={(x,y)| -1<2<1,0<y<1—2%

je

1.3. Spocitejme obsah kruhu o poloméru r. Jeho polovina je dana jako
J = / Vr2 — x2de.

Substituujme x = rsiny. Potom dx = rcosydy a v/r?2 — 22 = rcosy takze
J je transformovan do

™

3
J:7“2/ cos® y dy.

jus
2

Méme cos®y = $(cos2y + 1), a pokracujeme

Ceoszydy+t [Cay= E([Eawzy]T v ) = 2oen
cos 2y dy 5 | y=3 2smy_ viz ) =5 T

jus ™
2 2

WP

Tl ~
I

N | —

|\‘

takze zadany obsah je 2J = 7.

2. Objem rotacniho télesa.
2.1. Vezméme opét nezapornou spojitou f a kiivku
C={(z,f(z),0)]a <z <b}

v tifrozmérném euklidovském prostoru. Rotujme C' kolem x-ové osy {(z,0,0) |z €
R} a uvazujme téléso F' omezené ziskanou plochou.

Objem téles F' muzeme snadno spocitat takto. Misto sjednoceni obdélniku
Uj—i (i1, t5) x (0,m;) jako v 1.1, budeme mnozinu F' minorizovat sjedno-
cenim disku (valcu)

U0 t) x{,2) |2 +2* <mi} kde my = inf{f(z)|t;-1 <z <t}
j=1
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s objemem
Z ijz(tj — tjfl)
j=1

a podobné dostavame horni odhad objemu naseho télesa jako
Z?TM?(t] — tj_1> kde Mj = sup{f(x) | tj—l S x S t]}
j=1

Tedy, objem F' dostaneme jako

vol(F) = ﬂ/ab f*(z)dz.

2.2. Napf. tifrozmeérnd koule Bs je omezend rotujici kiivkou {(x, vr? — 22) | —
r <z <r} a dostaneme tedy

" 1 .]" 1 4
vol(B3) = 7T/ (r* —zHdz =7 |:T2$ — gx?’} =27 (7’3 - —7“3) = —qrd.

—-Tr

3. Délka rovinné krivky
a povrch rotacniho télesa.

3.1. Uvazujme f spojitou funkci (a,b) (za chvili budeme jesté navic
predpokladat, ze mé spojitou derivaci) a kiivku

C=A{(z, f(z))]a <z <b}
Vezméme rozklad
P:a=toy<t1 < - <th_1<t,=0b
intervalu (a, b), a aproximujme C' systémem tsecek S(P) spojujicich
(-1, f(ti-1)) s (&5, f(E;)).

Délka L(P) takové aproximace, soucet délek téchto isecek, je

L(P) = 3"\t =ty + (£(6) = Ft51))%
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Predpokladejme nyni, ze f ma derivaci. Potom muzeme uzit vétu u stiedni
hodnoté (VIL.2.2) a ziskdme

L(P) = o\t =ty + F(0)2(E) — 1,07 = D VT + PO ~1501).

Jestlize P zjemnuje P mame z trojuhelnikové nerovnosti
L(P) > L(P)

takze c¢islo

L(C) = sup{L(P) | P rozklad intervalu (a, b)}
muzeme piirozené povazovat za délku kiivky C. Podle XI 3.2.1 tyto délky

konverguji k
b
L(C) :/ V14 f(x)de.

3.2. Podobné, aproximujeme-li povrch rota¢niho télesa prislusnymi ¢astmi
povrcht komolych jehlanu o vyskach (¢; —t;_1) a polomérech zakladen f(¢;)
a f(tj—1), dostaneme formuli

27r/ f(x)v/1+ f(z)*de.

4. Logaritmus.
4.1. V V.1.1 byl logaritmus zaveden axiomaticky jako funkce L kterd
(1) roste v (0, +00),

(2) spliwje rovnici L(zy) = L(z) + L(y),

(3) a o niz plati, ze lim,_,o i@ =1.

Existence takové funkce (v niz jsme v V.1.1 museli vétit) bude nyni dokazana
jednoduchou konstrukei.
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4.2. Polozme

L(z) = /1 ’ %dt.

Pro > 0 je to korektni: funkce % je definovana a spojitd mezi 1 a x.

4.2.1. Je-li @ < y je L(y) — L(x) = [” 1d¢ integral kladné funkce pres
(x,y) a tedy kladné cislo. L(z) tedy roste.

4.2.2. Mame
Ty 1 T 1 Ty 1
L(zy) = / —dt = / —dt —i—/ —dt. (%)
1 1 t T t

v poslednim sé¢itanci pouzijeme substituci z = ¢(t) = «t a ziskdme

zy q
/—dz-/ H)dt = /—dt / Lat
T < 1

takze (x) dava
| v1
L(xz,y) = / Zdt +/ Zdt = L(z) + L(y).
1 1

4.2.3. Kon¢né mame

podle X1.4.3.

5. Integralni kriterium konvergence rad.

5.1. Vezméme fadu > a, pro kterou a; > ay > az > --- > 0. Bud f
nerostouci spojita funkce definovana na intervalu (1, 400) takova, ze

5.2. Véta. (Integrdlni Kriterium Konvergence) Rada 3. a, konverguje
pravé kdyz je limita

lim ' f(z)dz

n—oo 1
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konecnd.
Dukaz. Trividlni odhad Riemannova integralu dava

n+1
v = f4 1) < [ f@)do < 1) = o
Tedy je
a2+a3+---+an§/ flx)dz <ay+ag+ -+ an.
1

Tedy dale, je-li limita L = lim, o [ f(z)dz konecnd, je
Z ar < a;+ L
1

a fada konverguje. Naopak, neni-li posloupnost ( fln f(z)dx), omezena, ani
(>>] an), nenf omezend. O

5.3. Poznamka. Vsimnéte si, ze na rozdil od kriterii v I11.2.5, integralni
kriterium je nutnd a postacujici podminka. Je tedy, samoziejmeé, mnohem
jemnéjsi. To uvidime v nasledujicin piikladé.

5.4. Tvrzeni. Pro kazdé redlné cislo o > 1 konverguje rada

L (*)
1o 2a R ne ’

Dukaz. Mame

" —Q 1 11—« 1 1 1
r %dx = T = -1 < )
1 1—a 1—a \not a—1

Vsimnéte si, ze konvergence fady () z kriterii II1.2.5 neplyne ani pro
velka a.

g
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XIII. Metrické prostory: zaklady

1. Priklad.

1.1. V nésledujicich kapitolach budeme studovat realné funkce nékolika
realnych proménnych. Defini¢ni obory tedy budou podprostory euklidovskych
prostoru. Potrebujeme nyni rozumét lépe zdkladnim pojmum jako je konver-
gence ¢i spojitost: jak uvidime v nésledujicim prikladé, nemohou byt redu-
kovany na chovani funkci v jenotlivych proménnych. Nékteré pojmy si v této
kapitole probereme v kontextu obecnych metrickych prostort.

1.2. Uvazujme funkci f : Eo — R dvou realnych proménnych definovanou
predpisem

0 pro (x,y)=(0,0).

Pro libovolné pevné y, je funkcep : R — R definovand predpisem ¢(z) =
f(z,yo) zFejmé spojitd (pokud yo # 0 je definovand aritmetickym vyrazem,
a pro yo = 0 je to konstantni 0) a podobné pro kazdé pevné zy téz formule
W(y) = f(zo) definuje spojitou ¢ : R — R. Ale funkce f se vcelku chova

divné: blizime-li se k (0,0) v argumentech (z,z) s  # 0 jsou hodnoty funkce

f stéle % a vz =0 je skok do 0, zfejma nespojitost v kazdém rozumném

smyslu tohoto slova.

fa y>:{ S pro () # (0,0),

2. Metrické prostory, podprostory, spojitost.
2.1. Metrika (nebo vzddlenost) na mnoziné X je funkce
d: X xX—=R
takova, ze
(1) Vx,y, d(z,y) >0 ad(x,y) =0 praveé kdyz = = v,

(2) Va,y, d(z,y) =d(y,r) a

(3) Va,y,z, d(x,z) <d(x,y)+ d(y,z) (trojihelnikovd nerovnost).
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Metricky prostor (X, d) je mnozina X opatfend metrikou d.

Poznamka. Pozadavky (1) a (3) jsou velmi ndzorné: (1) pozaduje, aby
vzdélenost dvou ruznych bodu byla nenulovd, (3) ikd, ze nejkratsi dréha
od = do z nemuze byt delsi nez kdyz navic pozadujeme, Ze na cesté musime
navstivit bod y. Podminka (2) je ponékud méné uspokojiva (vezméte tieba
vzdélenost mezi dvéma misty ve mésté pro automobil), ale pro nase potieby
je zcela prijatelna.

2.2. Priklady. 1. Redlna piimka, t.j., R s vzdélenosti d(z,y) = |z —y|.

2. Gaussova rovina, t.j., mnozina komplexnich ¢isel C se vzdalenosti
d(z,y) = |z — y|. Vsimnéte si, ze tato formule v C je méné trividlni nez
|z —y| v R.

3. n-rozmeérny euklidovsky prostor E,: mnozina

{(z1,...,2,) |z; € R}

s vzdalenosti

d((@1, - wn)s (Y1, Yn)) =

4. Bud J interval. Vezmémme mnozinu
F(J)={f|f:J— R omezena}

opatienou vzdalenosti
d(f,g) = supf{|f(z) — g(z)| [z € J}.

2.2.1. Vic o E,. Euklidovsky prostor E, (a jeho podmnoziny) bude v
nasledujicim hrat zédsadni roli. Zasluhuje si komentar.

(a) Ctenaf zn4 z linedrn{ algebry n-rozmérny vektorovy prostor V,,, skaldrni
souCin -y = (T1,...,Zy) - (Y1,-- - Yn) = Dy Tils, normu ||zf| = V2 -z, a
Cauchy-Schwarzovu nerovnost

-yl < [l - yll-

Z té se snadno vyvodi, ze d(z,y) = ||z — y|| je vzdélenost na V,, (udélejte
to jako jednoduché cviceni). Prostor E, neni nic jiného nez (V,,d) v némz
zanedbame strukturu vektorového prostoru.
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(b) Gaussova rovina se geometricky shoduje s euklidovskou rovinou E,.
Podobné jako V,, pti srovnani s [E, ma bohatsi strukturu.

(c) (Pythagorejskd) metrika (%) v E,, je ve shodé s euklidovskou geometrii.
Prace s ni vSsak muze byt trochu nepohodlna. Pro nase tcely pohodlnéjsi
metriky (equivalentni s (%)) budou zavedeny déle v 4.3.

2.3. Spojita a stejnomérné spojitd zobrazeni. Budte (Xi,d;) a
(X3, dy) metrické prostory. Zobrazeni f: X1 — X je spojité jestlize

Vo € X;Ve > 03§ > 0takové, zeVy € Xy, di(x,y) < = do(f(x), f(y)) <e.
Rekneme, 7Ze je stejnomérné spojité jestlize
Ve > 030 > 0takové, ze Vo € X3 Vy € Xy, di(z,y) <0 = do(f(x), f(y)) < e.
Ziejmé kazdé stejnomérné spojité zobrazeni je spojité.

2.3.1. Pozorovani. (1) Identické zobrazenid : (X,d) — (X.d) je spojité.

(2) Slozeni go f : (Xi1,d1) — (X3,d3) (stejnomérné) spojitych zobrazeni
[ (X1,dy) = (Xa,ds) a g: (Xa,do) — (X3,d3) je (stejnomérné) spojité.

2.4. Podprostory. Bud (X, d) metricky prostor a Y C X podmnozina.
Definujeme-li dy (z,y) = d(z,y) pro z,y € Y ziskdme na Y metriku; tak
vytvoreny (Y, dy) se nazyva podprostor prostoru (X, d).

2.4.1. Pozorovani. Bud f : (X1,d1) — (X3,ds) (stejnomérné) spo-
jJité zobrazeni. Bud'te Y; C X; takové podmnoZiny, Ze f[Y1] C Y;. Potom
je zobrazeni g = (Y1,d1y,) = (Ya,day,) definované predpisem g(x) = f(x)
(stejnomérné) spojité.

2.5. Ijmluvy. 1. Nebude-li nebezpeci nedorozuméni budeme ¢asto uzivat
stejny symbol pro ruzné metriky. Zejména vétsinou vynechdme subskript Y
u metriky podprostoru dy.

2. Nebude-li feceno jinak, bude podmnozina automaticky chapéna s met-
rikou podprostoru. Budeme mluvit o podprostorech jako o prislusnych pod-
mnozinach, a o podmnozinéch jako o ptislusnych podprostorech. Tak mluvime
o “kone¢ném podprostoru”, o “otevieném podprostoru” (viz dale v 3.4) nebo,
na druhé strané, o “kompaktni podmnoziné” (viz sekci 7), atd..

3. Nékolik topologickych pojmaii.
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3.1. Konvergence. Posloupnost (), v metrickém prostoru (X, d) kon-
verguje k x € X plati-li

Ve > 0 dng such that Vn > ng, d(z,,z) <e.
Mluvime pak o konvergentni posloupnosti a x se nazyva jeji limitou; piSeme

r = lim x,,.
n

3.1.1. Pozorovani. Bud (x,), konvergentni posloupnost s limitou z.
Potom kazdd podposloupnost (z, ), této (x,), konverguje, a plati lim,, xy, =
x.

3.1.2. Véta. Zobrazeni f : (X1,d1) — (Xo,da) je spojité pravé kdyz
pro kazZdou konvergentni (x,), v (X1,d1) posloupnost (f(x,))n konverguje v
(Xo,ds) a plati lim, f(x,) = f(lim, z,).

Diikaz. 1. Bud' f spojitd a necht lim,, ,, = z. Pro € > 0 zvolme ze spoji-
tosti & > 0 tak aby da(f(y), f(z)) < e pro di(x,y) < d. Podle definice konver-
gence posloupnosti existuje ng takové, ze pro n > ng je dy(z,,z) < §. Tedy,
je-li n < ng mame da(f(z,), f(x)) < € a potom lim,, f(z,) = f(lim, x,).

II. Necht f neni spojitd. Potom existuji € X; a gy > 0 takové, Ze pro
kazdé 6 > 0 existuje x(d) takové,ze

di(z,z(d)) <6 ale do(f(x), f(z(5))) > eo.
Polozme x, = (). Potom lim, z,, = x ale (f(2,)), nemuze konvergovat k
flz). O
Vsimnéte si, ze tento dikaz je tplné stejny jako dukaz IV.5.1, jen abso-
lutni hodnoty |u—wv| jsou nahrazeny vzdélenostmi v danych dvou prostorech.

V situaci redlnych funkei jedné realné proménné neni v tomto ohledu nic spe-

cifického.
3.2. Okoli. Pro bod z metrického prostoru (X, d) a e > 0 polozme
Q(X,Ul)(:m 5) = {y | d(ZE, y) < 5}
(neni-li nebezpeci nedorozumnéni subskript “(X, d)” vynechavame nebo piseme
jen C‘X??)‘
Okoli bodu z v (X, d) je kterdkoli U C X takovd, ze pro néjaké ¢ > 0 je
Qz,e) CU.
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3.3.1. Tvrzeni. 1. Je-lv U okoli bodu x a U C V', je V' okoli bodu x.

2. Jsou-li U a 'V okoli bodu x je prunik U NV okoli bodu x.

Diikaz. 1 je trivialni.

2: Jestlize Q(z,e1) C U a Q(z,e2) C V pak Q(x, min(ey,e2)) CUNV.
OJ

3.3.2. Tvrzeni. Bud Y podprostor metrického prostoru (X,d). Potom
Qy(r,e) =Qx(x,e)NY a U CY je okoli bodu x € Y prdvé kdyz pro néjaké
okoli V' bodu x v (X,d) je U =V NY.

Dikaz je bezprostredni pozorovani. [

3.4. Oteviené mnoziny. Podmnozina U C (X,d) je otevrend je-li
okolim kazdého svého bodu.

3.4.1. Tvrzeni. Kazdd Qx(z,¢) je oteviend v (X, d).
Diikaz. Bud y € Qx(z,¢). Potom d(z,y) < €. Vezméme § = ¢ — d(z,y).
Podle trojuhelnikové nerovnosti je Q(y,0) C Q(z,e). O

3.4.2. Pozorovani. Mnoziny O a X jsou otevrené. Jsou-li U;, i € J,
oteviené potom | J,c,; U; je oteviend, and jsou-li U a V oteviené je U NV
otevrend.

Diikaz. Prvni dvé tvrzeni jsou zfejma a tteti bezprostiedné plyne z 2.3.1. [J

3.4.3. Tvrzeni. Bud' Y podprostor metrického prostoru (X,d). Potom je
U otevrend vY prdvé kdyz existuje V' oteviend v X takovd, ze U =V NY.

Diikaz. Pro V otevienou v X je UNY oteviena v Y podle 3.3.2. Na druhé
strané, je-li U oteviend v Y zvolme pro kazdé x € U okoli Qy(z,e,) CU a
polozme V = {J ., Qx(7,e,). O

3.5. Uzaviené mnoziny. Podmnozina A C (X, d) je uzaviend v (X, d)
je-li pro kazdou posloupnost (x,), € A konvergentni v X limita lim,, =, v
mnoziné A.

3.5.1. T'vrzeni. Podmnozina A C (X, d) je uzaviend v (X, d) prdvé kdyz
jeji doplnék X . A je otevreny.

Diikaz. 1. Necht X ~ A neni oteviend. Potom existuje bod x € X \ A
takovy, ze pro kazdé n je Q(z, 1) € X N A, to jest, Qz, +) N A # 0. Zvolme
z, € Q(z, ) N A. Potom (z,,), C A a ta posloupnost konverguje k = ¢ A a
tedy A neni uzaviena.

I1. Necht je X \ A oteviend a (r,), C A konverguje k z € X \. A. Potom
pro néjaké € > 0 je Q(z,e) € X A a tdy pro dost velké n, z, € Q(x,e) C
X N A, spor. [
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Z 3.5.1, 3.4.2 a DeMorganovych formuli okamzité ziskavame

3.5.2. Dusledek. Mnoziny ) a X jsou uzaviené. jsou-li A;, i € J,
uzaviené je i( e, Ai uzaviend, a jsou-li A and B uzavrené, je AUB uzaviend.

3.5.3. Dusledek. Bud' Y podprostor metrického prostoru (X,d). Potom
je A uzavrend vY prdvé kdyz existuje B uzavrend v X takovd, e A= BNY.

3.6. Vzdalenost bodu od mnoziny. Uzavér. Bud x bod a A C X
podmnozina metrického prostoru (X, d). Definujme vzdélenost = od A jako

d(z,A) = inf{d(z,a) |a € A}.

Uzdavér mnoziny A je

3.6.1. Tvrzeni. (1) 0=0.

(

Diikaz. (1): d(x, () = 4o0.

(2) a (3) jsou trividlni.

(4): Podle (3) mame AU B D AUB. Necht nyniz € AU B alene x € A.
Potom o = d(x, A) > 0 a tedy v8echny body y € AU B takové, ze d(z,y) < «
jsou v B; tedy je z € B.

(5): Bud d(z,A) = 0. Zvolme £ > 0. Potom méame z € A takové, ze
d(x,z) < 5 a pro toto z muzeme zvolit y € A takové, ze d(z,y) < 5- Tedy
podle trojihelnikové nerovnosti d(z,y) < 5+ 5 =€ a vidime, ze x € A. 0

3.6.2. Tvrzeni. A je mnozina viech limit konvergentnich posloupnost(
(Tn)n C A.

Diikaz. Limita konvergentni (z,,), C A je ziejmé v A.

Bud nyni 2 € A. Je-li + € A je to limita konstantni posloupnosti
z,z,x,.... Je-li x € A~ A existuje pro kazdé n néjaky bod z, € A ta-
kovy, ze d(x,z,) < % Zrejmé r = lim,, x,,. [

3.6.3. Tvrzeni. A je uzavrend, a je to nejmensi uzaviend mnozina ob-
sahugjici A. Tedy,

A= ﬂ{B | A C B, B uzaviend}.
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Diikaz. Necht (1), C A konverguje k . Pro kazdé n zvolme y, € A tak
aby d(zp,yn) < % Potom lim, y, = = a = je v A podle 3.5.1.

Nyni bud B uzaviena a bud A C B. Je-li z € A miizeme podle 3.5.1
zvolit konvergentni posloupnost (z,,), v A, a tedy v B, takovou, ze lim z,, = .
Méame tedy x € B. U

3.6.4. Dusledek. B_ud’ Y podprostor metrického prostoru (X, d). Potom
je uzdaver A vY roven ANY (kde A je uzdvér v X ).

3.7. Véta. Budte (X1,dy), (Xo.dy) metrické prostory a f : X1 — X
zobrazeni. Potom jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni.

(1) f je spojité.

(2) Pro kazdy x € Xy a kazdé okoli V' bodu f(x) existuje okoli U bodu x
takové, ze flU] C V.

(3) Pro kaZdou otevienou U v X5 je vzor f1[U] otevieny v X;.

(4) Pro kazdou uzavienou A v Xy je vzor f~1[A] uzavieny v X;.
(5) Pro kazdou A C X je f[A] C flA].

Dikaz. (1)=(2): Existuje € > 0 takové, ze Q(f(z),e) C V. Vezméme ¢ z
definice spojitosti a polozme U = Q(a:,é) Potom je f[U] C Q(f(x),e) C V.

(2)=(3): Bud U oteviend a z € f~'[U]. Tedy je f(z) € U a U je okoli
bodu f(z). Existuje okoli V' bodu z takové, ze f[V] C U. Nésledkem toho
jex € V C fHU] a f71[U] je okoli x. f~U] je tedy okoli kazdého svého
bodu.

(3)<(4) podle 3.5.1 protoze vzory Z&ChOV&V&_]l doplnky.

(4)=(5): Mdme A C f[f[A]| € £ '[fTA]] Podle (4) je f~"[f[A]] uzaviend
a tedy podle 3.5.3 je A C f~1[f[A]] a konecné f[A] C f[A].

(5)=(1): Bud ¢ > 0. Polozme B = X, \ Q(f(z),e) a A = f~'[B].
Potom f[A] C f[f~![B]] C B. Tedy z ¢ A (vzdalenost d(f(z), B) je nejméné
e) a tedy existuje 6 > 0 takové, ze Q(z,0) N A = () a snadno vidime, ze

[z, 0)] € Qf(z),e). O

3.8. Homeomorfismus. Topologické pojmy. Spojité zobrazeni f :
(X,d) = (Y,d') se nazyva homeomorfismus existuje-li spojité g : (Y,d') —
(X,d) takové, ze fog = idy a go f = idy. Existuje-li homeomorfismus
f:(X,d) — (Y, d') fikdme, ze prostory (X, d) a (Y,d') jsou homeomorfni.
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Vlastnost nebo definice je topologickd je-li zachovavana homeomorfismy.
Mame tedy nasledujici topologické vlastnosti a pojmy:

e konvergenci (viz 3.1.2),

e otevienost (viz 3.7),

e uzavienost (viz 3.7).

e uzaver (tfebaze d(x, A) topologickd nent; viz ale 3.6.3),

e okoli (tfebaze Q(z,¢) topologické neni; uvédomte si vsak , ze A je okoli
x existuje-li oteviend U takova, ze x € U C A),

e nebo spojitost sama.

Na druhé strané, stejnomérna spojitost topologickd vlastnost neni.

3.9. Isometrie Zobrazeni na f : (X,d) — (Y,d') se nazyva isometrie
je-li d'(f(x), f(y)) = d(x,y) pro vSechna x,y € X. Potom je trividlné

e f vzijemné jdnoznacné a spojité, a
e jeho inverse je také isometrie; tedy je f homeomorfismus.

Existuje li mezi prostory (X,d) a (Y,d’) isometrie, fikame o nich, Ze jsou
isometrické. [sometrie samoziejmé zachovava topologické pojmy, ale mnohem
vic, vSechno co je definovano ptes vzdalenost.

4. Ekvivalentni a silné ekvivalentni metriky.

4.1. Rekneme, ze metriky d;,ds na téze mnoziné jsou ekvivalentni je-li
idy : (X, d1) = (X.dy) homeomorfismus. Nahradime-li tedy metriku néjakou
ekvivalentni ziskame prostor v némz jsou vSechny topologické zélezitosti z
puvodniho zachovany.

4.2. Mnohem silnéjsi je silnd ekvivalence. Rekneme,Ze dy, dy na téze mnoziné
jsou silné ekvivalentni existuji-li kladné konstanty o a [ takové, ze pro
vSechna z,y € X plati

a - d1<x>y) < d2($7y) < 6 ' d1($7y)
(relace je samozfejmé symetrickd: vezméte i a L.

B
Vsimnéte si, ze
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nahrazeni metriky silné ekvivalentni metrikou nezachovdvd jen topolo-
gické vlastnosti, ale také napr. stejnomérnou spojitost.

4.3. Silnad ekvivalence nam pomuze k snadnéjsi praci v euklidovskych
prostorech {(xy,...,2,)|z; € R} kde jsme zatim méli vzdalenost

d(($1, oo 7$n)7 (yla cee »yn)) =

Polozme

)\((3717 s axn)a (yla s 73/11)) = Z ’xz - ?Jz|> a
=1
o((z1,. o xn), Y1y Yn)) = max |z — i

4.3.1. Tvrzeni. d, \ a o jsou silné ekvivalentni metriky na E,.
Dukaz. Ze jsou A a o0 metriky je vidét snadno.
Dale mame

M@, (wi)i) =D i — yil < no((25);, (y5);)

i=1

jelikoz pro kazdé i je |x; — yi| < o((x);, (y;);), a z téhoz duvodu

n

d((2:)i, (9):) = 4| D (@i = 9)? < Vo ()i, (45);)-

=1

Na druhé strané ziejmé mame

o((wi)i, (i)i) < M(i)is (wi)i) a o((i)is (Yi)i) < d((@i)is (Yi)i)-
O

V dalsim budeme obvykle pracovat s euklidovskym prostorem jako s
(E,, o).

5. Souéiny (produkty).
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5.1. Budte (X;,d;), 7 = 1,...,n, metrické prostory. Na kartézském soucinu

definujeme metriku
d((z1, . 20), Y1y Yn)) = mlaxdi(xi,yi).
Ziskany metricky prostor bude znacen [[I_, (X;, d;).
5.1.1. Znaceni. Budeme téz psat
(X1,dp) x (X2,d3) mnebo (Xy,dp) x (Xa,dy) X (X3,d3)
misto [[7_,(Xi,d;) nebo [[>_,(X;, d;), a nekdy téz
(X1,dy) X - x (Xp,dyp)

misto obecného [[1_, (X;, d;).
Déle, je-li (X;,d;) = (X,d) pro vSechna i piSeme

n

[T di) = (x,a)™.

=1

n kréat

) .
5.1.2. Poznamky. 1. Je tedy (E,, o) sou¢in R x --- x R =R™.

2. Pro nase potteby jsme mohli na sou¢inu definovat metriku také

Z di(ﬂfi; yz‘)2
i=1

s d nahote se vSak lépe pracuje.

n

nebo  d((z;):, (yi)i) = Zdi(%, Yi)s

i=1

5.2. Lemma. Posloupnost

(x%,...,:ci),(:c%,...,xi),...,(:clf,...,xfl)7...

konverguje k (x1,...,x,) v [[(Xi,d;) prdave kdyz kazdd z posloupnosti (x¥),,
konverguje k z; v (X, d;).
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(Pozor: superskripty k jsou indexy, ne mocniny.)
Diikaz. = okamzité plyne z toho, ze d;(u;,v;) < d((uj);, (v5);)-
«: Necht kazda posloupnost (z¥), konverguje k z;. Pro e > 0 a i mame
k; takova, ze pro k > k; je d;(a¥, x;) < . Potom pro k > max; k; mdme
d((z¥, ... 2", (21, ., 2,)) < e
U

5.3. Véta. 1. Projekce p; = ((:); — x;) : [[1=,(Xi, di) — (Xj,d;) jsou
spojitd zobrazeni.

2. Budte f(Y,d') — (X;,d;) libovolnd spojitd zobrazeni. Potom jedno-
znaéné uréené zobrazent f : (Y, d') — [, (X;, d;) spliujici pjo f = f;, totiz
zobrazeni definované predpisem f(y) = (f1(y),..., fu(y)), je spojité.

Drikaz. 1 plyne bezprostfedné z toho, ze d;(z;,y;) < d((z:)i, (¥i)i)-

2: Plyne z 3.1.2 a 5.2. Je-li lim,y, = y v (Y, d’) potom je limy, f;(yx) =
fily) v (Xj,d;) pro vSechna j a tedy (f(yx))k, t.J.,

(fl(y1>7 ;fn(@/l)); (f1<y2);---7fn<y2>>7 M) (fl(?/k);;fn(@/k))y
konverguje k (f1(y),..., fu(y)). O

5.4. Pozorovani. Zrejmeé je [ [ (Xi, d;) isometricky (viz 3.9) s [[1—y (Xi, d;)
(Xna1,dny1). Ndsledkem toho obuvykle staci dokazovat tvrzeni o konecnijch
soucinech pouze pro souciny dvou.

6. Cauchyovské posloupnosti. ijlnost.
6.1. Posloupnost (x,,), v metrickém prostoru (X, d) je Cauchyovskd jestlize

Ve > 0 dng takové, ze m,n >ng = d(xm,,z,) <e.

6.1.1. Pozorovani. KazZdd konvergentni posloupnost je Cauchyovska.
(Stejné jako v R: je-li d(z,,z) < e pro n > ng je pro m,n > no,

AT, Tm) < d(Tp, z) + d(x,2,) < 2€.)

6.2. Tvrzeni. Necht md Cauchyovskd posloupnost konvergentni podpo-
sloupnost. Potom konverguje (k limité té podposloupnosti).
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Diikaz. Necht je (z,,), Cauchyovskd a necht lim,, 73, = x. Bud d(z,,, 7,) <
e pro myn > ny a d(zy,,x) < & pro n > ny. Polozime-li ny = max(ny, ns)
méame pro n > ng (protoze k, > n)

d(zp, z) < d(zn, vK,) + d(zg,, ) < 2€.
U

6.3. Metricky prostor (X, d) je 4dpiny jestlize v ném kazdd Cauchyovskd
posloupnost (X, d) konverguje.

6.3.1. Tedy napt. podle Bolzano-Cauchyovy véty (11.3.4)je realnd piimka
R se standardni metrikou tplna.

6.4. Tvrzeni. Podprostor uplného prostoru je uplny prdave kdyz je uzavreny.

Diikaz. 1. Bud Y C (X, d) uzavieny. Bud (y,), Cauchyovskd v Y. Potom
je Cauchyovska a tedy konvergentni v X, a kvili uzavienosti je limita v Y.

I1. Necht Y nen{ uzavieny. Potom existuje posloupnost (y,), v Y kon-
vergentni v X takovd, ze lim, y, ¢ Y. Potom je (y,), Cauchyovskd v X, a
jelikoz je vzdalenost stejna, téz v Y. Ale v Y nekonverguje. [

6.5. Lemma. Posloupnost
(zb, .o al), (2222, (e, a2k,

je Cauchyovskd v [}, (Xi, d;) prdvé kdyz kazdd z posloupnosti (z¥), je Cau-
chyovskd v (X;, d;).

Diikaz. = plyne bezproztiedné z toho, ze d;(u;, v;) < d((uj);, (v5);)-

<: Necht je kazdd (z¥), Cauchyovska. Pro e > 0 a i zvolme k; tak aby

(2

pro k,l > k; bylo d;(2%, 2!) < . Potom pro k, | > max; k; madme

1%

d((zh, ... a8, (@,... o)) <e

g

Kombinaci 5.2 a 6.5 (a samoziejmé 6.3.1) dostdvame hned

6.6. T'vrzeni. Soucin uplnych prostoru je uplny. Specialné, E, je iplni.

7 6.6 a 6.4 bezprostfedné vyvozujeme
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6.7. Dusledek. Podprostor Y euklidovského prostoru &, je uplny prdve
kdyz je tam uzavreny.

6.8. Poznamka. Cauchyova vlastnost ani tplnost nejsou topologické
vlastnosti. Uvazujme R a libovolny omezeny neprazdny otevieny interval
J v R. Jsou homeomorfni (je-li napt. J = (=75, +7) mame vzdjemné inversni
tan: J — R a arctg : R — J). Pi tom R je iplny a J neni.

Snadno se ale nahlédne, ze obé vlastnosti se zachovaji nahradime-li met-
riku metrikou silné ekvivalentni. To se zvlasté tyka metrik v [E,, zminénych
v sekci 4.

7. Kompaktni metrické prostory.

7.1. Rekneme, ze metricky prostor (X, d) je kompaktni obsahuje-li v ném
kazda posloupnost konvergentni podposloupnost.

7.1.1. Poznamka. Tedy jsou kompaktni intervaly (uzaviené omezené
intervaly (a, b)) kompaktni v této definici, a mezi vSemi typy intervalu jsou
jediné takové.

7.2. Tvrzeni. Poprostor kompaktniho prostoru je kompaktni pravé kdyz
je uzavreny.

Diikaz. 1. Bud Y uzavteny podprostor kompaktntho X a bud (y,), po-
sloupnost v Y. Jako posloupnost v X ma limitu, a z uzavienosti je tato limita
vY.

IT. Necht Y nenf uzaviena. Potom existuje posloupnost (y,), in Y kon-
vergentni v X takové,ze y = lim, y,, ¢ Y. Potom (y,), nemuze mit podpo-
sloupnost konvergentni v Y protoze kazda jeji podposloupnost konverguje k
y. U

7.3. Tvrzeni. Bud (X,d) libovolniy a necht je podprostor Y prostoru X
kompaktni. Potom je Y wuzavieny v (X, d).

Diikaz. Necht (y,), posloupnost v Y konverguje v X k limité y. Potom
kazda podposloupnost (y,), konverguje k y a tedy jey € Y. O

7.4. Metricky prostor (X, d) je omezeny jestlize pro néjaké K plati, ze

Ve,y e X, d(z,y) < K.
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7.4.1. Tvrzeni. KazZdy kompaktni prostor je omezeny.

Diikaz. Zvolme xq libovolné a x, tak aby d(z1, z,) > n. Posloupnost (x,),
nemd konvergentni podposloupnost: kdyby z byla limita takové podposloup-
nosti bylo by pro dost velké n nekoneéné mnoho ¢lenu této podposloupnosti
blize k 1 nez d(z1,x,) + 1, spor. O

7.5. Véta. Soucin konecné mnoha kompaktnich prostoru je kompaktnd.

Dikaz. Podle 5.4 to staci dokazat pro soucin dvou prostoru.

Bud'te (X, d,), (Y,dy) kompaktni a bud ((z,, ¥»))» posloupnost v X x Y.
Zvolme konvergentni podposloupnost (zy, ), posloupnosti (z,), a konver-
gentni podposloupnost (Y, )n posloupnosti(y,),. Potom je podle 5.2.

((xkzn » Yk, ))n

konvergentni podposloupnost posloupnosti ((z, yn))n. O

7.6. Véta. Podprostor euklidovského prostoru E,, je kompaktni pravé kdyz
je omezeny a uzavreny.

Dikaz. 1. Kompaktni podprostor libovolného mrtrického prostoru je uzavieny
podle 7.3 a omezeny podle 7.4.1.

II. Bud nyni Y C E, omezend a uzaviend. JelikoZ je omezend, je pro
dostatecné velky kompaktni interval

Y CJ"CE,.

Podle 7.5 je J" kompaktni a jelikoz je Y uzavieny v E, je téz uzavieny v
J"a tedy kompaktni podle 7.2. [

7.7. Tvrzeni. Kazdy kompaktni prostor je uplny.
Diikaz. Cauchovskd posloupnost ma podle kompaktnosti konvergentni
podposloupnost a tedy konverguje podle 6.2. [

7.8. Tvrzeni. Bud [ : (X,d) — (Y,d') spojité zobrazeni a bud A C X
kompaktni. Potom je f[A] kompaktni.

Diikaz. Bud (y,). posloupnost v f[A]. Zvolme z,, € A tak aby y, =
f(zn). Bud (z,). konvergentni podposloupnost poslupnosti (z,,),. Potom
je (Yr, )n = (f(xg,))n podle 3.1.2 konvergentni podposloupnost (z,),. O

7.9. Tvrzeni. Bud (X,d) kompaktni. Potom kaZdd spojitd funkce f :
(X, d) = R nabyvd mazima i minima.
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Dikaz. Podle 7.8 je Y = f[X] C R kompaktni. Je tedy omezend podle
7.4.1 a musi mit supremum M a infimum m. Ziejmé mame d(m,Y) =
d(M,Y) =0 a jelikoz Y je uzaviend, m,M € Y. [O

7.9.1. Dusledek. Necht jsou vsechny hodnoty spojité funkce na kom-
paktnim prostoru kladné. Potom existuje ¢ > 0 takové, Ze vSechny hodnoty
f(z) jsou vétsi nez c.

Jiz vime, Ze spojita f je charakterisovana tim, ze vSechny vzory uzavienych
mnozin jsou uzaviené. Nyni podle 7.2 a 7.8 vidime, Ze je-li definiéni obor
kompaktni plati téz, ze obrazy uzavienych podmnozin jsou uzaviené. Z toho
plyne (m.j.) nasledujici.

7.10. Véta. Je-li (X,d) kompaktni a je-li f: (X,d) — (Y,d) vzdjemné
jednoznacné spojité zobrazent, je to homeomorfismus.

Obecnéji, necht f : (X,d) — (Y,d') je spojité zobrazeni na, necht g :
(X,d) — (Z,d") je spojité a necht h : (Y,d') — (Z,d") je takové, Ze hof = g.
Potom je h spojité.

Diikaz. Dokazeme druhé tvrzeni, prvni z néj plyne: staci polozit g = idy-.

Bud B uzaviend v Z. Potom je A = ¢~'[B] uzaviena a tedy kompaktni
v X a tedy je f[A] kompaktni, a proto uzaviend v Y. Jelikoz je f zobrazeni

na, méame f[f~![C]] = C pro kazdé C. Proto je
W= Bl = fIf ' [B]] = fl(ho )M [B]] = flg~'[B] = flA]
uzaviena. [

7.11. Véta. Bud (X,d) kompaktni. Potom je zobrazeni f : (X,d) —
(Y, d') spojité pravé kdyz je stejnomérné spojité.

Poznamka. Podobné jako v 3.1.2; dukaz odpovidajiciho tvrzeni o redlnych
funkcich jedné realné proménné muzeme opakovat prakticky doslova.

Diikaz. Necht f neni stejnomérné spojita. Ukdzeme, Ze neni ani spojité.

Jelikoz formule pro stejnomérnou spojitost neplati, muzeme najit g > 0
takové, ze pro kazdé 6 > 0 mame z(6), y(9) takové, ze d(z(0),y(d)) < J zatim
co d'(f(x(8)), f(y(d))) = eo. Polozme x, = () a y, = y(=). Zvolme kon-
vergentni podposloupnosti (Z,)n, (Un)n (nejprve konvergentni podposloup-
nost (r, )n posloupnosti (z,),, potom konvergentni podposloupnost (y, )n
posloupnosti(yy, )x a koneéné klademe z,, = x4, a ¥y, = yr, ). Potom d(Z,, 7,) <
% a tedy lim z,, = limy,,. Kdyby f bylo spojité, bylo by lim f(z,) = lim f(y,)
— spor.
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XIV. Parcialni derivace a totalni diferencial.

Retézové pravidlo

1. Ijmluvy.

1.1. Budeme pracovat s realnymi funkcemi nékolika redlnych proménnych,
tedy se zobrazenimi f : D — R jejichz definié¢ni obor D je podmnozina
E,. Kdyz budeme derivovat bude D typicky oteviena. Nékdy budeme mit i
uzaviené definiéni obory, obvykle uzéavéry otevienych mnozin s dosti ndzornymi
hranicemi.

Vime jiz (viz XIIL.1) ze chovani takovych funkei nemuze byt redukovano
na chovani funkci jedné proménné ziskanych fixovanim vsSech promeénnych
az na jednu. To vSak u nékterych tloh délat budeme (zejména v definici
parcidlnich derivaci v pristi sekei).

1.2. Umluva. Pro zjednoduseni znaceni budeme ¢asto uzivat tucnych
pismen pro body v euklidovském prostoru E,, (to jest, pro n-tice redlnych
¢isel, nebo redlné aritmetické vektory). Budeme napft. psét

x misto (z1,...,2,) nebo A misto (Aq,...,A,).

Téz budeme psat
o misto (0,0,...,0).

Ve vzacnych pripadech uziti subskript u tuénych pismen, jako v ay, as, . . .,
pujde vzdy o nékolik bodu, nikdy o souradnice jednoho a.

’ ’ v o .o n ~
Skaldrnf socin vektoru x, y, totiz » i_; x;y;, budeme oznacovat

Xy.

1.3. Rozsiteni timluvy. “Tu¢nou” umluvu budeme pouzivat téz pro
vektorové funkce, tedy

f=(fi,....fm):D—=E,, fi:D—=R

Vsimnéte si, ze tady problémy se spojitosti nejsou: f je spojita pravé kdyz
jsou vSechny f; spojité (viz XII1.5.3).
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1.4. Skladéani. Vektorové funkce f : D — E,,, D CE,, ag: D — E,
D C E,, muzeme skladat jestlize f[D] C D', a piseme

gof:D — E;, (neni-li nebezpeéi nedorozumnéni pouze gf : D — Ey).

Podobné jako u redlnych funkci nebudeme pedanticky prejmenovavat f pii
restrikci na D — D'.

2. Parcialni derivace
2.1. Bud f: D — R redlna funkce n proménnych. Uvazujme funkce
ok(t) = f(z1, .. Tk, b, Tpg1, - - -, Tp),  se vBemi x4, j # k, fixovanymi.

Parcidlni derivace funkce f podle xy (v bodé (z1,...,x,)) je (obvykld) deri-
vace funkce ¢y, to jest, limita

lim flzy, o cxpg, o + by Tpar, ooy ) — f(T1, -0, 20)
h—0 h '

Nekdy se mluvi o k-té parcidlni derivaci f ale musime byt opatrni, aby
nedoslo k nedorozumeéni s derivaci vyssiho radu.
Bézné se uziva oznaceni

Of(x1,...,x,)
v nebo B (X1, ..., Tp),

oznacujeme li proménné rozdilnymi pismeny f(x,y), piSeme samoziejmé

of (z,y) . Of (x,y) atd.

Ox oy
Toto znaceni neni zcela konsistentni: x; ve jmenovateli dxy indikuje ze se
soustfedujeme na k-tou proménnou, zatim cou x, v f(z1, ..., x,) v “Citateli”
muze jit o skutecnou hodnotu argumentu. Obvykle ale nedorozuméni ne-
vznika. Je-li to nejasné muzeme psat napt..

0f(:v1, ce ,l'n)
8;1:k

(7/‘17---773n):(a17---7an)

Ale potreba takové specifikace je vzacna.
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2.2. Podobné jako u standardni derivace se muze stat (a typicky tomu
tak je), ze parcidlni derivace M existuje pro vsechna (xq,...,2,) Vv
néjaké oblasti D’. V takovém piipadé mame funkci

0

—f : D — R.

8xk
Obvykle je z kontextu ziejmé, kdyz mluvime o parcialni derivaci, zdali mame
na mysli funkei, nebo jen ¢islo (hodnotu té limity nahote).

2.3. Funkce f z XIII.1.2 ma obé parcidlni derivace v kazdém bodé (z,y).
Takze vidime, ze na rozdil od standardni derivace realné funkce jedné redlné
proménné, existence derivaci zde neimplikuje spojitost. Pro kalkulus v nékolika
proménnych budeme potiebovat silnéjsi pojem. Tomu se budeme vénovat v
pristi sekei.

3. Totalni diferencial.

3.1. Piipomente si VI.1.5. Formule f(x +h) — f(x) = Ah (pfi zanedbani
“malé ¢asti” |h| - pu(h)) vyjadiuje piimku tecnou k {(¢, f(¢)) |t € D} v bodé
(x, f(x)). Nebo se na ni muzeme také divat jako na linedrni aproximaci nasf
funkce v okoli tohoto bodu.

Mysleme podobné o funci f(z,y) (problém funkei ve vice nez dvou proménnych
uz pak bude stejny) a uvazujme plochu

S={(t,u, f(t,u))| (t,u) € D}.

Dveé parcidlni derivace vyjadiuji sméry dvou teénych piimek k S v bodé
(@,y, f(z,y)),

e ale ne tecnou rovinu (a teprve ta bude uspokojivé rozsiteni faktu z
VI.1.5),

e a nedava linearni aproximaci celé funkce.

To spravime pojmem totalniho diferencidlu.

3.2. Norma. Pro bod x € E,, definujeme normu |x| jako jeho vzdalenost
od o. Typicky budeme uzivat

Ix| = max|z
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(ale|x] = >, |zi| nebo standardni pythagorejskd x| = /x-x by daly
stejné vysledky, viz XII1.4).

3.3. Totélni diferenciil. Rekneme, 7e funkce f mé totdlni diferencidl v
bodé x existuje-li funkce p spojitd v okoli U bodu o takova, ze u(o) = 0 (v
jiné, ekvivlentni, formulaci se pozaduje p definovana v U \ {0} a takova, ze
limp o u(h) = 0), a ¢isla Ay, ..., A, pro kterd

fa+h) = f(a) =) Al + [h|u(h).
k=1

3.3.1. Poznamky. 1. S pouzitim skaldrniho souc¢inu muzeme psét f(a+
h) — f(a) = Aa+ [hj(h)).

2. Vsimnéte si, ze jsme nedefinovali totalni diferencial jako entitu, pouze
vlastnost funkce “mit totalni diferecial”. Ponechame to tak.

3.4. Tvrzeni. Necht md funkce f totdlni diferencidl v bodé a. Potom
plati, Ze

1. f je spojitd v a.

2. f md vsechny parcidlni derivace v a, a to s hodnotami

0f(a)
8{L‘k

f— k:'
Dukaz. 1. Mame

(%) = fW] < AKX —y)| + [u(x —y)[x —y]
a limita na pravé strané pro y — x je ziejmé 0.
2. Mame

1
E(f(xl,...:ck_l,xk+h,xk+1,...,xn) — flxy, ... x,)) =

= Ar + 1((0,...,0,h,0,...,0))
a limita na pravé strané je ziejmé A,. [

3.5. Ted jiz linearn{ aproximaci mame: formule

flar+hy o anthy) = f(r1,. . x,) = fa+h) = f(@) =Y Aphy+ [h]u(h)

k=1
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muze by interpretovdna jako dobra aproximace funkce f v bodé a linedrni
funkci

L(zy,...,x,) = f(ay,...,a,) + ZAk(a:k — ag).
Podle pozadavku na p je chyba mnohem mensi nez rozdil x — a.

V pripadé funkei jedné proménné neni rozdil mezi existenci derivace v
bodé a a vlastnosti mit totdlni diferencidl v tomto bodé (pfipomerite si
VI.1.5). V piipadé vice proménnych je vsak tento rozdil zcela zdsadni.

Geometricky se déje toto: Divame-li se na funkci f jako na jeji “graf”,
(nad)plochu

S={(x1,...,xn, f(x1,.. . 20)) | (21,...,2,) € D} CE, 14,

popisuji parcialni derivace jen tecné primky ve smérech soutadnicovych os
(viz 3.1) zatimco totalni diferencidl representuje celou te¢nou nadrovinu.

3.6. Muze byt trochu prekvapujici, ze zatimco pouhd existence parcialnich
derivaci mnoho neznamend, existence spojitych parcidlnich derivaci je néco
uplné jiného. Plati

Véta. Necht md f spojité parcidlng derivace v okoli bodu a. Potom md v
bodé a totdlni diferencidl
Diikaz. Necht

h©® =h, M = (0, ha, ..., hy), h® — (0,0, hs, ..., hy,) etc.

(takze h™ = o). Potom mame

n

fla+h) = f(a) = > (fla+h*) = f(a+h®) = M.

k=1
Podle Lagrangeovy véty (VII.2.2) existuji 0 < 0, < 1 takové, ze

Of(ar, ..., ax—1,ar + Oxhi, arr1 + hggr, ..o an + hy)

fla+h® V) f(a+h®) = o
k

D,

a muzeme pokracovat

afal,.. ak+0khk,)
M = hy, =
Z o ‘

af(al,...,ak—}—ﬁkhk,...) E)f(a) o
8fa1,,ak+0khk,) 8f( ))
ol *”"”Z( oo, or, ) Thl
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Polozme

of(ar,...,ax + Ophy, aggr + higr, ..o an + hy)  Of(a)\ i
h = - T
u(h) Z( Bzt ozy ) ]

h
Jelikoz ﬁ‘ <1 a jelikoz jsou funkce ;—xJ; spojité, limp o u(h) =0. O

3.7. Muzeme tedy schematicky psat
spojité PD = TD = PD

(kde PD znamend parcidlni derivace a TD totalni diferencial). Zadnou z
téchto implikaci nelze obratit. Druhou jsme jiz probrali; co se tyce prvni,
pripomenme si ze pro funkci jedné proménné derivace v bodé je totéz jako
existence totalniho diferencialu, pii cemz derivace neni nutné spojitd, i kdyz
tfeba existuje v kazdém bodé otevieného intervalu.

Ve zbytku této kapitoly by samotny predpoklad existence parcialnich deri-
vaci témér nikdy nestacil. Obvykle by stacila existence totalniho diferenciélu,
ale nejcastéji budeme predpoklddat silngjsi existenci spojitych parcidlnich de-
rivaci.

4. Parcialni derivace vyssich rad.
Zaménnost

4.1. Piipomete si 2.2. Mame-li g(x) = aafT(:) potom podobné jako pocitani

druhé derivace funkce jedné proménné muzeme pocitat druhé derivace g(x),

tedy
dg(x)
856[ ’
Vysledek, pokud existuje, se pak znaci
0*f(x)
axk(%l .

Obecnéji, iterovanim této procedury dostaneme

0" f(x)

8mklaxk2 ce 8Ikr 7
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parcidlni derivace Tddu 7.
Vsimnéte si, ze tad je dan tim, kolikrat derivujeme, ne tim, kolikrat se to
opakuje v jednotlivych proménnych. Tak na piiklad,

Of(xy,x) o Pfy )
0x0y0z 0x0xdx

jsou derivace tretiho fadu (tfebaze jsme v prnim piipadé podle kazdé jednot-
livé proménné derivovali jen jednou).

Zmaceni se zjednodusuje tak, ze derivovani podle téze proménné tésné za
sebou se pise jako exponent, napf.

f(zy) __f(x,y)
Ox20y3 0x0x0x0Yydy’

Of(xy) P f(x,y)
0x20y20x  0xdxOydydxr

4.2. Priklad. Pocitejme “smiSené” derivace druhého fadu funkce f(z, y)
zsin(y? + x). Nejprve dostaneme

f(x.y) = sin(y® + x) + zcos(y®* +z) a of(x.y) = 2rycos(y® + ).
Ox dy
a potom, jako derivace druhych radu,
0 f 0 f

= 2ycos(y® + ) — 2zysin(y® + z) =

Oxdy oyox

At uz to piekvapi nebé ne, naznacuje to, Ze parcidlni derivace vyssich Fadu
moznda nezavisi na potradi derivovani. A je to v podstaté pravda — pokud
vechny derivace o které jde jsou spojité (je ale tieba hned poznamenat, ze
bez tohoto predpokladu ta rovnost platit nemusi).

4.2.1. Tvrzeni. Bud f(x,y) funkce takovd, Ze parcidlni derivace % a

% Jsou definovany a jsou spojité v néjakém okoli bodu (x,y). Potom mdme

f(x,y)  Pf(x,y)
Oxdy oyoxr
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Diikaz. Hlavni myslenka tohoto dukazu je snadnd: pokusime se spocist
obé derivace v jednom kroku. Jak snadno vidime, vede to k vypoctu limity
limy,_,o F'(h) funkce

F(h) = =

a to je co budeme délat.

Polozime-li
on(y) = f(&+hy) = fz,y) a
wk<x> = f(l'a Y+ k) - f(xay)a
dostaneme pro F'(h) dva vyrazy:

F(R) = o(only + 1) —on(9)) & F(h) = 5 (ale + B) v ().

Spoctéme prvni. Funkce ¢y, kterd je funkei jedné proménné, ma derivaci

_Of(@+hy)  Of(zy)
N oy oy

a tedy podle Lagrangeovy formule VI.2.2 dostaneme

wn ()

1 1
F(h) = 25 (enly + 1) = n(y)) = enly +0:1h) =
Of(x+h,y+6ih) Of(z,y+6ih)
B dy dy
Potom, znovu podle VI.2.2, dostaneme

F(h) = (% (af(x+9281;y+91h)>

pro néjaka 61,0 mezi 0 a 1.
Podobné kdyz pocitdme -5 (¢ (x + h) — ¢p(z)) dostdvame

B 2 Of (x + 04h,y + 02h)
Oy ox '

F(h) (%)

Jelikoz jsou obé a%(%) a %(3—5) spojité v bodé (z,y), muzeme lim,_ o F'(h)

pocitat z kterékoli z () nebo (xx) a dostaneme

_ Pflay) _ OPf(xy)
h—0 Ox0y oyor
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O

4.3. Iterovanim zamén dovolenych podle 4.2.1 dostaneme snadnou in-
dukei

Disledek. Necht md funkce f vn proménniyjch spojité parcidlni derivace
do 1ddu k. Potom hodnoty téchto derivaci zdlezZi jen na tom kolikrdt bylo
derivovdno v kazdé z individudlnich promenngch x1, ..., T,.

4.3.1. Tedy za predpokladu véty 4.3 muzeme obecné parcidlni derivace
radu r < k psat jako
af

T1 T2
Oxy'0zy* ... Oxln

kde ri4+ro+---+ry =71

kde je samozfejmé dovoleno r; = 0 a indikuje absenci symbolu Ox;.

5. Slozené funkce a retézové pravidlo.

Piipomente si dikaz pravidla pro derivaci slozené funkce v VI.2.2.1. Byl
zalozen na “totalnim diferencidlu v jedné proménné”. Analogickou procedu-
rou dostaneme nasledujici vetu.

5.1. Véta. (Retézové Pravidlo v nejjednodussim tvaru) Necht md f(x)
totdlni diferencidl v bodu a. Necht maji gi(t) derivace v bodé b a necht je
gr(b) = ay, pro vsechna k =1,...,n. Polozme

F(t) = f(g(t) = f(g:1(D), -, gn(1)).

Poto md F derivaci v b, totiZ

axk

k=1

Dikaz. Pouzitim formule 3.3 dostaneme

LR (b+h) — F(8) = 1 (f(&(b+ 1) — (&(b) =

= 5 (F(g(0) + (8(6+ h) — g(1)) — [(g() =



Méme limy, o 1(g(b+h) —g(b)) = 0 jelikoz jsou funkce gy spojité v b. Jelikoz

DA . b+h)—gi (b . . ,
funkce g, maji derivace, jsou maxy M omezené v dostatecné malém

okoli nuly. Limita posledniho sc¢itance je tedy nula a méame

lim%(F(bJrh)—F(b)):lim Y Akg’“(Hh]z_gk(b) -

h—0 h—0
k=

k=1

g

5.1.1. Dusledek. (Retézové Pravidlo) Necht md f(x) totdini diferencidl
v bodé a. Necht magi funkce gi(ty, ..., t.) parcidlni derivace vb = (by,...,b,)
a necht je gn.(b) = ay pro viechna k = 1,...,n. Potom md funkce

(fog)ty,... ;) = f(&g(t) = f(g:(D), .., gn(?))

vsechny parcialni derivace v b, a plati

fog (a) 89 )
Z ox A '

k

5.1.2. Poznamka. Pouhé parcialni derivace u f by nestacily. Pozadavek
totdlniho diferencialu v 5.1 je zasadni, a snadno je vidét pro¢. Pripomente
si geometrickou predstavu z 3.1 a posledniho odstavce v 3.5. n-tice funkei
g = (g1,...,9,) representuje parametrisovanou kiivku v D, a f o g je pak
kiivna na nadplose S. Parcidlni drivace f (nebo, te¢né piimky na S ve sméru
os soufadnic) obecné nemaji co délat s chovanim této kfivky.

5.2. Pravidla pro nasobeni a déleni jako disledky retézového
pravidla. Jak jsme jiz zmili, Retézové Pravidlo je (véetné svého dikazu)
vicemméné bezprostiedni rozsiteni pravidla pro sklddani v jedné proménné.
Muze tedy trochu prekvapit, ze v sobé skryva pravidla pro nasobeni a déleni.

Vezmeme-li f(x,y) = zy mame 8f =ya af =z a tedy
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Podobné pro f(z,y) = - mame % = % a a—i =—:5 8 nasledkem toho
ut)’ 1 (t) - u(t) _ v(t)u'(t) —u(t)v'(t)
o) o\ T e T w2 (?)

5.3. Retézové pravidlo pro vektorové funkce. Udélejme jesté jeden
krok a uvazme v 5.1.1 zobrazeni f = (f1,..., fs) : D — E,. Slozme jena fog
se zobrazenim g : D" — E,, (pfipomenme si imluvu v 1.4). Potom mame

ofog) af; O0g
o, zk: Da, Oz, (*)

Ctendarové pozornosti jisté neuniklo, ze na prvé strané je sou¢in matic

of; P
(3’”k>i,k <a%;>k,j' (++)

Z linearni algebry si pripomenme roli matic v popisu linedrnich zobrazeni
L:V, =V, azejména to, ze skladani linearnich zobrazeni odpovida soucin
piislusnych matic. Ted by nds formule (%) resp. (**) uz nemély prekvapovat:
representuji fakt, ktery jisté ocekavame, totiz ze linedrni aproximace slozeni
f o g je slozeni linearnich aproximaci pro f a g .

5.3.1. Podle predchoziho komentare muzeme retézové pravidlo psat v
maticovém tvaru takto. Pro f = (fy,..., fs) : U — E;, D C E,,, definujme

Df jako matici
— (9%
Df = (axk>i,k'

D(fog) = Df - Dg.

Potom mame

Explicitnéji méame v konkretnim argumentu t

D(fog)(t) = D(f(g))(t) - Dg(t).

srovnejte to s pravidlem v jedné proménné

(fog)(t)=f'(g(t)-d'(t);

pro 1 x 1 matice je samoziejmé (a)(b) = (ab).
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5.4. Lagrangeova formule v nékolika proménnych. Jisté si pama-
tujete, ze o podmnoziné U C E, se mluvi jako o konvezni pokud

x,yelU = Vt,0<t<1, (I1-t)x+ty=x+tly—x)ecU.

5.4.1. Tvrzeni. Necht md fspojité parcidlni derivace v konvexni oteviené
mnozine U C E,. Potom pro libovolné dva body x,y € D existuje 6 pro které
0 <0 <1 takové, Ze

F) =109 = 3 T,

J=1

Diikaz. Polozme F(t) = f(x + t(y — x)). Potom F = fog kde g je
definovano jako ¢;(t) = x; + t(y; — z;), a

P = >0 E Dy - 5 T8, o),

j=1 j=1

Podle VII.2.2 tedy

7 ¢ehoz hned tvrzeni dostavame. [

Poznamka. Tato formule se ¢asto uziva ve tvaru

n

fox+h) = f(x) =)

j=1

9f (x + 6h)
T
81‘j

Srovnejte ji s formuli pro totalni diferencial.
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XV. Véty o implicitnich funkcich

1. Uloha.

1.1. Méjme m redlnych funkei Fy(zy,..., %0, ¥1,---Ym), k = 1,...,m,
kazdou z nich v n +m proménnych. Uvazujeme systém rovnic

Fl(xlv"'axnayla"'ym) =0

Fo(z1, . Tny 1y Ym) =0

Radi bychom nasli feseni vy, ..., yn. Lépe feceno, s uzitim umluvy XIV.1,
mame systém m rovnic v m neznamych (pocet n proménnych x; je nepod-
statny)

Fo(X,y1,...ym) =0, k=1,....m (%)

a hleddme teseni v = fr(x) (= f(z1,...,20)).

1.2. I v nejjednodussich piipadech nemusime mit nutné feseni, o jedno-
znasném ani nemluvé. Vezméme napft. tuto jednoduchou rovnici:

F(z,y)=2*+y*—1=0.

Pro |z| > 1 neexistuje y vyhovujici f(z,y) = 0. Pro |z9] < 1, mdme v
dostateéném okoli bodu xg dvé reseni

flz)=vV1—-22 a g(x)=—-V1-—2a2

To je lepsi, ale stejné zde stdle mame dvé hodnoty v kazdém bodé takového
okoli, v rozporu s definici funkce. Abychom dosahli jednoznac¢nosti musime
nejen omezit hodnoty x ale téZ hodnoty y na néjaky interval (yo — A, yo + A)
(kdeF'(zo,y0) = 0). Tedy, mame-li konkretni feseni (z¢,yo) mame “okénko”

(w0 — 6,20 +0) X (Yo — A, 50 + A)

v némz kolem ného vidime jednoznac¢né reseni.

V nasem piikladé je jesté piipad (zo,yo) = (1,0), kde feseni mame (a v
xo = 1 jediné), ale zadné vhodné okénko jako v predchozim piipadé, protoze
v kerémkoli okoli bodu (1, 0), napravo zadné feseni neni, a nalevo jsou vzdy
dve.
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Vsimneéte si, ze v kritickych bodech (1,0) a (—1,0) mame

OF oF
8—y(1,0) = a—y(—l,O) = 0. (%)

1.3.V této kapitole ukazeme, ze pro funkce F} se spojitymi parcidlnimi
derivacemi se nemuze stat nic horsiho nez v uvedeném piikladé:

e budeme muset mit néjaké body x°, y° pro které Fj(x°,y") kterymi
zacneme,

e s jistymi vyjimkami budeme pak mit “okénka” U x V takovd, ze pro
x € U bude presné jednoy € V', t.j., yp = f(21,...,2,), spliujici dany
systém rovnic;

e a ty vyjimky pfirozené rozsifuji to, co jsme vidéli v (xx) nahote: misto
podminky %—g(xo,yo) # (0 budeme mit %(xo,yo) # () pro néco po-
dobného, t.zv. Jakobian.

Nadto budou mit feSeni spojité parcialni derivace, budou-li je mit Fj.

2. Jedna rovnice.

2.1. Véta. Bud F(x,y) funkce n+1 proménngjch definovand v okoli bodu
(x°, ). Necht md F spojité parcidlni derivace do vddu k > 1 a necht

aF(XO, yO)

F(xX%y) =0 a ’ 3y # 0.

Potom existuji 6 > 0 a A > 0 takové, Ze pro x s ||x —x°|| < § ewistuje prdvé
jedno y s |y — yo| < A takové, Ze

F(x,y) = 0.
Nadto, piseme-li pro toto jediné teseni y = f(x), ma ziskand funkce
fo@ =820 4+0) x-x (@ 6,22 +0) =R

spojité parcialni derivace do rdadu k.
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Pied diukazem. Ctenafi doporucujeme piepsat si nasledujici dikaz tak
jako bychom méli jen jednu realnou proménnou z. Toto zjednoduseni ucini

N

vvvvvv

Diikaz. Norma |x| bude jako v IV.3.2, totiz max; |z;|. Polozme

U) ={x|lx=x"[ <~} a A(y) = {x[|x=x"| <~}

(“okénko” které hleddme se ukdze jako U(d) X (yo — A, yo + 9)).
Bez djmy na obecnosti bud dejme tomu

8F(X07 yO)

> 0.
Oy

Prvni parcidlni derivace funkce F jsou spojité a A(J) je omezend a uzaviena,
a tedy kompaktni podle XIII.7.6. Tedy podle XIII.7.9 existuji a > 0, K,
d1 > 0 a A > 0 takovd, ze pro vSechna (x,y) € U(d1) x (yo — A, yo + A)
mame

3F(X,y)>a . ‘aF(x,y)

dy o, ‘ =k (*)

L. Funkce f : Zvolme pevné x € U(6;), a definujme funkeci jedné proménné
y € (yo — A,yo + A) predpisem

Potom je ¢l (y) = %’;y) > 0 a tedy

vSechny  x(y) jsou rostouci  funkce

promenné y, a  Px,(Yo — D) < ¢x,(Y0) =
0< §0x0<y0 + A)

Podle XIV.3.4 a XIV.3.6, je F spojita a existuje tedy o, 0 < § < 9y, takové,
ze

Vx € U(5), @x(yO - A) <0< pr(yO + A)

Vidime, Ze @y roste a tedy je prosté. Tedy mame podle IV.3 presné jedno
Yy € (Yo — A,yo + A) takové, ze px(y) = 0 — to jest, F(x,y) = 0. Oznacme
toto y symbolem f(x).

Vsimnéte si, ze zatim je f jen funkce; o jejich vlastnostech nic nevime,
zejména ani nevime, je-li spojita ¢i ne.
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II. Proni derivace. Fixujme index j, zapiSme posloupnost z1, ..., z;_1 jako
Xy a stejné zjednodusSme 41, ..., T, na X,; mame tedy

X = (Xp, Tj,Xq)-
Budeme pocitat % jako derivaci funkece ¥ (t) = f(xp,t,%,).
Podle XIV.5.4.1 mame
0= F(Xp,t + hyXa, (t + h)) — F(Xp, t, X, 0(t)) =

= F(xp, T+ hyXa, (1) + (O + h) = 9(1))) = F(xp, 1, %0, (1)) =
_ OF(xp, b+ 0h, %0, (1) + 0((t + h) — ¥(t)))

h
ax]’
OF (xp,t + Oh, x4, (t) + 0((t + h) — (1))
+ ay ((t+h) —¥())
a tedy
OF (xp,t + 0h, x4, 9(t) + (0t + h) —¥(t)))
Oz,
Vt+h) = o) = —h S B e o) + 0 a ) —o) Y
dy

pro néjaké 6 mezi 0 a 1.
Nyni muzeme vyvodit, ze f je spojita: z (x) ziskdvame
K
e+ 1) = w0 < ]|

Uzitim tohoto faktu muzeme déle z (%) spocitat

Pt +h) —P@) _

limy,_o 7 =
OF (xp,t 4+ 0h, %, (1) + 0((t + h) — P(2))) OF (xy,t,%a, (1))
— limy, 0z _ Oz,
0O (%, t + 0h,xq, () + 0((E + h) —2(t))) OF (xy,t,Xa, Y(1))
dy Ay

ITI. Vyssi derivace. VSimnéte si, ze jsme nedokézali jen ezistenci prvni
derivace f, ale téz formuli

0f(x) _ _9F(x f(x) <5F(X>f(><))>1.

or; Ox; dy

(k)
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Z této muzeme induktivné pocitat vyssi derivace funkce f (uzivajice stan-
dardnich pravidel pro derivovani) tak dlouho pokud
o'F
8[1771"1 e al‘Znayrn+l

existuji a jsou spojité. [

2.2. Formuli (**x) jsme dostali jako vedlejsi produkt dukazu, ze f de-
rivaci ma (pozdéji byla uzitecnd, ale v tom misté jesté ne). Vsimnéte si, ze
kdybychom veédéli predem, ze f néjakou derivaci mé, mohli bychom (5.2.3)
vyvodit bezprosttedné z fetézového pravidla. Skutecné, mame

derivujeme-li na obou stranach dostaneme

_ 0P f(x)  OFx f(x)) Of(x)
Ox; oy oxj

0

A kdybychom derivovali dale, dostali bychom linearni rovnice z nichz bychom
mohli spocitat hodnoty vsech derivaci zarucenych vétou.

2.3. Poznamka. Reseni f v 2.1 m4 tolik derivaci jako vychozi F — za
predpokladu, ze F' ma aspon prvni. Nékdy se o funkci mysli jako o své vlastni
nulté derivaci. Véta vsak nezarucuje spojité reseni f rovnice F(z, f(x)) =0
s pouze spojitou F'. Prvni derivaci uzivame jiz k tomu, abychom dokazali
existenci funkce f.

3. Na rozjezd: dvé rovnice.
3.1. Vezméme dvojici rovnic

Fi(x,91,92) = 0,
FQ(XaylayQ) =0
a pokusme se najit feSeni y; = f;(x), i = 1,2, v okoli bodu (x°,y?,49) (v

némz jsou rovnice splnény). Aplikujme “substituéni metodu” zalozenou na
vété 2.1. Nejprve uvazujme druhou rovnici jako rovnici pro ys; v okoli bodu
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(x%, 42, 49) potom ziskdme y, jako funkci 1 (x, y; ). Tu vloZime do prvni rovnice
a ziskdme

G(X, yl) = F1<X, Y1, w<xa yl));

nalezneme-li feenf y; = f1(x) v okoli bodu (x°,3?) mizeme ho substituovat

do ¢ a ziskdme yp = fo(x) = ¥(x, fi(x)).

3.2. Kdyz to feseni mame, shriime co jsme vlastné predpokladali:
— Predevsim musime mit spojité parcidlni derivace funkei Fj.
— Potom, abychom sméli ziskat ¢/ podle 2.1 tak jak jsme to udélali,

potiebovali jsme
0F,

dyz

— Konecné také potiebujeme aby (s uzitim retézového pravidla)

(x°, 7, y3) # 0. (%)

OF,  OF, O
= — 4+ —— . ok
oy 0ys O ( )

Potom uzijeme formuli pro prvni derivaci

(o) tor
oy 0y oy

z dukazu 2.1 a transformujeme (xx) do

(@) -1 (8F1 0F, OF 8F2> 0
0y Oyr Oya Oy Oy ’

to jest,

OF, 0F, OF, 0F, 40

dy1 Oya Oy2 Y1 .
To je znamd formule, totiz formule pro determinant. Tedy jsme vlastné
predpokladali, ze

OF OF,

oy’ Oya ,

N V2 :det(@FZ) # 0.
OF, OF, o).,
ayl7 0y
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A tato podminka jiz staci: prepokldadame-li, Ze ten determinant je nenulovy,
mame bud’

OF:
a—yj(xo,y?,yg) #0

a/nebo
OF:
a—yf(xo, yi5 1) # 0,

takze pokud plati druhé, zaéneme fesenim Fy(X,y1,%2) = 0 pro y; misto pro
Ya-

4. Obecny systém.

4.1. Jacobiho determinant. Bud F soustava funkci

F(an) = (Fl(xayh"'Jym)7"‘7Fm(xay1a'"7ym))‘

Pro toto F am-ticiy = (y1, . . ., Ym) definujeme Jacobiho determinant (kratce,
Jacobidn)
D(F OF;
D(y) dy; ij=1,..,m
Vsimnéte si, ze pro m = 1, tedy mame-li jednu funkci F' a jedno y, mame
D(F) OF
Dy) 9y

4.2. Véta. Bud'te Fy(X, 91, ..., Ym), @ = 1,...,m, funkce n+m proménnych
se spojitymi parcidlnimi derivacemi do vddu k > 1. Bud’

F(x",y") =o
a bud D(F)
D(y) (x",y") #0.

Potom existuji 6 > 0 a A > 0 takovd, Ze pro kazdy bod

x€ 2V —6,29+0) x - x (2% — 6,20 +6)
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existuje pravé jeden
YE (W — Ayl +8) x o X (yp, — A2y, + A)

takovy, Ze
F(x,y) =0.

Piseme-li tento y jako vektorovou funkci f(x) = (f1(x), ..., fm(X)), maji jed-
notlivé funkce f;spojité parcidlni derivace do Tddu k.

Pied dikazem. Procedura sleduje substituéni metodu pouzitou v predchozi
sekci. jen budeme muset udélat trochu vice s determinanty (ale to je linedrni
algebra ¢tenafi dobfe zndmd) a na zavér budeme muset udélat poradek v A
and ¢ (kterym jsme zatim mnoho pozornosti nevénovali).

Diikaz indukef. Tvrzeni plati pro m = 1 (viz 2.1). Necht nyn{ plati pro
m, a necht mame déan systém

Fi(xyy),i=1,....m+1

splnujici predpoklady (vSimnéte si, Ze nezndmy vektor y je také m + 1-
rozmérny). Potom specidlné v Jakobiho determinantu nemuzeme mit sloupec,
sestavajici jen z nul, a tedy po pripadném ptrerovnani funkci F;’s, muzeme

predpokladat, ze
aF;n-‘rl 0 .0
X", 0.
8ym+1( y') #

Pismey = (1, . .., Ym); potom, podle indukéniho predpokladu, mame 6; > 0
a Ay > 0 takové, ze pro

(x,¥) € (29 = 61,2 4+ 61) X -+ x (2 — 6, 2] 4+ 61) X -+ X (yp, — 61, yp, + 61)
existuje presné jedno y,,+1 = ¥(x,y) spliujici
Foi1(%, Y, Ymi1) =0 & |Ymy1 — ygn,-i-l] <Ay
Toto ¢ ma spojité parcidlni derivace do fadu k a tedy je také maji funkce
Gi(x,y) = Fi(x,y,%(x,y)), i=1,...m+1
(Gt je konstantné 0). Podle fetézového pravidla ziskame

0G; OF, OF oW
= + ) *
Oy 0y OYms1 Oy, ()
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Nyni uvazujme determinant

@ or oFr
ayl ’ Y aym’ 6ym+1
D(F)
D(y) | OF, OF.  OF,
dyr 7 7 OYm OYmn
8F’erl aFerl aF1m+1
oy 7 Y Y

Nasobme posledni sloupec g—j a pric¢téme ho k i-tému. Podle (x), vezmeme-li
v uvahu, ze G,,.1 = 0 a tedy

aC'\"m-‘y-l o 8}W'rn—‘,—l + a-Eﬁ?’rz—f—l 8¢ o

=0,
Y Oy Ymr1 OYi
ziskdme
06, 0G on
oy’ Oym OYmi
D(F)_ _ O0Fn D(Gy,...,Gn)
D(y) oG, 0G,, OF, Wm+1  Dyi, .- Ym)
oy Oym OYm
8F’m-i-l
0, ..., 0, —mt
8ym+1
Tedy,
D(Gy,...,Gn)
0
D(yl,---,ym> 7&

a tedy podle indukéniho predpokladu existuji 9o > 0 a Ay > 0 takové, ze pro
|z; — 2¥| < 83 je jednoznacné uréené y s |y; — 19| < Ay takové, ze

Gi(x,y)=0 pro i=1,...,m
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a ze vysledné f;(x) maji spojité parcialni derivace do rddu k. Koneéné pak
definici
Jir1(x) = 9(x, fi(x), ..., fin(x))

ziskdme Teseni f puvodni soustavy rovnic F(x,y) = 0.

Abychom diikaz dokonéili potFebujeme omezen{ |x — x°| < § and |y — y°| <
A v jejichz rémci je feseni korektni (to jest, jednoznacné).

Zvolme 0 < A < 01, A1, Ay a potom 0 < 6 < 91, 02 dost malé k tomu, aby
pro |z — 2| < 4 bylo |f;(x) — f;(x°)] < A (posledni podminka se postard o
to aby v A-intervalu bylo aspori jedno fesen{). Necht nynf

F(x,y)=o0, a [x—x|<dand]y-y’| <A (xx)

Musime dokézat, ze y; = fi(x) pro vSechna i. Jelikoz |z; — 29| < 6 < §; pro
i=1...0n, |lyi—y] <A<dproi=1,....m al|ym1 —yo 1| <A <A
méame nutné y,,+1 = ¥(x,y). Tedy podle (),

G(x,y) =0

a jelikoz |z; — 29] < § < 8y a Jy; — ¥ < A < Ay mame skutecné y; = f;(x).
OJ

5. Dvé jednoduché aplikace: regularni zobrazeni

5.1. Necht je U C E, oteviena podmnozina. Bud'te f;,i = 1,...,n, zob-
razeni se spojitymi parcidlnimi derivacemi (a tedy sama spojitd). Vysledné
(spojité) zobrazeni f = (f1,..., fn) : U — E, se nazyva reguldrni jestlize je

D(f)
D(x)

(x) #0
pro vSechna x € U.

5.2. Pripomenme si, Ze spojita zobrazeni jsou charakterisovana zachovanim
otevienosti (onebo uzavienosti) vzory (viz XIIL.3.7). Také si pfipomenme
velmi specidlni fakt (I1.7.10), ze je-li defini¢ni obor kompaktni, jsou téz ob-
razy uzavienych mnozin uzaviené. Pro regularni zobrazeni mame néco po-

dobného.

Tvrzeni. Je-li zobrazeni f : U — K, reguldrni je obraz f[V] kazdé
otevrrené V- C U otevreny).
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Diikaz. Bud f(x°) = y°. Definujme F : V x E,, — E, predpisem
Ei(x,y) = fi(x) — vs. (%)

Potom F(x%,y) =0 a gg; # 0, a muzeme tedy uzit 4.2 a dostaneme 6 > 0 a
A > 0 takovd, ze pro kazdé y z |y — y°| < 4 existuje x takové, ze [x — x°| < A
a Fi(x,y) = fi(x)—y; = 0. To znamend, ze mame f(x) = y (nenechte se zmést

vyménou roli x; a y;: y; jsou zde nezavislé proménné), and

Q" 0) ={ylly—y°| <o} CflV]. O

5.3. Tvrzeni. Bud f : U — E, reguldrni zobrazeni. Potom pro kazdyj
bod x° € U emistuje oteviené okoli V takové, Ze restrikce f|V je vzdjemné
jdnoznacnd. Nadto, zobrazeni g : f[V]| — K, inversni k f|V je réz requldrni.

Diikaz. Znovu uzijeme zobrazeni F = (Fi,..., F,) z (*). Pro dostatecné
malé A > 0 mame pravé jedno x = g(y) takové, ze F(x,y) =0 a |[x — x°| <
A. Toto g ma, navic, parcidlni derivace. Podle XIV.5.3 mame

D(id) = D(fog) = D(f) - D(g).

Podle fetézového pravidla (a véty o ndsobeni determinantu) je

- —== =detD(f) - detD(g) =1

a tedy pro kazdé y € f[V], g8 (y) #0. O

5.3.1. Dusledek. Prosté requldrni zobrazeni £ : U — E,, md requldrni
inversi g : f[U] — E,.

6. Lokalni extrémy a vazané extrémy.

6.1. Piipomenme si hledani lokalnich extrému redlnych funkei jedné realné
proménné f v VIL.1. Pokud f byla definovana na intervalu (a,b) a méla
derivaci (a,b) zjistili jsme snadnym uzitim formule VI.1.5 Zze v lokalnich
extrémech musela byt derivace nulova. Potom jiz stacilo podivat se na hod-
noty v krajnich bodech a a b a méli jsme uplny seznam kandidatu.

Uvazme nyni lokalni extrémy funkce nékolika realnych proménnych Na-
lezeni vS8ech moznych lokdlnich extrému wve vnitrku jejiho definiéniho oboru
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je stejné snadné: podobné jako u funkce jedné proménné vyvodime z formule
pro totalni diferencidl (a ani tu bychom nepotiebovali, uz parcidlni derivace
by stacily), ze v bodech lokélnich extrému a musi byt

af
aiL’i

(@)=0, i=1,...,n. (%)

Ale hranice (okraj) je jind zdlezitost. Ta ted typicky neni slozena jen z
koneéné mnoha isolovanych bodu které bychom mohli probrat jeden po druhém.
6.1.1. Piiklad. Zajimejme se o lokdlni extrémy funkce f(z,y) = = +
2y na kruhu B = {(x,y)|2? + y*> < 1}. Obor B je kompaktni, a tedy f
jisté nabyva minima a maxima na B. Ve vnittku B byt nemohou: mame

konstantné % =1la g—g = 2; Ty extrémy tedy musi lezet nékde na nekonecné

mnoziné {(z,y) |2* +y? = 1}, a pravidlo (*) ndm nen{ k nicemu.

6.2. Pokusime se tedy hledat lokéln{ extrémy funkce f(z1,...,x,) vdzané
néjakymi omezenimi g;(x1, ..., x,) =0, 1= 1,..., k. Plat{ nasledujici

Véta. Bud'te f,qi,..., g, redlné funkce definované na oteviené mnoziné
D C E,, a a necht maji spojité parcidlni derivace Predpoklddejme, Ze hodnost
matice

% g
oxy 7 Ox,
M = Cey ey

% Ogr,

oxr," = Oxy,
je nejuétsi moznd, tedy k, v kaZdém bodé oblasti D.

Nabyjvd-li funkce f v bodé a = (ay,...,a,) lokdlniho extrému vdzaného
podminkams
gi(z1,...,x,) =0, i=1,....k

potom existuji cisla A1, ..., N\, takovd, Ze pro vsechna i =1,...,n mdme

g,

Poznamky. 1. Funkce f, g; jsou definovany na oteviené mnoziné D takze
muzeme hledat derivace kdekoli je potfebujeme. V typickych aplikacich pra-
cujeme s funkcem, které mohou byt rozsifeny na otevienou mnozinu obsa-
hujici obor o ktery jde.
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2. Sila tvrzeni je v existenci Aq,..., A, spliujicich vic neZ k rovnic. Viz
feSeni ulohy 6.1.1 v 6.3.
3. Cisla \; jsou znama jako Lagrangeovy multiplikdtory.

Diikaz. 7 linearni algebry vime, ze M mé hodnost k pravée kdyz néktera
z k X k-podmatic matice M je reguldrni (a tedy méa nenulovy determinant).
Bez 1jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze v extrémnim bodé je

991 99

81‘1 oY 6xk
, ; £ 0. (1)

99k 99k

oxy 7 Oxy
Plati-li toto mame podle véty o implicitnich funkcich okoli bodu a funkce
¢i(Tky1, ..., Tp) se spojitymi parcidlnimi derivacemi takové, ze (piSeme x

misto (Tgi1,-..,%n))

gi(01(X),...,0k(X),x) =0 pro i=1,... k,

Tedy, lokdlni minimum ¢ maximum f(x) v a, vdazané danymi omezenimi,
implikuje odpovidajici extrémni vlastnost (bez omezeni) pro funkci

F(SE) = f(QZSl(;), s 7¢k<§)7§)7
v a, a tedy je podle 5.1

OF(a)
8ZL'Z‘

takze podle fetézového pravidla

=0 pro i=k+1,...,n

a) 0¢.(a)  0f(a) :
=k+1,...,n 2
Z 8:@ ox; + ox; pro-t then (2)
Derivovanim konstantnich funkci g;(¢1(X),...,#(x),x) = 0 dostaneme pro

i=1,....k

k ~
dg;(a) 09.(a)  9g;(a)

pro it=k+1,...,n. (3)
r=1
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Nyni znovu uzijeme (1), pro jiny ucel. Z hodnosti nasi ¢tvercové matice ma
systém linearnich rovnic

axl Z: A

jednoznac¢né feSeni A1, ..., A\x. Toto jsou rovnice z tvrzeni, ale zatim jen pro
i < k. Zbyva dokazat, ze tytéz rovnosti plati i pro ¢ > k. Skutecné, podle (2)
(3), pro i > k dostaneme

u agj & $:(3) o~ = Ig;(a) Ip.(a)
8@ Z)\ g ox, 8@ _jzl)\j ; ox, Ox;
" 9g,@)) 96,3) <= 0¢.(d)
_Z< oz, jzl)\j. oz, ) ox; __;. ox; =0 0

6.3. ReSeni piikladu z 6.1.1. Mdme % =1a ? = 2, g(z,y) =
- Y
2?2 +y? — 1 a tedy g—g = 2z and g—z = 2y. Existuje jedno \ které splnuje dvé
rovnice
1+X-2x=0 a 24+ X-2y=0.
To je mozné jen pokud y = 2z. Tedy, jelikoz 22 +y? = 1, dostdvdme 52% = 1
41, - : 12 12
a tedy x = £=; to lokalisuje extrémy do (75, 75) (\[\[)

6.4. Vazby ¢g; nemusi nutné vznikat z okraju. Zde je jednoduchy piiklad
jiného typu.

Ptame se, ktery z pravoihelnych hranolu s danym povrchem ma nejvetsi
objem. Oznac¢ime-li délky hran xq, ..., z,, je povrch dan formuli

1 1
S(l'l,,$n>:2$1xn(_++_)

T Tn
a objem je
V(xh amn) =1 Tn
Tedy
ov 1
=— 21T, a
axi ZT; !
0S 2 1 1
= — n) | — — =2 n—s-
9.~ (x1---xp) ($1 +- In) Ty @ pe



Oznacime-li y; = mi as=1uyy+--+Yn, avydélime-li rovnost z véty xy - - -,
dostaneme

A
2ui(s —vyi)) + Ay =0 zcehoz y; = s+ 3

Tedy vsSechna x; jsou stejna, a feSeni je krychle.
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XVI. Riemannuv integral ve vice proménnych

Myslenka Riemannova integralu ve vice proménnych je taz jako u in-
tegrélu v jedné redlné proménné. Jediny rozdil je v tom, ze budme pracovat
s n-rozmérnymi intervaly misto s témi standardnimi, a ze rozklady budou
delit tyto intervaly ve vSech dimensich, takze vysledné intervaly rozkladu ne-
budou tak prehledné usporadany jako malé intervaly v (to,t1),(t1,t2), ... .
Ale konecny soucet je konecny soucet a uvidime, ze to usporadani neni moc
dulezité.

Opravdu nové bude Fubiniho véta (Sekce 4) umoznujici pocitat vicerozmérny
integral pouzitim integralt v jedné proménné. Az do toho bude vse co udélame
jen modifikace fakt z kapitoly XI.

1. Intervaly a rozklady.
1.1. V této kapitole je n-rozmérny kompaktni interval soucin
J = <a1,b1> X+ X (an,bn>

(takovy J je skutecné kompaktni, viz XIII.7.6); nebude-li nebezpeci nedo-
rozumnéni budeme mluvit prosté o intervalu. Nékdy téz mluvime o cihldch,
zv1ast pujde-li o Easti vétsich intervalt.

Rozklad intervalu J je soustava P = (P',..., P") rozkladu

P’ aj:tj0<tj1<---<tj’nj_1<tj’nj:bj, ]:1,n

Intervaly
(i i) X - X (i tnjin+1)

budou nazyvany cihlami rozkladu P a mnozina vSech cihel rozkladu P bude
oznacovana

B(P).

1.2. Objem intervalu J = (aq,b1) X - -+ X {(ay,by,) je ¢islo

VO|(J) = <b1 - CL1>(b2 - CLQ) tee (bn — an).
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Jelikoz ruzné cihly z B(P) se zfejmé protinaji v mnoziné o objemu 0
(uzijte XI.1 aplikované na obrazce ne nutné rovinné) mame hned
1.2.1. Pozorovani. vol(J) = > {vol(B) | B € B(J)}.

1.3. Jemnost rozkladu. Prameér intervalu J = (ay,b1) X -+ X (an, by)
je
diam(J) = max(b; — a;)

a jemnost rozkladu P je

p(P) = max{diam(B) | B € B(P)}.

1.4. Zjemnéni. Vzpomente si na XI.2.2, Rozklad Q = (Q',...,Q")
zjemniuge rozklad P = (P!, ..., P") pokud kazdy Q’ zjemiiuje P7.

Kdyz vezmeme v tvahu tsecky tjp 1 = ¢}, <0, <. <1, =1t
jemnéjstho rozkladu ) dostaneme

1.4.1. Pozorovani. Zjemnéni ) rozkladu P indukuje rozklady
Qp cihel B € B(P)

a mdme disjunktni sjednocent

B(Q) = J{B(Qs)| B € B(P)}.

1.5. Pozorovani. Kazdd dvé rozdéleni P, () n-rozmérného kompaktniho
intervalu J maji spolecné zjemnéni.

(Skutecne, pripomente si dukaz X1.2.3.2. Jsou-li P = (P!,... P")aQ =
(Q', ..., Q") rozklady intervalu J vezméme rozklad R = (R!,..., R") v némz
R7 jsou spolecnd zjemnéni P7 a Q7.)

2. Dolni a horni soucty.
Definice Riemannova integralu.

2.1. Bud' f omezen4 redlns funkce na n-rozmérném kompaktnim intervalu
Jabud B C J néjaky n-rozmérny kompaktni podinterval J (cihla). Polozme

m(f,B) =mf{f(x)[x e B} a M(f,B)=sup{f(x)|x € B}.
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Méme
2.1.1. Fakt. m(f, B) < M(f, B) a je-li C C B potom

m(f,C) zm(f,B) a M(f,C)<M(f,B).

({f(x)|x € C} je podmnozina {f(x)|x € B} a tedy kazda dolni (horni)

mez druhé je dolni (horni) mez prvni.)

2.2. Bud P rozklad intervalu J a bud f : J — R omezend funkce.

Polozme
si(f.P)=> {m(f.B)-vol(B)| B € B(P)} a

Sy(f.P) = _{M(f,B)-vol(B)|B € B(P)}.
Index J budeme obvykle vynechavat.

2.2.1. Tvrzeni. Necht rozklad @QQ zjemrniuje P. Potom

s(f,Q) = s(f,P) a S(f,Q) <5(f,P).

Diikaz. Mame (nad symboly = ¢i < vyznacujeme které tvrzeni z predchoziho
uzivame)

= > {M(£,C) -vol(C) | C € BQ)} '='
1é1 > {M(f,C) -vol(C) | C € (disjunktni) | {B(Qp)| B € B(P)}} =
= S {M£,0) vol(C) | C € BQs)} | B e B(P)} <
<SS (M. B) - wol(C) | C € BQn)} | B € B(P)} =
=> {M(f,B) Z{vol )|C € BQp)}| B €B(P)} 2!
2N {M(f.B) -vol(B) | B € B(P)} = S(f. P).
Podobné pro s(f, Q). O

2.2.2. Tvrzeni. Bud'te P,Q rozklady J. Plati s(f,P) < S(f,Q).
Dukaz. Pro spoleéné zjemnéni R téch P, Q) (viz 1.5) mame podle 2.2.1

s(f, P) < s(f,R) < S(f, R) < 5(fQ).
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O

2.3. Podle 2.2.2 je mnozina {s(f, P) | P rozklad} shora omezena a muzeme
tedy definovat dolni Riemannuv integrdl funkce f pres J jako

/ f(x)dx = sup{s(f, P)| P rozklad};
Ly

podobné, mnozina {S(f, P) | P rozklad} je omezend zdola a muzeme defino-
vat horni Riemannuv integradl funkce f ptes J jako

/Jf(x)dx = inf{S(f, P) | P rozklad}.

Rovnaji-li se dolni a horni integral nazyvame spolec¢nou hodnotu Riemanniv
integral funkce f pres J a oznacujeme ji

d b C
/Jf(x) x nebo prosté /Jf

2.3.1. Poznamka. Integral také muzeme psat napt. jako
/ flzy, .. xn)day, .. 2,
J
coz jisté nepiekvapuje. Ctendr se téz muze setkat s
/ flz1, ..., x,)dayday - - - day,.
J

To muze vypadat podivné, ale dava to vice smyslu nez je na prvni pohled
patrno. Viz dale v 4.2.

2.4. Mame ziejmy odhad

inf{f(x)]xGJ}-voI(J)g/ fg/Jfgsup{f(x)\xeJ}~voI(J).
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3. Spojita zobrazeni.

3.1. Tvrzeni. Riemannuv integrdl fJ f(x)dx existuje prdvé kdyz pro kazdé
e > 0 emistuje rozklad P takovy, Ze

SJ(f,P)—SJ(f,P)<€.

Poznamka misto dikazu. Tvrzeni muzeme dokazat opakovanim dukazu
z X1.2.4.2. Ale ¢tenar si zde muze uvédomit, ze spiSe nez snadné zobecnéni
véty [X.2.4.2, jsou obé tvrzeni specialni ptipady obecného jednoduchého tvr-
zeni o supremech a infimech. Méjme mnozinu (X, <) ¢dstecné usporadanou
relaci < takovou, ze pro kazda z,y € X existuje z < z,y. Mame-lia : X — R
takové, ze x < y implikuje a(z) > a(y) a B : X — R takové, ze z < y im-
plikuje B(x) < B(y), a je-li a(z) < B(y) pro vsechna x,y potom sup, a(z) =
inf, B(x) prave kdyz pro kazdé € > 0 existuje = takové, ze f(x) < a(z) + .
To je trividlni tvrzeni o usporadani, které nema co délat se soucty a takovymi
vécmi. Ale to kriterium je samoziejmé velmi uziteéné.

3.2. K dukazu nésledujici véty opét uzijeme stejnomérnou spojitost spo-
jité funkce na kompaktnim prostoru (nyni v té obecnéjsi versi z XII1.7.11).

Veéta. Pro kazZdou spojitou funkci f : J — R na n-rozmérném kom-
paktnim intervalu existuje [ S f
Diikaz. Budeme uzivat metriku o v [E,, definovanou predpisem

o(x,y) = max|z; — y;|.

Jelikoz je f stejnomérné spojitd muzeme pro € > 0 zvolit 0 > 0 takové, ze

3

O’(X,y) <9 = |f(x)_f(y>’ < VO|(J)

Pripomenme si mesh u(P) z 1.3. Pokud je pu(P) < ¢ je diam(B) < § pro
vSechny B € B(P) a tedy

M(f, B) —m(f, B) = sup{f(x) [x € B} —inf{f(x) [x € B} <

< sup{10) — 19| %y € B} <
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takze
ﬂﬂm—dﬁm=§3((fm— m(f,B))-vol(B)| B € B(P)} <
< —— voI Z{vol )|BeB(P)}= —voI(J) =c

podle 1.2.1. Nyni uzijme 3.1. U

3.2.1. Podobné jako v XI.3.2.1 dostaneme z piedchoziho dukazu téz
nasledujici tvrzeni.

Véta. Necht je f : J — R spojitd funkce a Py, P, . .. posloupnost rozkladi
takovd, Ze lim, u(P,) = 0. Potom

lims(f, P,) =limS(f, P,) = /f
n n J

(S ¢isly € a 0 jako nahote zvolme ng takové, ze pro n > ng bude u(P,) <

5.)

3.2.2. Dusledek. Bud f : J — R spojitd funkce na n-rozmérném kom-
paktnim intervalu J. Pro kaZdou cihlu B C J zvolme prvek xg € B a pro
rozklad P intervalu J definujme

=3 {f(x) -vol(B) | B € B(P)}.

Bud Py, Py, ... posloupnost rozkladi takovd, Ze lim, pu(P,) = 0. Potom je

im X(f, B,) = /Jf.

4. Fubiniho véta.

4.1. Véta. Vezméme soucin J = J' x J" C E,, 1, intervalu J' C E,,,
J'" CE,. Bud f:J — R takovd, Ze fJ X, y)dxy emstuye a ze pro kazdy
x € J' (resp. kazdyy € J") integrdl [,, f(x,y)dy (resp. [, f(x,y)dx) ezistuje
(coz plati zejména pro kaZdou spojitou funkci). Potom

iy = [ ( rxpaa= [ (] rxyaos.
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Diikaz. Budeme zkoumat prvni rovnost, druha je obdobna. Polozme
F(x)= [ f(xy)dy
J”

Dokézeme, ze [, F existuje a ze

fr=]r

Zvolme rozklad P intervalu J tak aby

[r-c<stemssup< [ fee

Tento rozklad P ziejmeé sestava z rozkladu P’ intervalu J' a rozkladu P”
intervalu J”. Mame

B(P)={B' x B"|B € B(P"),B" € B(P")},
a kazda cihla z P se objevi jako pravé jeden soucin B’ x B”. Podle 2.4 je

F(x) < Z max f(x,y) - volB”

yeB”
B//GB(P//)

S(FP)Y< Y max ( > max f(x,y) - vol(B")) - vol(B') <
B'e€B(P) B"eB(P")
< > max  f(x,y) - vol(B") - vol(B') <

y)eB/ BN
B'eB(P') B"eB(P")

< . / 14 —
< > JJuax  f(z) -vol(B' x BY) = 5(f, P)
B'xB"€B(P)
a podobné
s(f, P) < s(F, P').
Mame tedy

/f—ags(F,P/)S/JIFSS(F,p)g/]f+€
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a proto je fJ,Froven fJf O

4.2. Dusledek. Bud f : J = {(aj,b1) X --+ X {a,,b,) — R be spojitd
funkce. Potom

/Jf(x)dx:/ajn(~-(/ajz( abl F@n s, - xn)dr: ) o) -+ )i,

1

Poznamka. Znaceni o kterém jsme se zminili v 2.3 pochéazi, samoziejme,
z vynechéani zavorek.
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Treti semestr
XVII. Vice o metrickych prostorech

1. Separabilita a spocetné base.

1.1. Hustota. Vzpomente si na uzavér z XII1.3.6. Podmnozina M met-
rického prostoru (X, d) je hustd je-li M = X . Jinymi slovy, M je hustd pokud
pro kazdé = € X a kazdé € > 0 existuje m € M takové, ze d(x,m) < e.

1.2. Separabilni prostory. Rekneme, ze metricky prostor (X, d) je se-
parabilni existuje-li v ném spocetnd hustd podmnozina M C X.

1.3. Base otevienych mnozin. Podmnozina B mnoziny Open(X,d)
viech otevienych mnozin v (X, d) se nazyvé basi (otevienych mnozin) je-li
kazda oteviena mnozina sjednocenim mnozin z B, tedy jestlize

VYU € Open(X) 3By € B such that U = U{B | B € By}.
Jinymi slovy,
VU € Open(X) U =| {B|B € By, BCU}.
1.3.1. Poznamky. 1. Tak napf. mnozina vSech otevienych intervali
(a,b), nebo jiz mnozina vsech intervali (a,b) s raciondlnimi a,b je base

otevienych mnozin) realné primky R.
y y
2.V kazdém metrickém prostoru je

1
{Q(a:,ﬁ)]weX, n=12,...}

(viz XII1.3.2) base.

3. Termin “base” je v jistém nesouhlasu se svym homonymem z linedrni
algebry. U base otevienych mnozin neni zaddna minimalita ani nezavislost.
Pojem je spise ptribuzny s pojmem soustavy generatoru.

1.4. Pokryti. Pokryti prostoru (X,d) je podmnozina U C Open(X,d)
takovd, ze | J{U |U € U} = X. PodpokrytiV pokryti U je podmnozina V C U
takova, ze je (jeste) J{U |U € V} = X.
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Poznamka. Presnéji bychom méli mluvit o otevrenych pokrytich. Ale o
jinych pokrytich nez pokrytich otevienymi mnozinami zde mluvit nebudeme.

1.5. Lindel6fova vlastnost, Lindelofovy prostory. Rekneme, 7ze pro-
stor X = (X,d) je Lindeldfiv nebo ze ma (spliuje) Lindeldéfovu vlastnost
ma-li kazdé pokryti prostoru X spocetné podpokryti.

1.6. Véta. Ndsledujici turzeni o metrickém prostoru X jsou ekvivalentni.
(1) X je separabilni.
(2) X md spocetnou basi.
(3) X md Lindeldfovu vlastnost.

Diikaz. (1)=(2): Necht je X separabiln{; bud M C X spocetnd hustd.

Polozme
B = {Q(m,r)|m e M, r raciondlni}.
B je ziejmé spocetnd; dokdzeme, zZe je to base.

Bud U oteviend a x € U. Potom existuje ¢ > 0 takové, ze Q(z,e) C U.
Zvolme m, € M a raciondlni r,, takové, ze d(x, m,) < %6 a ze %8 <1y < %5.
Potom

x € Qmy,ry) € Qz,e) CU.
Skutecné, z € Q(m,,r,) trividlng, a je-li y € Q(m,,r,) potom d(z,y) <
d(z,my) + d(my,y) < 36+ 2¢ = £. Je tedy U = J{Q(my,7,) |z € U}.

(2)=-(3): Bud B spocetnd base a U pokryti X. Jelikoz je U = |J{B| B €

B,B C U} pro kazdé U € U méame

X=|){BeB|3Us 2B, Us € U}.

Pokryti A = {B € B|3Up 2 B, Up € U} je spocetné, a takové je tedy i
pokryti V = {Up| B € A}.
(3)=-(1): Bud X Lindel6fav. Pro pokryti

U, {Q(x,%) z € X}

zvolme spocetna podpokryti

1 1 1
Q(C(an, E)’Q(ZE"Q’ E>’ Ce 7Q($nk, ﬁ)’ e
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Potom je {x,|n=1,2,...,k=1,2,...} hustda. O

1.7. Poznamky. 1. Casto se pracuje s prostory obecnéjsimi nez met-
rickymi. V téch nejstandardnéjsich, v topologickych prostorech, je stanoveno
co jsou oteviené ¢i uzaviené mnoziny, okoli, atd., aniz by musely byt kon-
struovany z néjaké predem dané vzdalenosti (ve skutecnosti ¢asto takové data
vibec nejsou zalozena na vzdalenosti). Vsechny pojmy o nichz v této sekci
mluvime maji smysl v tak zobecnéném kontextu, ale jejich vztahy nejsou
stejné. Vlastnost (2) (existence spocetné base) obecné implikuje separabilitu
i Lindelofovu vlastnost, ale zadna z ostatnich implikaci obecné neplati.

2. Vsimnéte, ze existence spocetné base se dédi na kazdém podprostoru
(viz XII1.3.4.3), takze plati (pro metrické prostory) téz ze

e kazdy podprostor separabilniho prostoru je separabilni, a
e kazdy podprostor Lindelofova prostoru je Lindeldfiv.

Zvlasté druhé tvrzeni je trochu prekvapujici (viz sekci 3 a podobnou charak-
teristiku kompaktnosti kterd se dédi jen na uzavienych podprostorech).

2. Totalné omezené metrické prostory.

2.1. Metricky prostor (X, d) je totdlné omezeny jestlize
Ve > 0 3 konecna M(e) takova, ze Vx € X, d(z, M(e)) < e.
Ztejme plati, ze
kazdy totdlné omezeny prostor je omezeny (viz XIII.7.4)

(pro kazé dva x,y € X je d(x,y) < max{d(a,b)|a,b € M(1)} + 2) ale ne
kazdy omezeny prostor je totdlné omezeny: vezméte nekonecny X s d(x,y) =
1 pro z # y).

2.1.1. Pozorovani. Totdlni omezenost (a zrovna tak prostd omezenost)
se zachovdvd nahradime-li metriku metrikou silné ekvivalentni (viz XIII./)
ale nent to topologickd vlastnost.

(Pro druhé tvrzeni vezméte interval (a,b) a celou redlnou piimku R a
pripomente si XI11.6.8.)

2.2. Tvrzeni. Podprostor totdilné omezeného prostoru (X, d) je totdlné
omezeny.
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Diikaz. Vezméme Y C X. Pro € > 0 vezméte M(5) € X z definice a
mnozinu c e
MY:{GGM<§>|E|yEY7 d(aay)<§}

Pro kazdé a € My zvolme nyni ay € Y tak, aby d(a,ay) < § a polozme
N(E) = {ay|a c My}
Potom pro kazdé y € Y mame d(y, N(¢)) <e. O

2.3. Tvrzeni. Soucin X = H?Zl(Xj,dj) totdlné omezenych prostori je
totalné omezeny.

Diikaz. Pro soucin pouzijme vzdalenost d z XIII.5. Vezmeme-li potom pro
X; mnozinu M;(e) z definice bude mit M (¢) = [[ M;(¢) vlastnost pozadovanou
pro X. [0

2.4. Tvrzeni. Podprostor euklidovského prostoru E, je totdlné omezeny
praveé kdyz je omezeny.

Diikaz. Vzhledem k 2.2. a 2.3 staci dokdzat, ze interval (a,b) je totélné

omezeny. To je ale snadné: pro € > 0 vezméme n takové, ze b’Ta < € a polozme

h—

n

Me)={a+k—2|k=0,1,2,...}.

g

2.5. Charakteristika totalni omezenosti ktera pripomina kom-
paktnost.

2.5. Lemma. Neni-li (X, d) totdalné omezeny, obsahuje posloupnost kterd
nemd Zadnou Cauchyovskou podposloupnost.

Dukaz. Neni-li (X,d) totdlné omezeny, existuje €9 > 0 takové, ze pro
kazdou konecnou M C X existuje x); € X takové, ze d(xy, M) > &¢. Zvolme
x1 libovolné a mame-li jiz x4, ..., x, zvoleny polozme x, {1 = T{y,. . 2.} Po-
tom kazdé dva cleny vysledné posloupnosti jsou od sebe vzdaleny aspon ¢ a
tedy Cauchyovska podposloupnost neexistuje. [

2.5.2. Véta. Metricky prostor X je totdlné omezeny pravé kdyz kazZda
posloupnost v X obsahuje Cauchyovskou podposloupnost.
Diikaz. Bud (x,),, posloupnost v totélné omezeném (X, d). Vezméme

1
M(ﬁ) = {ynh s 7ynmn}
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z definice. Je-li A = {x, |n = 1,2,...} konetnd potom (z,), obsahuje kon-
stantni podposloupnost. Predpokladejme tedy, ze A konec¢na neni. Existuje
r1 takové, ze Ay = ANQ(y1,,,1) je nekonecnd; zvolme xy, € A;. méme-li jiz

nekonecné 1
A1 DA DDA, A C Yy, )
J

ki <--- < ks such that mkjEAj

zvolme 7441 takové ze Ay = Ay N QUYst1,r001s sJ%l) je nekonecnd, a xy, , €
Agy takové, ze kgyq > kg. Potom je podposloupnos (xy, ), Cauchyovska.
Opacna implikace je v 2.5.1. [

2.6. Véta. Metricky prostor je kompaktni pravé kdyz je totalné omezeny
a uplny.

Diikaz. Je-li X kompaktni, je uplny podle XIIL.7.7 a totdlné omezeny
podle 2.5.1.

Na druhé strané, bud X totdlné omezeny bud (z,), posloupnost v X.
Ta obsahuje Cauchyovskou podposloupnost, a je-li X navic iplny, je to pod-
poslounost konvergentni. [

2.6.1. Poznamky. 1. Zname charakteristiku kompaktniho podprostoru
E,, jako omezeného a uzavieného (viz XII1.7.6). Uvédomte si, Ze je to specialni
pripad véty 2.6: podmnozina E,, je iplné prave kdyz je uzaviend (viz XI11.6.6
a XII1.6.4), a je totdlné omezend pravé kdyz je omezend (viz 2.4).

2. Vsimnéte si, ze ani uplnost ani totalni omezenost nejsou topologické
vlastnosti, zatimco jejich konjunkce je.

2.7. Tvrzeni. Totdlné omezeny prostor je separabilni.
Diikaz. Vezméme opét mnoziny M () z definice. Mnozina

<1
U M(ﬁ)
n=1

je spojita a zfejmé husta. [

2.7.1. Dusledek. Kazdy kompaktni prostor je separabilni a tedy Lin-
deldfuv.

3. Heine-Borelova véta.
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3.1. Hromadné body. Bod je hromadny bod mnoziny A v prostoru X
jestlize kazdé jeho okoli obsahuje nekoneéné mnoho bodu z A. Nasledujici je
bezprostiedni, ale velmi uzitecnd modifikace definice kompaktnosti pomoci
konvergentnich podposloupnosti.

Tvrzeni. Metricky prostor X je kompaktni prave kdyz kazZdd nekonecénd
A v X ma hromadny bod.

Diikaz. Bud X kompaktni a A C X nekonecnd. Zvolme libovolnou po-
sloupnost x1, 9, ..., 2y,... v A takovou, ze z; # x; pro ¢ # j. Potom kazdé
okolf limity « podposloupnosti (xy, ), obsahuje nekoneéné mnoho ¢lent z; a
tedy je x hromadny bod A.

Naopak necht druhé tvrzeni plati a necht je (z,), posloupnost v X. Po-
tom je bud A = {z,|n = 1,2,...} konetnd a (z,), obsahuje konstantnf
podposloupnost, nebo ma A hromadny bod z. Potom muzeme postupovat

takto. Zvolme xy, in AN Q(x,1) a byly-li jiz zy,,...,xk, zvoleny vyberme
Tk, v ANQx, %H) takové, ze kni1 > k, (to diskvalifikuje jen konecné

mnoho z nekoneéné mnoha moznosti); potom lim, x;, =z. O

3.2. Véta. (Heine-Borelova Véta) Metricky prostor je kompaktni prdvé
kdyz kazdé jeho pokryti obsahuje konecéné podpokryti.

Diikaz. 1. Bud X kompaktni, ale necht existuje pokryti bez koneéného
podpokryti. Podle 2.7.1 je X is Lindel6fuv a tedy existuje spocetné pokryti

U, U, ..., Uy, ... (%)
bez konecnych podpokryti. Definujme
Vi,Vo, oo iV, o
takto:
e za V] vezmeme prvni neprazdnou Uy, a

e jsou-li jiz V1, Vs, , ..., V, vybrany, vezmeme za V,,, prvni Uy takové, ze
Uy € U?:l V. Tak vynechavame piesné ty U; které jsou v poradi (x)
pro pokryti prostoru redundantni (to jest, posloupnost (U;_, Va)n jiz
pokrytych ¢asti X je téz jako (Up_, Un)n-)

Tedy

(1) {Vu|n=1,2,...} je podpokryti {U, |n=1,2,...},
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(2) procedura se nezastavi, jinak bychom meéli kone¢né podpokryti
(3) muzeme zvoli z,, € V,, ~ Uy, Vi

Vsechna x,, jsou ale ruzna (if £ < n potom x,, € V,, \ Vj, zatim co zy € Vj)
a tedy mame nekone¢nou mnozinu

A=Az, z9,...,2p,...}

a ta ma hromadny bod z. Jelikoz je {V,,|n = 1,2,...} pokryti, existuje n
takové, ze x € V,,. To je spor, protoze V,, neobsahuje zadné xy s k > n takze
V,, N A is neni nekonecna.

II. Necht tvrzeni o pokrytich plati a nechtf existuje nekoneénd A bez
hromadného bodu. Tedy, zaddny bod z € X neni hromadny bod A a tedy
mame oteviené U, > x takové, ze kazda U, N A je kone¢na. Zvolme konecné
podpokryti

Uy Upyy oo, Uy,

pokryti {U, |z € X}. Potom mame

n

A:AmX:AﬂOUIk: Junu.,)

k=1 k=1

coz je spor, protoze sjednoceni napravo je konecné. [

3.3. Dusledek. (Véta o koneéném pruniku) Bud A soustava uzavrenyjch
mnozin kompaktniho prostoru. Je-li (\{A|A € A} = 0 existuje A9y C A
koneénd takovd, ze (\{A|A € Ay} = 0. Ndsledkem toho, je-li

A;DA;D---DA, D

klesajici posloupnost neprdzdnijch wzaviengch podmnozin X je (., An # 0.
Diikaz. Podle De Morganova pravidla: {X ~ A| A € A} je pokryti. [

4. Baireova véta o kategorii.

4.1. Pramér. Zobecnéme prumeér z XVI.1.3 definujice v obecném met-
rickém prostoru (X, d) pro podmnozinu A C X

diam(A) = sup{d(z,y) | z,y € A}
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diam(A) muze byt nekonecny: prumeér diam(X') samotného prostoru je koneény
jen kdyz je ten prostor omezeny.

Z trojihelnikové nerovnosti okamzité dostavame
4.1.1. Pozorovani. 1. diam(Q(x,¢)) < 2¢, a

2. diam(A) = diam(A).
4.2. Lemma. Bud (X,d) iplnyg metricky prostor. Bud
A2 A2 DA, 2

klesagici posloupnost neprazdnijch uzaviengch podmnozin X takovd, Ze lim,, diam(A,,)
= 0. Potom

Ao
n=1

Diikaz. Zvolme a,, € A,. Potom podle predpokladu o diametrech je (a,),
Cauchyovska a tedy, kvili iplnosti, ma limitu a. Podposloupnost

Qny Qn+1, An42;5 - - -

je v uzavrené A, a jeji limita a je tedy v A,. Jelikoz n bylo libovolné, a €
N, A, O

4.2.1. Poznamky. 1. Predpoklad zmensujicich se diametru je podstatny:
vezméme napft. uzaviené A, = (n,+o00) v uplném R. Na prvni pohled muze
znit trochu paradoxné, ze prunik malych mnozin je neprazdny zatim co
prunik velkych tfeba ne. Princip je vSak snad jasny.

2. Ctendr se muze ptét, zda na druhé strané neni podstatné, ze diametry v
prikladé nahote jsou nekonec¢né. V obecnéjsim prostoru je snadné dat priklad
s diam(A,,) = 1, ale v R nebo, obecnéji, v E,, ne: viz 3.3. To m4 vsak co délat
s kompaktnosti, ne s iplnosti.

3. Samoziejmeé je prunik v 4.2 nutné jednobodovy.

4.3. Lemma. Je-li 0 < ¢ < n je uzdver Q(x,e) C Q(x,n)

Diikaz. To je bezprostiedni dusledek trojihelnikové nerovnosti: je-li d(y, Q(z,€)) =
0 zvolme z € Q(z,¢) s d(y,z) < n—¢; potom d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) <
n. U

4.4. Ridké mnoziny. O podmnoziné A metrického prostoru X fekneme,
ze je Tidkd je-li X ~ A hustd, tedy je-li X ~ A = X. Vsimnéte si, ze
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A 7idkd pravé kdyz A je ridkd.
4.4.1. Reformulace. A C X je 7idkd pravé kdyz je pro kaZdou neprdzdnou
otevirenou U prantk U N (X N\ A) neprdzdny. B
(Jiste, fikame tak, ze pro kazdé x a kazdé € > 0 je prunik Q(z,e)N(X N A)
neprazdny.)

4.4.2. Tvrzeni. Sjednoceni konecné mnoha ridkijch mnozin je vidkd mnoZina.

Diikaz. Staci dokdzat pro dvé. Budte A, B iidké a bud U neprizdna
oteviena. Mame U N (X N (AUB))=UN (X~ (AUB)=UN(X~A)nN
(X \ B). Nyni je oteviend mnozina V = U N (X \ A) neprazdna a tedy je
také V N (X \ B)) neprazdna. [

4.5. Mnoziny prvni kategorie. Spocetné sjednoceni fidkych mnozin
muze mit k ridkosti daleko. Vezméte jednobodové podprostory prostoru X
racionalnich ¢isel: mame tu jiz cely X. V uplnych prostorech takova sjedno-
ceni jsou vzdy jen mala cast.

Podmnozina metrického prostoru je mnozina proni kategorie je li to spocetné
sjednoceni | J;~, A, fidkych mnozin A,,.

4.5.1. Véta. (Baireova véta o kategorii) Zddny tiplng metricky X neni
pruni kategorie v sobé.
Dukaz. Predpokladejme, Ze je, to jest,

X=|JA, kde XA, jehustd.
n=1

Muzeme predpokladat, ze vsechny A, jsou uzaviené; mame tedy X \ A,
husté oteviené. Zvolme U; = Q(x, ) takovou, ze Q(z,2¢) C X N A; a2e < 1.
Tedy podle 4.1.1 a 4.3

Bl :Ul - X N Al a dlam(Bl) < 1.

Méjme pro k < n neprazdné oteviené Uy, ..., U, takové ze

_ 1
Ui,_1 2 B, =U, pro k< n, B, C X~ Ak, a d|am(Bk) < —. (*)

=

Jelikoz U, N (X N\ A,41) je neprazdnd oteviend muzeme zvolit U,; = Q(y, n)
pro néjaké y € U,N(X N\ A, 1) an dostatecné malé, aby Q(y,2n) C U,N(X
Api1) a2n < #1 Potom podle 4.1.1 a 4.3 méme soustavu (x) prodlouzenu
od n k n+ 1 a induktivné ziskdme posloupnost neprazdnych uzavienych
mnozin B, takovou, ze
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(1) Bb2B,2---2B,D -,
(2) diam(B,) < %, a
(3) B, C X N A,.
Podle (1),(2) a 4.2, B=),_, B, # 0, a podle (3) je

B C ﬁ(X\An):X\ GAn:X\X:@,
n=1

n=1
spor. [l

4.5.2. Poznamka. Uvédomte si jak malou ¢ast uplného metrického pro-
storu X pokryva. Spocetné sjednoceni takovych mnozin je stdle mnozina
prvni kategorie. Tedy je nejen mensi nez X, ale skutecné tak mald, ze ani
nekonec¢né mnoho disjunktnich kopii takové mnoziny X nepokryje.

5. Zuplnéni.

5.1. Z ruznych duvodu, pouzijeme-li prostor v analyse ¢i geometrii je
lepsi kdyz je uplny. Jiz jsme vidéli vyhody realné piimky R proti racionalni
piimce Q. Vsimnéte si, ze rozsifeni racionalnich ¢isel n redlné je velmi uspo-
kojivé. Neztracime nic z poc¢etnich moznosti, vSsechno v tomto sméru je spise
lepsi, a Q je husta v R takze vSechno co chceme pocitat v R muzeme dobie
aproximovat racionalnimi cisly.

V této sekci ukazeme, Ze takto je mozno rozsitit kazdy metricky prostor.
To jest, pro kazdy metricky prostor (X, d) méme prostor (X, d) takovy, ze

e (X,d) je husty podprostor v (X,d) (v nasi konstrukci budeme mit

isometrické viozeni ¢ : (X, d) — (X, d) takové, ze 1[X] je husty v X), a

e (X,d) je uplny.

5.2. Konstrukce. Myslenka nasledujici konstrukce je velmi ptirozena. V
puvodnim prostoru mohou byt Cauchyovské posloupnosti bez limit, tak tedy
tam ty limity pridejme. To udélame tim, zZe ty limity budeme representovat
posloupnostmi kde limity schazely; budeme jen muset identifikovat takové
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posloupnosti které by meély mit stejnou limitu — a to uvidite na ekvivalenci
~ dale.

Oznacme

C(X,d), kratce C(X),

mnozinu vsech Cauchyovskych posloupnosti v X. Pro (z,)n, (yn)n € C(X)
definujme

d/((xn>nv (Yn)n) = hfln d(Tr; Yn)-

5.2.1. Lemma. Limita v definici d' vidy existuje a mdme
(1) d'((zn)n, (xn)n) =0,

(2) d'((@n)n, (Yn)n) = d'((Yn)n, (Tn)n), a

3) d'((zn)n; (zn)n) < d'((@n)ns (Yn)n) + &' ((Yn)n: (20)n)-

Diikaz. Prvni tvrzeni dokdzeme tak, ze ukdzeme, ze posloupnost (d(x,,, yn))n
je Cauchyovska v R. Skutecné, (x,), a (yn)n jsou Cauchyovské a tedy pro

e > 0 mame ng takové, ze m,n > ng, d(2n,2p) < 5 a d(Yn,ym) < 5. Po-

tom d(xn, yn) < d(@p, Tm) + d(@my Ym) + AdYm, Yn) < € + ATy, Ym), tedy
d(Tn, Yn) — AT, Ym) < € a ze symetrie také d(x,,, Ym) — d(zn, yn) < €, a
koneéné mame |d(xp, yn) — d(Tm, Ym)| < €.

(1) a (2) jsou trividlni a (3) je velmi snadné: zvolme k takové, ze

' ((2)ms (2n)n) — d(@r, 2)| < &, A ((@n)ny Wn)n) — d(@k, yi)] < €
a |d'((Yn)n, (zn)n) — d(yr, 22)| < €.

Potom z trojuhelnikové nerovnosti pro d dostaneme, ze

d/((xn>m (2n)n) < dl(@ﬂ)m (Yn)n) + dl((?/n)m (2n)n) + 3¢

a jelikoz € > 0 bylo libovolné dostavame (3). O

5.2.2. Definujme relaci ekvivalence ~ na C(X) predpisem

(Tn)n ~ Yn)n Jestlize  d'((2n)n, (Yn)n) =0
(z 5.2.1 bezprostiedné plyne, ze ~ je relace ekvivalence) a oznac¢me

X =C(x)/ ~,
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a pro ttidy p = [(zn)n] @ ¢ = [(yn)n] v této relaci ekvivalence polozme

d(p,q) = d'((xn)n, (Yn)n)-

5.2.3. Lemma. Hodnota c?(p, q) nezdlezi na volbé representanti p a q, a
(X, d) je metricky prostor.

Diikaz. je-li (mn)n ~ (x;,)n a (yn)n ~ (yqlz)n méame

' ((@n)n; (Yn)n) < d'((@n)n, (23)n) + d' ()0 (W0)n) + d'(Y0)ns (Yn)n) =
= 04+ d'((x})n, (4n)n) + 0 = d'((x7)n, (4)n)

a ze symetrie téz d'((x))n, (Yh)n) < d'((Zn)n, (Yn)n)-

Podle 5.2.1, d spliuje pozadavky XIII1.2.1(2),(3) a schézejici cz(p, q) =
0 = p = g plyne bezprostiedné z definice ~: je=li d(p, q) = d'((zp)n, (Yn)n) =
0 je (xn)n ~ (Yn)n & posloupnosti representuji tentyz prvek mnoziny X. O

5.3. Polozme

a definujme zobrazeni

predpisem

Potom mame
d'(@,y) = d(z,y)

a ¢ je tedy isometrické vlozeni.

Véta. Obraz isometrického vioZeni v(x,qy je husty v (X,d), a prostor
()?,07) je uplny.

Diikaz. Vezméme p = [(2n)n] € X a zvolme £ > 0. Jelikoz (z,), je
Cauchyovskd existuje ng takové, ze pro m, k > ng, d(z,, zx) < €. Ale potom

je d(U(ny), p) = d'(Tng, (x1)k) < d(@ny, 21) < €.
Nyni bud

1= [(@1n)nl, P2 = [(T2n)n]s -5 Pr = [(Thn)nls - - (*)
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Cauchyovska posloupnost v ()~( , c?) Pro kazdé p,, zvolme, podle jiz dokazané

hustoty, néjaké z,, € X takové, ze d(pn, t(x,)) < . Pro e > 0 zvolme ng > 2

tak aby pro m,n > ng, bylo d(pm, p.) < §. Potom pro m,n > ny,

A, 20) = (1), 1(20)) < Atn). pon) +dPrns po)+d(pas () < SH+5 =2
a vidime, ze (z,), je Cauchyovska. Dokdzeme, ze posloupnost (x) konverguje
kp= [(xn)n]~

Vime, ze d(pn, t(x,)) = limg d(zpp, x,) < % Zvolme ng > g takové, ze pro
k,n > ng mame d(zy, ry) < 5. Potom je

d(xnkaxk> < d(xnkaxn) + d(l’n, Q?k) < % + % =¢

a tedy d(pn,p) = limg d(zpp, 2) <e. O

5.4. Poznamka. Ptirozené vznika otézka zda zuplnéni racionalni ptimky
Q z néhoz bychom dostali R muze byt konstruovano v duchu procedury
pravé popsané. Odpovéd je opatrné ANO: je tieba si uvédomit, Ze bychom
meéli jisté problémy s formulaci co vlastné délame. Konstrukce pracuje s met-
rickymi prostory a vzdélenosti jiz maji redlné hodnoty. To je mozno obejit. Je
mozno mluvi o Cauchyovskych posloupnostech, definovat ekvivalenci ~ Cau-
chyovskych posloupnosti (ne vsak pomoci limit, jejichz existence je zalozend
na vlastnostech redlnych ¢isel), a ziskat tak co potfebujeme. Ale vétsina
¢tendiu bude asi povazovat bézné uzivanou metodu Dedekindovych fezu za
trochu jednodussi.
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XVIII. Posloupnosti a rady funkci

1. Bodova a stejnomérna konvergence.

1.1. Bodova konvergence. Budte X = (X,d) a Y = (Y, d') metrické
prostory a f, : X — Y Posloupnost spojitych zobrazeni. Mame-li pro kazdé
x € X limitu lim,, f(z) = f(z) (v Y) fekneme, ze posloupnost (f,), konver-
guje bodoveé k zobrazeni f a obvykle pisSeme

fo—= [

1.1.1. Priklad. Bodova konvergence nezachovava pékné vlastnosti funkci
fn, dokonce ani spojitost, o derivovatelnosti nemluvé. Vezméme tento extrémné
jednoduchy pifklad. Bud X =Y = (0,1) a definujme f, piedpisy

fo(z) = 2"
Potom f(x) = lim, f,(z) je 0 pro x < 1 kdezto f(1) = 1.

1.2. Stejnomérna konvergence. Posloupnost (f, : (X,d) — (Y,d')),
konverguje stejnomeérné k f : X — Y jestlize

Ve > 0 3dng takové, ze Vo € X (n>ng = d(fu(x), f(2)) <e).
Mluvime o stejnomeérné konvergentni posloupnosti zobrazeni a piseme

a2

1.3. Véta. Budte f, : X — Y spojitd zobrazeni a necht f, = f. Potom
je f spojité.
Diukaz. Zvolme x € X a € > 0. Zvolme pevné n takové, ze

Vy e X, d(faly), f(y) <

Wl M

Jelikoz je f, spojita existuje 6 > 0 takové, ze

d(z,z) <6 = d(fu(z), falz)) <

Wl M
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Tedy pro d(x,z) < § mdme
d'(f(x), f(2)) < d(f(z), fu(x))+d (fu(2), fa(2)) + d'(fu(2), f(2)) <

<£+§+£—5
3 3 3 7

g

1.4. . 1. Adjektivum “stejnomérna” se vztahuje, podobné jako ve vyrazu
“stejnomérna spojitost”, k nezavislosti dané vlastnosti na umisténi v de-
finicnim oboru. Na okamzik by nas mohlo napadnout, ze podobné jako u
stejnomérné spojitosti, bychom mohli dostat néco zadarmo v pripadé kom-
paktniho definiéniho oboru. Ale zde tomu tak neni: poslounost v piikladu
1.1.1 mé velmi jednoduchy kompaktni definiéni obor i obor hodnot a stej-
nomeérné konvergentni neni.

2. Véta 1.3 plati i pro stejnomérnou spojitost, to jest, plati ze

jsou-li f, : X — Y stejnomérné spojita zobrazeni a f, = f. potom f
je stegnomeérné spojité.

Pro dukaz tohoto tvrzeni staci adaptovat dukaz 1.3 tim, Ze na zacitku z
nefixujeme. Ctenaf to muze provést v detailech jako jednoduché cviceni.

1.5. Rekneme, ze (fn)n konverguje k f lokdlné stejnomérné jestize pro
kazdé = € X existuje okoli U takové, ze f,|U = f|U pro restrikce na U.
Jelikoz spojitost v bodé je lokalni vlastnost (t.j., f je spojitd v bodé z prave
kdyz je f|U spojita v = pro néjaké okoli U bodu z) dostavame z 1.3 okamzité

1.5.1 Dusledek. Bud'te f, : X — Y spojitd zobrazeni a necht posloup-
nost f, konverguje k f lokdlné stejnomérné. Potom je [ spojité.

2. Vic o stejnomérné konvergenci:
derivace, Riemannuv integral.

2.1. Priklad. Ttebaze stejnomérna konvergence zachovava spojitost ne-
zachovava existenci derivaci. Vezméme funkce

foi (—1,1) = (0,1) defined by f,(x) = \/(1 - %)IQ + %
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Tyto derivovatelné funkce konverguji k f(z) = |z| wkterd nemé derivaci v
x = 0: mame

Jo= et - Wl—;w\ Vi

Derivovatelnost se ale zachovava pokud se stejnomérnost vztahuje k deri-
vacim.

2.2. Véta. Budte f, spojité redlné funkce definované na intervalu J a
necht magji spojité derivace f.. Necht f, — [ a f, = g na J. Potom md f
derivaci na J a plati f' = g.

Dikaz. Mame

a jelikoz podle Lagrangeovy véty M = f!(x + 0h) pro néjaké 0 s

0 < < 1, dostavame dale

B = ‘f<w+h> —fule+h)  f@) = fale)
h h

+ f(x + 6h)—
—g(x +0h) + g(x + 0h) — g(x)| <

|!f(a:+h> fn<:v+h)|+,h,!f(> () |+
+ | fo(x + 0h) — g(z 4 0h)| + |g(x + Oh) — g(z)].

| h

Jelikoz f! = ¢, je funkce g spojitd podle 1.3. Zvolme § > 0 takové, ze pro
|z —y| < § plati |g(z) — g(y)| < €; tedy, jestlize |h| < & je posledni scitanec
mensi nez ¢.

Vezméme nyni h pevné takové, ze |h| < § a zvolme n dost velké aby bylo

|fnly) — 9(y)| <,
|f(x+h)— folx+h)| <elh|, a

[f(x) = ful2)] < el
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(vSimnéte si, ze pro prvni uzivame stejnomérnou konvergenci — nevime presné
kde to y = x + 6h je; ne tak v dalSich nerovnostech, kde jde jen o pevné
argumenty x and z + h). Potom dostaneme

flx+h) = f(z)

A(h) = h —g(x)| < 4e

a tvrzeni je dokazano. [

2.3. Integral pro limitu funkci. Pro Riemannuv integral nemame
obecné fab lim,, f, = lim, f: fn ani kdyz integraly fab fn existuji a vSechny
funkce f, are jsou omezeny touz konstantou. Tady je ptiklad.

Sefad' me racionalni ¢fsla mezi 0 a 1 do posloupnosti

1,72, o sy e oo

Polozme

1 jestlize x =71y s k <n,
0 jinak.

Potom ziejmé fol fn = 0 pro kazdé n. Ale limita f posloupnosti f, je znama
Dirichletova funkce pro niz (zfejmé) je dolnf integral 0 and hornf 1.
Pro stejnomérnou konvergenci vsak plati

2.3.1. Véta. Bud f, = f na {(a,b) a necht Riemannovy integrdly f: fa

L PSR p
existuji. Potom existuje téz fa f a mame

[ [

Diikaz. Pro € > 0 zvolme ng tak, aby pro n > ng bylo

3

fal) = f@)] < ()

pro véechny z € (a,b). Uzijme znaceni z XI.2. Pro rozklad P :a =1ty <t <
oo < tp1 < t, =0b (ktery bude déle jesté specifikovan) uvazujme

mj = inf{f(x)[tj <z <t;},  M;=sup{f(z)|t;-1 <2<t} a
mj =inf{f,(z)|t;.1 <o <t;}, M} =sup{fu(z)[t;-1 <> <t}
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Podle (x) plati pro n, k > ny

2e
b—a

€
b—a

imy —m?|, |M; — MP| < a tedy také \Mf—Mjn\ <

a pro dolni sumy dostaneme

5(F,P) = s P)| = |3 (i = mi) (= 1) <
< Z Im; —my|(t; —tioy) <€
a podobné je pro horni sumy
1S(f, P) = S(fa, P)| < e a |S(fu,P) = S(fun, P)| < 2e.

Nyni nejprve vezméme P takové, ze | [ f,—S(fu, P)| < ca| [ fr—S(fx, P)| <
e; potom usoudime z trojihelnikové nerovnosti ze | [ fi — [ fu| < 4¢ a ze
([ fa)n je Cauchyovskd posloupnost. Existuje tedy limita L = lim, [ f,.
Zvolme n > ng dost velké aby bylo | [ f, — L| < e.

Zvolime-li nyni rozklad P tak aby

S(fn,P)—e</fn<s(fn,P)+s
dostaneme
L—35§/fn—25<s(me)—s§s(f,P)S

éS(ﬁP)SS<fn,P>+es/fn+zs§L+3e

a jelikoz € > 0 bylo libovolné vidime konecné, ze L= [f= [f. O

2.3.2. Poznamka. Piiklad v 2.3 kde Riemannovsky integrabilni funkce
bodoveé konvergovaly k Dirichletové funkci naznacuje, ze problém by mohl byt
spise v tom, ze limita nemusi byt integrabilni nez v tom, ze hodnota integralu
by byla jind nez ta limita. To je pravda jen zcasti. Skutecné, vezmeme-li
mocnéjsi Lebesgueuv integral (zhruba feceno, zalozeném na myslence souctu
pres spocetné disjunktni systémy, zatim co Riemannuv integral zalozen na
konecényjch disjunktnich systémech), integral Dirichletovy funkece je 0 (jak
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intuice napovida: ¢ast intervalu na niz funkce nabyva hodnoty 1 je nekonecné
mensi nez ¢ast s hodnotami 0).
Ale at je integral silny jak chce, formule

b b
/limfn:hm/ fn

nemuze platit iplné obecné. Vezméme funkce f,,, g, : (—1,1) - RU {+o0}
definované predpisy

1

0 pro xﬁ—% a xzﬁ,
) 0 pro z #0,
fal@) ={n+n*z pro —L1<2<0,  gu2) =

) n pro x =20
n —n°x pro nggn,

(nakreslete si graf f,,). Potom je pro kazdé n, ff fa=1a fab gn = 0 zatim co
lim,, f, = lim,, g,.

Je to tak, Ze pro Lebesguetv integral plat{ formule f: lim,, f,, = lim,, f: fn
napf. je-li limita monotonni nebo jsou-li funkce stejné omezeny integrabilni
funkci. Takze v piikladé nahote je limita fab lim,, g, = lim, f: gn korektni,
limita s f, ne.

2.4. Lemma. Bud lim,,_,, g(x,) = A pro kazdou posloupnost (), ta-
kovou, Ze lim, x,, = a. Potom je lim,_,, g(z) = A.

Diikaz. Predpokladejme Ze lim,_,, g(z) bud neexistuje nebo neni rovna
A. Potom existuje £ > 0 takové, ze pro kazdé 6 > 0 existuje x(J) pro které
0 < |a—=z(d)| < 6 a|A—g(x(d))| > e. Polozme z,, = (). Potom lim,, z,, = a,
ale lim,, oo g(z,) neni A. O

2.4.1. Tvrzeni. Bud f: {(a,b) x (c,d) — R spojitd funkce. Potom

lim fxydx—/fxyo
Y—yo

Diikaz. Jelikoz (a,b) x (¢, d) je kompaktni, f je stejnomérné spojita. Tedy
existuje pro kazdé € > 0 ¢islo 0 > 0 takové, ze max{|z; — x2|, |y1 — y2|} < 0
implikuje | f(z1,y1) — f(22,42) <e.

Bud lim,y, = yo. Polozme g(x) = f(z,y0) a gu(z) = f(x,y,). Je-li
|yn—10| < 0 jako nahotfe, mame |g,(z )— ( )| < e nezdvisle na x, takze g, = ¢
a dale podle 2.3, hmnf gn(x)dx = f g(z)dz, to jest, lim, fabf(x,yn)dx =

fa f(z,yo)dz, a tvrzen{ plyne z Lemmatu 2.4. O
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2.4.2. Tvrzeni. Bud [ : {(a,b) x (c,d) - R Spojita a necht md spojitou
parcidlni derivaci af(y v {a,b) x (¢,d). Potom F(y f f(z,y)dx md
derivaci v (c,d) a plati

L i paa= [0,

Dikaz. Vezméme pevne y € (¢, d) a zvolme o > 0 tak aby c < y —a <

y + a < d. Polozme F(y f f(x,y)dx a definujme
g(x,t) = 8f( ) pro t=0.
9y

Tato funkce je spojitd g na kompaktnim (a,b) x (—a,+a). To je ziejmé v
bodech (z,t) s t # 0, a jelikoz podle Lagrangeovy véty je

Of(x,y)  Of(x,y+6t) 0f(z,y)
oy oy oy

o 1)=g(2,0) = 5 (f .y~ (2, )~

spojitost v (x,0) plyne ze spojitosti parcidlni derivace.
Muzeme tedy uzit 2.4.1 a dostaneme

[ " 0f(x,y)
2lf1_1r>r01 i g(a:,t)dx:/a a—ydx.

a jelikoz pro t # 0

/ab z,t) %(/fnyrt /fxy) ((y+t) F(y))

tvrzeni je dokdzano. [

3. Prostor spojitych funkci.
3.1. Bud X = (X,d) metricky prostor. Oznac¢me
C(X)
mnozinu vSech omezenych spojitych redlnych funkci opatienou metrikou

d(f,9) = sup{[f(x) — g(z)[ |z € X}
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(ovéteni, ze takto definované d je skuteéné metrika je trividlni).

3.1.1. Poznamka. Pripusténi nekoneénych vzdalenosti by nijak neuskodilo;
ve skutecnosti to méa vyhody. Nicméné, dosud jsme pracovali jen s konecnymi
vzdalenostmi a tak uz u toho zustaneme. Poznamenejme jen, ze

e vétsina toho, co bude v této sekci plati bez té omezenosti, a

e je-li X kompaktni jsou ty funkce omezené tak jako tak.

3.2. Tvrzeni. Posloupnost (f,)n konverguje k f v C(X) prdvé kdyz f, =
f.

Diikaz. Mame lim,, f,, = f, v C(X) jestlize pro kazdé € > 0 existuje ng
takové, ze d(f,, f) = sup{|fn(z) — f(z)||z € X} < € pro n > ny. Jinak
feceno, pro € > 0 existuje ngy takové, ze pro vSechna n > ngy a pro vSechna
x € X plati, ze |f,(z) — f(z)| < e, coz je definice stejnomérné konvergence.
0]

3.3. Pozorovani. Bud a redlné c¢islo. Potom funkce g : R — R defino-
vand jako g(x) = |a — x| je spojitd.

(Skutecné, mame |a —y| < |a—z|+ |z —yl, tedy |a —y| — |a — x| < |z —y|
a ze symetrie |la —y| — |a — z|| < |z —y|.)

3.3.1. Véta. C(X) je uplnyg metricky prostor.

Diikaz. Bud (f,), Cauchyovskd posloupnost v C(X). Pro kazdé € > 0
tedy existuje ng takové, ze

Vm,n >ng, YereX |fn(x)— fu(z)] <e. (%)

takze specidlné kazda posloupnost (f,(x)), je Cauchyovska v R a existuje
limita f(x) = lim, f,(z).

Vezméme pevné m > ng. Vezmeme-li limitu (x) a uzijeme-li Pozorovani
3.3 dostaneme

vm 2 no, | fm(x) =lim fo(z)] = | fin(z) = f(2)] <,

nezavisle na x.
Je tedy f, = f a tedy

e podle 1.3 je f spojitd; je téZz omezena, protoze fixujeme-li m > ng je
ziejmé |f(x)| < |fm(2)| + € (a f, je omezend) a tedy f € C(X),
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e a podle 3.2 je lim, f, = f v C(X).
U

4. Rady spojitych funkci.

4.1. S fadami spojitych funkei

an(f) = fo(z) + filz) + -+ fulz) +---

jedname jako s limitami
lim > fulx)
k=0

castecnych souctu. Jako u tad cisel jsou vsak, ze ziejmych duvodu, skutecné
dulezité absolutné konvergentni fady funkct, a sice ty, pro které je >~ fu(x)
absolutné konvergentni pro kazdé x v definicnim oboru. Zejména (viz I11.2.4)
mame, ze

je-li Y07 o fu(2) absolutné konvergentni, nezdvisi na poradi s¢itanci.

4.2. Rekneme, ze fada > o0, f.(x) konverguje stejnomérné (vesp. konver-
guje lokdlné stejnomérné) jestlize je

(> fel@))

konvergentni (resp.lokalné stejnomérné konvergentni) posloupnost funkei.
V prvnim ptipadé budeme nékdy uzivat symbol

D fal@) = flw) or folw)+ filw) 4+ fal@) o3 f(2),

Z 1.3 okamzité dostavame

4.3. Tvrzeni. Bud Y " f.(x) stejnomérné konvergentni fada funker.
Potom je soucet spojitd funkce.
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Z 2.2 dostaneme, uzitim toho, Ze derivace koneéného souctu je soucet
derivaci,

4.4. Tvrzeni. Necht ada Y -, fo(x) konverguje a necht >, fr(x)
konverguje stejnomérné. Potom f(x) md derivaci

(Z fn(af)> = ful@).

4.5. Nasledujici rozsiteni kriteria I11.2.2 bude velmi uzitecné.

Véta. Bud'te b, > 0 takovd, Ze Y " b, konverguje. Bud'te f,(x) redlné
funkce definované na oboru D takové, Ze |f,(x)| < b, pro vsechna x € D.
Potom Y fu(z) konverguje na D absolutné a stejnomérné.

Driikaz. Ta absolutni konvergence je bezprostiedni z definice. Nyni zvolme
e > 0. Posloupnost (3 _,_, b)n je Cauchyovskd a tedy existuje ng takové, ze
prom,n+1>ng je > " by < . Mame tedy pro z € D,

D A@)| <Y @) <Y bi<e

n+1 n+1 n+1

a tedy v C(D)

A0 fi > fr) = sup{

k=0

|z € D} <e.

> fulx)

n+1

Posloupnost (37 _, fi)n je tedy Cauchyovskd v C'(D) a podle 3.2 (a definice
2.2) 307, fe(z) stejnomérne konverguje. O

4.5.1. Dusledek. Necht f(z) = Y . fu(z) konverguje a nechl f,(x)
magi derivace. Necht pro néjakou konvergentni faduy - b, plati, Ze | f, ()]
b, pro vsechna n a x. Potom derivace f existuje a mdme

(Z fn(w)> =3 i),

IN

198



XIX. Mocninné rady

1. Limes superior.

1.1. Budeme dovolovat téz nekonecné limity posloupnosti realnych cisel,

t.,
lima, =400 jestlize VK Ing (n>ny = a, > K),

liTanan = —oo jestlize VK dng (n>ny = a, < K),
a nekonecnd suprema pro M C R,
sup M = +o00 nemé-li M zadnou horni mez.
Polozime

(+00)-a=a-(+00) = +oo pro kladnd a, a
(+00) +a =a+ (+00) = +oo pro konecnd a.

1.2. Pro posloupnost (a,), redlnych ¢isel definujeme limes superior jako

¢islo
limsup a,, = lim sup a5 = inf sup a;.
n N k>n n k>n

Druhd rovnost je ziejma: posloupnost (supys, ax)n neroste.

Limes superior je definovana pro libovolnou posloupnost. Dédle mame

1.2.1. Pozorovani. Pokud lim, a,, ezistuje, plati limsup,, a, = lim, a,.

(Je-li lim, a,, = —oo potom (Sup;s,, ax)», nemd dolni mez, je-li lim, a, =
+00 potom je supys,, ax = +00 pro vsechna n. Bud tedy a = lim,, a,, koneén4,
a bud e > 0. Potom |a, — a| < ¢ implikuje, Ze |sup;,, a; —a| < ¢.)

1.3. Tvrzeni. Necht a,,b, > 0; poloZme a = limsup,, a,,. Necht existuje
koneénd a kladnd limita b = lim,, b,,. Potom

lim sup a,b, = ab.

Diikaz. 1. Pro € > 0 zvolme ng tak, aby

n>ny = b, <b+e a supar<a+e.
k>n
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Potom pro n > ng mame

sup agby < (supag)(b+¢) < (a+e¢e)(b+¢e)=ab+ec(a+b+¢)
k>n k>n

a jelikoz € > 0 bylo libovolné, vidime, ze limsup,, a,b, < ab (coz zahrnuje
téz pripad a = +o00 kde samoziejmé je odhad trividlni).

IT. Pro € > 0 tak malé, aby bylo b — ¢ > 0. Zvolme ng takové, ze
n>ny = b,>b—c.

Jelikoz supys, ar > inf,, sup,s,, ax = a pro kazdé n, existuje k(n) > n
takové, ze
arm) > a — ¢ je-li a konecné, a

ak(n) > n pokud a = +oo0.
Potom je pro n > ny,
(a—=¢)(b—¢) < armybrm) resp. n(b—¢) < apm)bim) je-li a = +00

takze

ab—¢e(a+b—c¢) <supayb, resp. n(b—-e) <supau,b, je-li a =+o0

m m

a jelikoz € > 0 bylo libovolné a jelikoz je n(b — ) libovolné velké, méme téz
ab < limsup,, a,b,. U

1.4. Poznamka. Podobné jako limes superior se definuje téz limes infe-
rior pro libovolnou posloupnost (a,), redlnych ¢isel jako

liminf a,, = lim inf a, = sup inf ay.
n n k>n n k>n

Vlastnosti jsou zcela analogické.

2. Mocninna rada a polomér konvergence.

Az do kapitoly XXI nebudeme systematicky zkoumat komplexni funkce
komplexni proménné, ale v této sekci bude vyhodné uvazovat koeficienty
a,, ¢ a proménnou x komplexni. Nejen proto, ze dukaz véty o poloméru
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konvergence je doslova stejny; v této chvili muze byt ale jesté dulezitéjsi, ze
to vysvetli zdanlivé paradoxni chovani nékterych redlnych mocninnych rad
(viz 2.4).

2.1. Budte a, a ¢ komplexni &isla. Mocninnd fada s koeficienty a, a

stredem c je Tada

Z an,(x —c)".

n=0
V této sekci bude chapana jako funkce komplexni proménné x; definiéni obor
bude specifikovan za okamzik.

2.2. Polomér konvergence mocninné fady >~ a,(x — ¢)" je ¢islo

— p((n)a) = ——
P Plnn limsup,, {/|an|

2.3.1. Véta. Bud p = p((a,),) polomér konvergence mocninné rady
> pan(® —¢)" a bud r < p. Potom fada Y >, an(z — ¢)™ konverguje stej-
nomérné a absolutné na mnoziné {x||x — c| < r}.

Je-li |x — c| > p, Fada nekonverguje vibec.

Dikaz. 1. Pro pevné r < p zvolme ¢ takové, ze

r-inf sup v/|ax| < ¢ < 1.

n k>n

Potom existuje n takové ze pro vsechna k£ > n plati,

resup v/ |ag| < ¢ atedy r-/|ax] <gq.
k>n

Pro dostatec¢né velké K > 1 navic plati r* - |ai| < K¢* pro viechna k <n a
tedy

je-li |x — ¢| < 7 potom |ag(z — ¢)¥| < K¢* pro viechna k
a podle XVIIL3.5 vidime, ze >~ a,(z — ¢)" konverguje stejnomeérné a ab-
solutné na {z ||z —c| < r}.

IL. Je-li |2 —¢c| > p je |z — | - inf,, supys,, /Jax] > 1 a tedy méme |z —
c| - supys, W > 1 pro vSechna n. Nasledkem toho pro kazdé n existuje
k(n) > n takové, Ze |z —c|- *®/Jape] > 1 a tedy |ag@m) (z —)*™| > 1, takze
sCitance této rady ani nekonverguji k nule. [
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Z 2.3.1 a XVIIIL.1.5 dostavame

2.3.2. Dusledek. Mocninnd rada y",~ a,(x — c)" lokdiné stejnomérné
konverguje na otevieném kruhu D = {z||x — ¢| < p((a,)n)} a nekonverguje
v Zddném x s |z —c| > p. Specidlné je funkce f(x) =3 0" an(x—c)" spojitd
na D.

2.4. Poznamky. 1. Véta 2.3.1 je v ivodnich textech redlné analysy casto
interpretovana jako tvrzeni o konvergenci redlné mocninné fady na intervalu
(¢c—p, c+p). Dikazy v realném a komplexnim kontextu jsou doslova stejné (i
kdyz samoziejmé silné vyuzita trojihelnikova nerovnost pro absolutni hod-
notu komplexniho ¢isla je mnohem hlubsi fakt nez tato nerovnost v R).

2. Definiéni obor D (konvergence) mocninné fady je omezen mezi otevienym
a uzavienym kruhem

{zlle—c <py €D CH{z[lr - <p}

v komplexni roviné a nad ten uzavieny se rozsitit nemuze. To vysvétluje
zdénlivé paradoxni chovani konvergence na realné piimce. Vezméme naprt.

realnou funkei .

fla) =

V intervalu (—1,1) muze byt napsana jako mocninna rada

-2 4o =24 2%— ..

ktera néhle prestane konvergovat v +1 (a pro x < —1 samoziejmé jiz ne-
konverguje). Myslime-li v terminech redlné analysy neni pro to viditelny
duvod: f(z) se za témito mezemi jen zmensuje. Ale v komplexni roviné kruhy
{z||x| < r} jako defini¢ni obory f(z) musi zastavit svoji expansi pii r = 1:
prekazky jsou body ¢ a —i, na realné ose ovsem zadnd pirekazka neni.

3. Véta 2.3.1 mluvi o konvergenci v bodech mnotiny {z||z| < p} a di-
vergenci pro |z| > p. Pro body na kruznici C' = {z||z| = p} zaddné obecné
pravidlo neni.

2.5. Tvrzeni. Polomér konvergence fady y . na,(x — ¢)"je tyz jako
polomeér konvergence tady y ", an(z — ).

Diikaz. Pro x # 0 fada S = Y7, na,(x — ¢)" ' zfejmé konverguje pravé
kdyz konverguje S; = Y o7 na,(x — )" = z(> 0o nan(z — ¢)" ). Podle 1.3
mame

lim sup {/nla,| = limsup /n{/|a,| = lim {/n-limsup {/|a,| = limsup /|a,|

202



jelikoz lim,, {/n = lim, enlen = &0 = 1. Tedy je polomér konvergence Si,
roven opét ¢islu p((ay),). O

2.5.1. Z XVIII.3.5.1 nyni plyne
Véta. Rada f(x) =Y .00 a.(z — ¢)" md derivaci

F(w) =3 nanfe = ¢!

a téz primitioni funkci

n+1

(/f)(:v) —0+ Y I (g o

v celém intervalu J = (¢ — p,c+ p) kde p = p((an)n)-
Jingmi slovy, mocninou Tadu muzZeme derivovat i integrovat po jednot-
livych séitancich.

3. Taylorovy rady.

3.1. Piipomenme si VIIL.7.3. Necht m4 funkce f derivace véech fada f™
v intervalu J = (¢ — A, c+ A). Potom pro kazdé n a z € J,

e,
i) =S 1D op 4 Ry 0)

kde R,(f,x) = f((j:i)('f) (x — )" s ¢islem € mezi c a .

3.1.1. Tvrzeni a definice. Necht md funkce f derivace vsech Fddi
f™ v intervalu J = (c — A,c + A). Necht pro zbytek R,(f,z) = f(z) —
Yo f“:!(c) (x — o)k plati, ze

lim R, (f,x) =0 pro kazdé x € J.

Potom maze byt funkce f(z) vyjadrena v J mocninnou fadou
— () n
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Tato mocnind rada se nazyvd Taylorova fada funkce f.
Diikaz. Mame

"R (e
lim) ! k!( J(z — o)t = lim(f(2) = Ra(f,2) = f(z) = lim Ry (f, x) = f(2).

4

3.2. Priklady. 1. Pro libovolné velké K plati

KTL
lim— =0
n nl
(polozime-li k, = % je pron > 2K, k,y1 < %" a tedy kpim < 27Mk,).
Néasledkem toho, pro libovolné z zbytek v Taylorové formuli VIIL.7.3 pro e*,
sinz a cosz konverguje k nule a mame tedy Taylorovy rady

1'2 n
em:1—|—ﬁ+§+ +—!+ s
) T 1.3 .T5 x??’H*l
81nx:ﬁ—§+5'—~-:l:mi|:--~,a
x2 $4 3;'6 x2n+2

vSechny s polomérem konvergence rovnym +o00.

2. Samotna existence derivaci vsech tadu by nestacila: zbytek nekonver-
guje automaticky k nule. Uvazme piiklad z VIIL.7.4,

1
e 22 for xz #0,
xTr) =
/(@) {O forx =0

kde f*)(0) = 0 for all k.

3.3. Bud f(z) = > 7, an(x — ¢)" mocninnd fada s polomérem konver-
gence p. Potom podle 2.5.1

nn—1)(n—k+Da,(z—c)" "=

WE

fP () =

S
Il
B

(%)
klay, + Z (n—1)-(n—k+ ay(z —c)" "
n=k+1
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3.3.1. Tvrzeni. 1. Koeficienty mocninné rady f(x) =Y " an(z —c)"
jsou jednoznacné urcéeny funkci f.
2. Mocninnd rada je sva vlastni Taylorova Tada.

Diikaz. 1.Podle (%) je a = %

2. Rada f(z) = >2°°, an(x — ¢)" konverguje a mame

k [e'S)
f(z) = Zan(x —o)" + Z an(z — )",
n=0 n=k+1
a Ry(f,x) = 3 "1 an(z — )" konverguje k nule nasledkem konvergence
Yoo o an(x — ¢)™. Nadto, jak jsme jiz pozorovali, médme a; = % O
3.4. Neni vzdy snadné pocitat koeficienty % Taylorovy tady funkce

f opakovanym derivovanim. Nékdy ale muzeme Taylorovu fadu urcit velmi
snadno uzitim tvrzeni 3.3.1 a véty 2.5.1.

3.4.1. Pfiklad: logaritmus. Méme (Ig(1 — z))’ = —L5. Jelikoz

1
z—1

= 1-z—2*—2>— ..

mame podle 2.5.1 (a 3.3.1)

1 1 1
lg(1—2) :C—x—§x2—§x3—1x4—
a je jelikoz g1 = lg(1 — 0) = 0 médme C' = 0 a ziskdvame zndmou formuli

lg(1—2) =~ Ziil n

3.4.2. Piiklad: arkustangens. Mdme arctan(z)’ = 1+1x2. Jelikoz

1

—2:l—x2+$4—x6+x8—
1+
pouziyim primitivni funkce dostavame

1 1 1 1
arctan(x) = x — gx?’ + 51;5 — ?ﬂ + §x9 . (%)

Aditivni konstanta je 0 protoze arctan(0) = 0.
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3.4.3. Nepriilis efektivni ale elegantni formule pro 7. Formule (x)

napovidd, ze

T 1 1 1 1

—=arctan(l) =1—--+-—=+ - —---.

4 (1) 3 5 79
Tato rovnice skutecné plati, ale iplné bezprostiedni neni. Pro¢: polomér kon-
nvergence mocninné fady f(z) =x — %x?’ + %:L‘S — %xj + %xg — -+ je 1 takze
argument 1 je na hranici kruhu konvergence {z||z| < 1} o kterém obecné
tvrzeni nic nefikd (pfipomerite si 2.4). Funkce arctan je spojitd a pro |z| < 1
mame arctan(z) = f(z). Takze je potfeba dokazat, ze

1 1 1 1
li =l—=-4+-—=+4+=--
Jm f(w) 3757779
Vezmémeé ¢ > 0. Radal—%+%—%+%—--- konverguje (i kdyz neabsolutné)
a existuje tedy n takové, ze |P,| < ¢ pro P, = 2n1+1 — 2n1+3 + 2n1+5 —
, ;- 1 n
Z\iolrnQe rtlsym 51> g t;akove, 761 -0 <ax<1lapro Py(z) = gq2*"" —
-+ n+ 4
3T + 557 — -+ mame
|P.(z)] <€ a
1, 1. 1 11 1
_ S et AR [ < e
(o =gt ge 1" )05t 3 1) <E

Ted muzeme najit odhad pro 1 —§ < z < 1 rozdilu mezi f(z) a alternujici
fadoul—3+i—2+35—--:

11 1 1
(14 -
FCTCENE R |
Ls 15 L on
_ - - n P, _
(@ =32 +5e 1t T @)
11 1
B P <
( st 51T )| <
1. 1 1
< __3 —5—---:|:—2n_1—
< (= 3x +5I 2n—1x )
a-2:r e L pw) P <3
(14 = —...  (x - €.
375 om— 1

Vsimnéte si ze to skuteéné je jen jednostrannd limita: pro f(z) neddva smysl
x> 1.
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XX. Fourierovy rady

1. Periodické a po ¢astech hladké funkce.

1.1. Po c¢astech spojité a hladké funkce. Redlna funkce f : (a,b) :—
R je po cdstech spojita existuji-li ¢isla

a=ay< a1 <ay<---<a,=2»b
takova, ze
e [ je spojitd na kazdém otevieném intervalu (a;,aj;+1) a

e existuji jednostranné konecné limity lim,_,, 4 f(z), j =0,...,n—1a
limg o, f(2),5=1,...,n.

Je po cdstech hladkd ma-li navic
e f spojité derivace na kazdém otevieném intervalu (a;,a;i1) a

e existuji jednostranné limity lim, ;1 f'(7),j =0,...,n—1alim,,,— f'(z),
j=1...,n.

Pro y € (a,b) polozme

fly+) = lim f(z), fly—)= lim f(z) a f(y*)= fly+) + fly=)

r—y+ T—Yy— 2
O ¢islech a; budeme mluvit jako o vyjimecénych bodech funkce f.

1.1.1. Poznamky a pozorovani. 1. Po c¢astech spojita funkce f muze
byt rozsifena na spojitou funkci na kazdém intervalu (a;,a;i1). M4 tedy
Riemannuv integrél.

2. Pokud y ¢ {ag, a1, ..., an} je f(y+) = f(y—) = f(y£) = f(y). Pokud
y = a; toto nemusi platit. Rozdélujici body a; v nichz f(a;+) = f(a;—) =
f(a;£) = f(a;) mohou byt povazovany za prebytecné v piipade, ze mluvime
jen o spojitosti po ¢astech, ne vSsak mluvime-li o hladkosti pocastech: bereme
v tvahu téz funkce bez derivaci v nékterych bodech, kde jsou spojité.

3. Je mozné se ptat zda body v nichz f(y+) = f(y—) # f(y) maji néjaky
specialni status. Pro nds zde ne: budeme se zajimat o integraly po c¢astech
spojitych funkci a hodnoty v isolovanych bodech nebudou hréat roli.
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4. Pripomente si VII.3.2.1. Posledni podminka pro hladkost po ¢astech je
totéz jako existence jednostrannych derivaci ve vyjimeénych bodech.

1.2. Periodické funkce. Rikdme, 7e redlnd funkce f : R — R je perio-
dickd s periodou p plati-li

Ve eR, f(zx+p)=f(z).

1.2.1. Umluva. Rikdme, ze periodickd funkce je po édstech spojita resp.
pocéstech hladké je-li restrikce f|(0,p) po ¢dstech spojitd resp. po Castech
hladka.

1.3. Funkce na kompaktnich intervalech representované jako pe-
riodické funkce (a také opaéné). V této kapitole bude vyhodné repre-
sentovat redlnou funkei f : (a,b) — R jako periodickou funkci ]7: R—Rs
periodou p = b — a definovanou predpisem

]?(x +kp) = f(z) pro z € (a,b) akazdé celé &islo k,

Fla+ kp) = (7o) + F(0)

Je-li tato zaména zfejma, piSeme prosté f misto ]7, typicky pfi pocitani in-
tegralu, kdy na mozné zaméné hodnot v a a b nezalezi.

Na druhé strané neztratime zadnou informaci budeme-li periodické funkce
s periodou p studovat v restrikci na néktery z intervalu (a, a + p).

1.4. Tvrzeni. Bud f po édstech spojitd periodickd s periodou p. Potom
p pta
/ f(z)dx :/ f(z)dz pro kazdé a € R.
0 a
Dikaz. Zrejmé je fbcf = fb(i)p f a tedy rovnice plati pro a = kp s celym

¢islem k. Bud nyni a obecné. Zvolme celé &islo k takové, ze a < kp < a + p.
Potom je

p+a kp p+a (k+1)p p+a
[ = [ - re [ r=
a a kp pta kp

p+a (k+1)p (k+1)p D
s AR R R o
kp pta kp 0

209



O

Substituci y = x + C a uzitim XI1.5.5 dostaneme
1.4.1. Dusledek. Pro libovolné redlné C' plati

/Opf@ +C)de = /Opf(x)dx.

2. Néco jako skalarni soucin.

Abychom mohli pracovat se sinkz a cos kx omezime se v dalsim, az do
bodu 4.4.1, na periodické funkce s periodou 2.

2.1. Jsou-li f, g po ¢astech hladké na (—m, m) potom ziejmé totéz plati o
f + g a kterékoli af s redlnym «. Tedy mnozina vSech po ¢astech hladkych
funkei na (—m, 7) tvoii vektorovy prostor

PSF((—m,m)).
2.2. Pro f,g € PSF({(—m, 7)) definujme

[f, 9] = /_7r f(z)g(x)dx.

Tato funkce [—, —] : PSF((—m, 7)) X PSF({(—7, 7)) — R se chové skoro jako
skalarni soucin. Viz néasledujici

2.2.1. Tvrzeni. Plati
(1) [f. f] = 0 a [f, f] = 0 prave kdyz f(z) = 0 ve viech = aZ na vijimecné,
(2) [f +g.hl =[f,h+1g,h], a
3) [af, gl = alf,g].

Dikaz je trividlni; jediné, co snad pottebuje vysvétleni je druha ¢dst bodu
(1). Pokud f(y) = a # 0 neni vyjime¢ny potom pro né&jaké 6 > 0, je f(z) > §
proy— 90 <z <y—J amame
y+4 2

1 f] = / " e 7 P = 0L

y—09
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2.2.2. Poznamka. Jedina drobna vada krésy je v tom, ze [f, f] tak iplné
neimplikuje f = 0. To se ale tyka jen koneéné mnoha argumentt a pro nase
ucely je to zcela nepodstatné.

2.3. Nékoli formuli, které si potifebujeme pripomenout. Ze stan-

dardnich
sin(a + ) = sinacos B + sin fcosa and

cos(a+ ) = cosaccos f — sin asin 3

okamzité dostavame (stejné standardni)
1
sinacos 3 = é(sin(oz + ) —sin(a — 8)),
1
sinasin 8 = 5(008(@ — ) — cos(a + ),

cos a cos f§ = %(cos(a + ) + cos(a — f3)).

2.4. Tvrzeni. Pro kazdd dvé prirozend m,n € N mdme [sin mz, cosnx] =

0. Pokud m # n plati [sinmx,sinnz] = 0 a [cosmz,cosnz] = 0. Dle,
[cos 0z, cos 0z = [1,1] = 27 a [cosnz,cosnz] = [sinnz,sinnz] = 7 pro
kazdé n > 0. Systém funkci

1 1 1 1 1 1 1

—, —cosz, —cos2x, —cosdx, ..., —sinx, —sin2r, —sindzx, ...

2 7 T T s 7T 7r
je tedy orthonormdini v (PSE((—m,m)),[—, —])-

Diikaz. Podle 2.3 mdme sinma cosnz = $(sin(m + n)z — sin(m — n)z),

sinma sinnz = $(cos(m — n)z — cos(m + n)z) a cosma cosma =

1(cos(m 4 n)x + cos(m — n)x). Primitivni{ funkce pro sin kz resp. coskz je

—% cos kx resp. %sin kx a hodnoty ziskdme snadno z XI1.4.3.1. [

3. Dvé uzitecna lemmata.

3.1. Lemma. Bud g po édstech spojitd funkce na {a,b). Potom
b
lim g(x)sin(yx)dr = 0.

y—+oo J,
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az+1

Diikaz. Jsou-li ag, ay, . .., a, vyjimeéné body g mame f g=>" f
a tedy staci tvrzeni dokazat pro spojité (a tedy stejnomérné spopte)
Jelikoz primitivni funkce k sin(yz) je — L cos(yx) mame pro hbovolne meze
<=

u’ /U7
v 1
sin(yx)dz| = | | —— cos(yx
[ sintuoraa| = |~ eostun)] | <2
Zvolme € > 0. Funkce g je stejnomérneé spojita a tedy existuje o > 0 takové, ze

pro [z—z| < dje |g(x)—g(z)| < e.Zvolmerozklad a =t; <ty <---<t,=0b
intervalu (a, b) s jemnosti < ¢, tedy takovy, ze t;;1 — t; < d pro vschna 7.

Nyn{ bud
4 n
y> =3 lott)]
=1

v

2

u

Potom mdame

/a " o(0) sin(yr)d

n

> (/t:(g(:z:) _g<ti>)Sin(yx)dx+g<ti>/tti

i=1 i—1
<Z/ da:+2|g

g

3.1.1. Poznamka. Lemma 3.1 je ve skuteCnosti velmi nazorny fakt.
Prepokladejme, Ze pocitame f;C sin(yz)dz s konstantou C. Je-li potom y
velké, je priblizné stejné mnoho hodnot nad a pod z-ovou osou. Nadto, je-li
y jesté mnohem veétsi, déje se to jiz na kratkych podintervalech (a,b) kde g
se jiz chova “skoro jako konstanta”.

<

sin(yx)dx)

<3 +Zlg

sm(yx )dz

7,—

3.2. Lemma. Bud sin§ # 0. Potom

Dikaz. Podle prvni formule v 2.3 méame
2sin % cos ko = sin (koz + %) — sin ((k —Da+ %) :
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Tedy,
Cafl - e - L«
281n§<§+ZCoska>—Sln§+;281n§coskoz—
=sin bt 5) —sin ((k=Da+3)) =
= sin +Z<sm<a+ sin ( ( )a—|—2
«
2

= sin(2n + 1)

4. Fourierovy rady.

4.1. 7 linearni algebry si pfipomnme representaci obecného vektoru jako
linearni kombinace prvku orthonormalni base:

Bud

up,Ug,..., U,

orthonormélni base, to jest base pro kterou u;u; = 9;;, vektorového prostoru
V' se skalarnim soucinem uv. Potom je obecny vektor a vyjadien jako

n
a= E a;u; kde a; = au,.
i=1
Uvidime, ze néco podobného se stane s orthonormalnim systémem z 2.4.

4.2. Bud f po ¢astech hladkd funkce s periodou 27. Polozme

1
ak:[f;coska: /f t)cosktdt for k>0, and

1
bk:[f;smkx /f t)sinktdt for k > 1.

Budeme smérovat k dilazu, ze f se témér shoduje s

% + ;(ak cos kx + by sin k).
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Tedy se orthonormalni systém z 2.3 chova podobné jako orthonormalni base.
Je zde samoziejmé ten rozdil, ze k tomu budeme potiebovat nekonecéné soucty
(“nekonecné linearni kombinace”) abychom representovali f € PSF((—m,))
(coz je podstatné) a ze f bude representovéano az na konetné mnoho hodnot
(coz je nepodstatné).

4.3. Polozme

Sp(x) = (ag cos kx + by sin kx).

0
5 +
k=1

4.3.1. Lemma. Pro kazdé n je

sin(n + 1)t

— dt.
2 sin 525

sul(z) = £ / (a4 flo—1)

™

Diikaz. Pouzitim vzorcu pro a, a b, a standardni formule pro cos k(x—t) =
cos(kx — kt), a potom uzitim rovnosti z 3.2 dostaneme

™ 1 n
sp(x) = ! / <§ + Z(cos kt - cos kx 4 sin kt - sin k:x)) f(t)de

-m k=1

%/_: (% 4 écosk(x _ t)) F(#)dt = %/_w (f(t)sm(nQ:m Jw - t)) dt

Nyni uzijme substituce ¢ =  + 2. Potom je dt = dz a z =t — x, a jelikoz

sin(—u) = — sin u muzeme pokracovat (uzivajice téz 1.4)
1 [7 sin(n —|—
o[ mgm e ([ L)
T ) _x 2 sin 22
Substituci y = —z v druhém scitanci dostaneme

1 [T sin(n + 1)z 1 (7 sin(n + 1)y
e P R TR e AR
T Jo 2sin 5z T J)_r 2sin 5y

a nahradime-li proménné v obou integrdlech proménnou ¢ dostaneme

sin(n + 1)t

2sin %t

dt.

™

-=1/0”<f<x+t>+f<x—t>>
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4.3.2. Dusledek. Pro kazdé n je,
1 [™sin(n+ )t
_/ (.—12)dt =1.
T Jo sin 5t
Diikaz. Uvazme konstantni funkci f = (x — 1). Potom je ap = 2 a

ar = b, =0 pro vSechna k > 1. [

4.4. Véta. Bud [ po édstech hladkd periodickd funkce s periodou 2.
Potom (protoze f(x+) = 3(f(z+)+ f(z—)) fada Y 57 | (ax cos kx + by, sin kx)
konverguje v kazdém x € R a mdme (viz 1.1)

flzt) = % + Z(ak cos kx + by sin k).

00
k=1

Dikaz. Podle 4.3.1 a 4.3.2 mame

sp(x) =
™ ' .
= %/ 2f (x£) + f(z+1t) — flz+) + f(x —t) — f(x_»wdt _
’ sin 51
- 1 [ Sil’l(n + l)t
= f(zL) - %/0 T%;dt i
1 [ (flx+t)— fat) fla—t)— fla—)\ it ,
+;/o < t + ; )siz%tSID(n+§)tdt'
Polozme

o(t) = (f(x+t)—f(x+) N f(w—t)—f(zr—)) 2!

t t sin 3¢

Funkce g je po ¢édstech spojita na intervalu (0, 7): to je ziejmé pro t > 0 a
v t = 0 méame konecnou limitu vzhledem k levym a pravym derivacim f v

1
x a standardni lim;_,q #ﬁt = 1. Muzeme tedy uzit Lemma 3.1 (a Dusledek
2

4.3.2) k zévéru
lim s, (x) = f(zL).

— 00

i
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4.4.1. Véta 4.4 muze byt snadno upravena pro po ¢astech hladké perio-
dické funkce s obecnou periodou p. Pro takové f dostaneme

flz) =

- 2
50 + ; ay, Cos —k:x + by, sin ?kx)

kde 9 P 9
__/ (t)cos = ktdt fork >0,
0

2 (7 2
- _/ F(t)sin Zktdt for k> 1.
P Jo p

Uzitim representace z 1.3 to muzZeme aplikovat pro po ¢astech hladké funkce
na intervalu (a,b) polozime-li p="b — a.

4.4.2. Rada % + Y72 | (ay, cos kx + by sin kx) resp. 2@ + 37 (ay, cos kz +
bi sin kx) se nazyva Fourierova fada funkce f. Pripomindm, Ze jeji soucet je
roven f(x) ve vSech nevyjimeénych bodech.

5. Poznamky.

5.1. Soucty s,(z) jsou spojité, ale vysledna f spojitd byt nemusi. Kon-
vergence Fourierovy fady z 4.4 ¢asto neni stejnomérnd (viz XIX.1.3).

Pokud soucty > |a,| a > |b,| konverguji, potom samoziejmé Fourierova
fada konverguje stejnomérné a absolutné, a pokud i Y nla,| a > nlb,| kon-
verguji, muzeme ji derivovat ¢len po ¢lenu.

5.2. Derivovani ¢len po ¢lenu muze byt nekorektni i kdyz vysledny soucet
derivaci ma. Tady je ptiklad. Vezméme f(x) = x na (—m,m) rozsifenou na
periodickou funkei s periodou 27. Zde dostavame

1 1 1
flzx) =2(sinz — §sin2x+ gsin?)x— Zsin4x+---).

f(z) s derivaci 1 ve vsech x # (2k + 1)7. Formdlni derivace ¢len po ¢lenu ale
dava

g(x) = 2(cosx — cos 2z + cos 3z — cosdx + - - )
a piseme-li g,(x) pro ¢astecny soucet n scitancu dostavame g¢,(0) = 2(1 —
14+1—--- 4 (=1)""), tedy ¢,(0) = 0 pro n sudé a g,(z) = 2 pro n liché.
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5.3. Vsimnéte si, ze pro f s f(—x) = f(z) jsou vSechna b, nuly, a je-li
f(—=z) = —f(x) jsou nuly vsechna a,,.

5.4. Fourierovy rady maji zajimavou interpretaci v akustice. Tén je popsan
periodickou funkei f. Jeho vyska je urcena periodou p (piresnéji, frekvenci %)
Funkce f je ptfi tom ziidka sinusoidalni . Konkretni tvar f urcuje kvalitu
(barvu) ténu charakteristickou pro ten ktery hudebni nastroj. Ve Fourierovée
representaci vidime u prvniho séitance zakladni frekvenci, urcujici vysku,
a zaroven s tim znéji tony v dvojndsobné, trojnasobné, atd. frekvenci. Tak
napft. hrajete-li na flétnu dostanete se o oktavu vyse “odfouknutim prvniho
basického ténu” nasledkem cehoz ten ktery je nyni prvni ma dvojnasobnou
frekvenci.
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XXI. Krivky a krivkové integraly

1. Krivky.

V aplikacich v nasledujicich kapitolach budeme uzivat jen rovinné kiivky.
Ale pro materéal v prvnich dvou sekcich v této kapitole by omezeni dimense
nic nezjednusilo.

1.1. Parametrizovana kiivka. Parametrizovana krivka v E, je spojité
zobrazeni

¢ = (01,...,0n) : (a,b) = E,

(kde kompaktni interval (a,b) bude vzdy netrividlni, t.j. s a < b).

1.2. Dvé ekvivalence. Parametrizované kiivky ¢ = (¢1,...,¢,) : (a,b) —
E, a® = (¥1,...,%,) : (¢,d) = E, jsou slabé ekvivalentni existuje-li home-
omorfismus « : {a,b) — (c,d) takovy, ze 1) o « = ¢. Piseme
¢~ .

(Tato relace je ziejmé reflexivni, je symetrickd protoze inverse homeomor-
fismu je homeomorfismus, a transitivni protoze slozeni homeomorphismu je
homeomorphismus.)

Krivky ¢ a 1 jsou equivalenni existuje-li rostouci homeomorphismus « :
(a,b) — (c,d) takovy, ze ¥ o a = ¢. Piseme

¢ =P

1.2.1. Zejména budeme pracovat s

e kiivkami representovanymi prostymi ¢, iika se jim jednoduché oblouky,
a

e kiivkami representovanymi ¢ které jsou prosté s vyjimkou ¢(a) = ¢(b),
a tém se tika jednoduché uzavrené krivky.

1.2.2. Tvrzeni. ~-trida ekvivalence jednoduchého oblouku nebo jedno-
duché uzavrené krivky je disjunkni sjednocent presné dvou ~-trid ekvivalence.
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Dukaz. Jelikoz ¢ ~ 1p implikuje ¢ ~ b, ~-tfida je nutné (disjunktni)
sjednoceni ~-tiid. Homeomorfismus « v ¢ o « = ¢ je (podle pozadavku na
¢) jednoznacné urcen (je jednoznacéné urcen na (a,b) a tedy na celém kom-
paktnim intervalu podle IV.5.1 - existuji posloupnosti v (a,b) konvergujici k
a resp. b) a tedy je napf. ¢ a ¢por kde 1(t) = —t + b+ a, jsou ~-equivalentn{
ale ne ~-equivalenni. Nyni bud ¢ ~ 1 s o takovym, Ze 1 o & = ¢. Potom
podle IV.3.4 o bud roste nebo klesi. V prvnim pifpadé 9 ~ ¢, ve druhém
jetpoaor=¢oraaoroste, takze Y =~ ¢por. U

1.3. ~-tiida ekvivalence L = [¢]. se nazyva krivka. ~-tiidy asociované
s touto kiivkou representuji jeji orientace; mluvime pak o orientovanych
krivkdach L = [¢]~.

Podle 1.2.2, maji jednoduchy oblouk a jednoduché uzaviend kiivka dvé
orientace.

Parametrizovand kiivka ¢ takovd, ze L = [¢]|. resp. L = [¢]|~ se nazyvé
parametrizace kiivky L.

Casto prosté mluvime o parametrizované kiivce ¢ : (a,b) — E, jako o
kiivce resp. orientované kiivce ¢. Mame pfi tom samoziejmé na mysli s ni
spojenou ~- resp. ~-tiidu.

1.3.1. Poznamky. 1. Parametrizovanou kiivku si muzeme predstavovat
jako putovani po néjaké cesté pii cemz ¢(t) iikd, kde zrovna jsme v okamziku
t. ~-ekvivalence nés zbavuje této informace navic (jsou zde jen koleje a zaddna
informace o po nich jedoucim vlaku). Orientace zachycuje smér putovani.

Ctenaf mize mit na mysli také jednodussi representaci kiivky jako mnoziny
¢[{(a,b)], tedy “geometricky tvar” té ¢. Skutecné je, pokud ¢ a 1 parame-
trizuji jednoduchy oblouk nebo jednoduchou uzavienou kfivku, jednoduché
ukdzat, ze ¢[(a,b)] = ¥[(c,d)] pravé kdyz ¢ ~ 1. Ale uzivani téch tiid
ekvivalence mé své vyhody (jiz orientovani kiivky je jednodussi).

2. V definicich ekvivalenci ~ resp. &~ jsme uzivali parametrické kiivky
¢ : (a,b) — E,, ¥ : (c,d) = E, s riznymi definicnimi obory. Zvolime-li si
pevny interval muzeme kanonicky transformovat @ do ¥ o A : {(a,b) — E,
s A(t) = 7=((d — ¢)t + bc — da). Nékdy (viz napriklad déle definici ¢ % ¢ v
1.4) volné definiéni obor posouvame podle potieby. Zjednodusuje to formule
a nicemu neuskodi.

3. Tvrzeni 1.2.2 plati jen pro jednoduché oblouky a jednoduché uzaviené
kiivky. Nakreslete si obrazek s ¢(x) = ¢(y) pro néjaké = # a, b a uvidite, ze
je tam vice moznych orientaci.
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4. Slovo “uzaviend” ve vyrazu “jednoducha uzaviend ktivka” nema nic
spoleéného s uzavienosti podmnoziny v metrickém prostoru. Kazda ¢|(a, b)]
je samoziejmé kompaktni a tedy uzaviena v prislusném prostoru E,.

1.4. Skladani orientovanych kiivek. Budte K, L orientované kiivky
representované parametrickymi ¢ : (a,b) — E,, ¥ : (b,c) — E, (pokud
druhd ptuvodné nezac¢inala v b transformujme ji tak jak je naznaceno v 3.3.1.2)
takové, ze ¢(b) = ¢ (b). Polozme

¢(t) pro t € {(a,b) a

(Ppx)(t) = {w(t) pro t € (b,c).

Ziejmeé je ¢ x 1 spojité zobrazeni (a,c) — E, a vidime, ze pokud ¢ ~ ¢ :
(a1,b1) > E, ap =, : (by,c1) = E, potom ¢ x1p =~ ¢, * 1, (vSimnéte si,
ze je podstatné, ze K, L jsou orientované krivky, ne jen kiivky). Orientovana
kiivka (popsand zobrazenim) ¢ * 1 tedy zavisi jen na K a L; budeme ji
oznacovat

K+ L.

1.5. Opacna orientace. Pro orientovanou kiivku L representovanou
pomoci ¢ : (a,b) — E,, definujeme orientovanou kiivku s opacnou orientact

—L

jako a-tiidu uréenou ¢ o v : (a,b) — E, s 1(t) = —t + b+ a (pripomente si
dukaz 1.2.2). Ziejmeé je —L urCena orientovanou kiivkou L.

1.6. Po &astech hladké krivky. Pripomete si XX.1.1. Parametrizovana
kiivka (orientovana kiivka, nebo kiivka) ¢ = (¢1,...,¢,) : (a,b) — E, je po
c¢astech hladkd muze-li byt v kazdé ¢; system vyjimeénych bodi a = ag <
a; < as < --- < a, =bvybran tak, ze

e pro kazdy z intervalu J = (as, ai41), existuje j takové, ze ¢(t) je bud
kladna, nebo zaporna na celém .J.

Na druhé strané ale oslabime pozadavek hladkosti po ¢astech tim, ze dovolime
jednostranné limity limy 4,4 ¢(¢) a lim; 4, ¢(t)) (tedy jednostranné limity
ve vyjimeénych bodech — viz VII.3.2) také nekonecné.
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Budeme psat
¢ pro (¢,....dn)
(takze v konecné mnoha bodech ¢ € {(a,b), hodnota ¢'(t) nemusi byt defi-
novana; hodnoty derivaci se vSak objevi jen pod integrdlem, takze na tom
nezélezi).

1.6.1. Pozorovani. Necht jsou krivky ¢ = (¢1,...,0n) : {(a,b) — E,
and ¥ = (Y1, ..., 0,) : {c,d) — E, po cdstech hladké, a necht je o takové, Ze
Y = ¢ o «, poskytugici ~- ¢i ~-eqkvivalence téch dvou parametrizaci. Potom
je a spojité a po castech hladké.

(Skutecné, mezi kterymikoli dvéma vyjimecnymi body, je nékteré z ¢;
prosté. Mame potom na piislusném intervalu a = qﬁ;l 0 1;.)

2. Krivkové integraly.
Umluva. V dalsim budou ktivky vzdy po ¢astech hladké.

Note. Ctendii bude asi divné, ze budeme nejprve mluvit o integrilu
druhého druhu a teprve pozdéji o integralu prvniho druhu. Terminologie
urcujici “prvni” resp. “druhy druh” je tradi¢ni. Duvod muze byt v ponékud
ziejméjsim geometrickém smyslu v pripadé prvniho druhu. Ale kiivkovy in-
tegral druhého druhu je zdkladnéjsi (a ve skuteénosti integral prvniho druhu
pres néj lze vyjadrit, coz naopak mozné neni).

2.1. Krivkovy integral druhého druhu. Bud ¢ = (¢y,...,0,) :
(a,b) — E, parametrizace orientované kiivky L a bud f: (fi,...,f.) : U —
E,, spojita vektorovéd funkce definovana na oteviené U D ¢|(a,b)]. Krivkovy
integrdl druhého druhu pres orientovanou kiivku L je ¢islo

b n b
) £= [fom)-@a =3 [ psmp o

(Tedy zde tecka v fab f(op(t)) @' (t) dt indikuje standardni skalarn{ soucin n-tic
of redlnych ¢isel.) Neni-li nebezpe¢i nedorozuméni, piseme prosté f ;, misto

(y,,

221



Poznamka. Ctendi se muze setkat s integralem druhého druhu dejme
tomu vektorovych funkei (P, @) nebo (P, Q, R) oznacovaném

/ Pdx + Qdy nebo / Pdxz 4+ Qdy + Rdz.
L L

2.2. Tvrzeni. Hodnota kiivkového integrdlu f ;| nezdlezi na volbé para-
metrizace krivky L.

Diikaz. Vezméme ¢ = 1) o a s rostoucim homeomorfismem « : {(a,b) —
(c,d). Podle 1.6.1 je « po ¢astech hladké. Potom podle X1.5.5

n b n b
> [ ewema=Y" [ @yt -

n d
=3 [ nwoar

g

2.3. Tvrzeni. Pro operace 1.5 z 1.4 mame

(H)/_ = —([[)/L fa (1) L+Kf: (H)/L f+ (H)/K f.

Diikaz. V dukazu 2.2 nahote jsme méli fcd protoze « rostlo. Pro klesajici

a by substituce dala [} = — [¢, tedy (IT) , f = —(II)f, f. Druh4 rovnost je
ziejma. [

2.4. Krivkovy integral prvniho druhu: jen pro informaci. Nékdy
téz nazyvany krivkovy integrdl podle délky, se definuje pro neorientovanou
kiivku parametrizovanou ¢ = (¢1,...,¢,) : (a,b) — E,. Bud f : U —
R spojitd redlnd funkce definovand na U 2O ¢|{(a,b)]. Idea je v modifikaci
Riemannova integralu pocitanim souctu podél (po ¢dstech hladké) kiivky
misto podél intervalu. Soucty

k

> F@))le(t:) — d(tia))]

i—1
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uvazované pro rozklady a = tg < t; < --- < t, = b konverguji s jemnosti
konvergujici k nule k

| rewle

Tento integral se nazyva krivkovy integrdl pruniho druhu ptes L a oznacuje

(DAf(H(DAﬂ@Mﬂ-

M4 ziejmy geometricky smysl; zejména,
délka krivky L muze byt vyjdadrena jako

WL1=LWd@Mt

Je snadné vidét, ze integral prvniho druhu muze byt representovan jako
integral druhého druhu: mame

W [ r=anfs

%
o) = 1@mn

kde

2.5. Komplexni ktivkovy interal. Kiivkovy integral prvniho druhu v
dalsim textu neuzijeme, ale nasledujici komplexni integral bude mit zasadni
vyznam.

2.5.1. Komplexni funkce realné proménné. Aniz bychom to dale
prilis zduraznovali budeme v dalsim bézné identifikovat komplexni rovinu C
s euklidovskou rovinou E, (na x+iy se budeme divat jako na (z,y) a budeme
brat v uvahu, ze absolutni hodnota rozdilu |z; — 25| se shoduje s béznou
euklidovskou vzdélenosti). Jen nesmime zapominat na to, ze struktura C je
bohatsi, a zejména na nésobeni v télese C.

Komplexni funkci jedné redlné proménné budeme rozepisovat jako dveé
realné funkce,

f(t) = fi(t) +ifa(t)
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a budeme definovat (neptekvapiveé) jeji derivaci f'(t) jako fi(t) +ifo(t) a jeji
Riemannuv integral jako

/abf(t)dt = /ab fl(t)dt—|—@'/ab Fo(t)dt.

Kfivka C v parametrizované podobé je ¢ : (a, b) — C, ¢asto psané jako ¢(t) =
¢1(t) + ida(t). Budeme s ni jednat (v definicich ekvivalenci, hladkosti, atd.)
jako s parametrizovanou kiivkou ¢(t) = (é1(t), ¢2(t)); hodnoty nésobime
jako komplexni ¢isla v C.

2.5.2. Pro orientovanou po ¢astech hladkou kiivku ¢ : (a,b) — C definu-
jeme komplexni krivkovy integrdl komplexni funkce jedné komplexni proménné
formuli

b
/L f(2)dz = / F(6() - (1)t

Pozor: Zde je néasobeni, znacené opét teckou -, (na rozdil od nasobeni na
predchozich strankach, zejména v 2.1) ndsobend v télese C.

Nezavislost na volbé parametrizace bude ziejma z nasledujiciho

2.5.3. Tvrzeni. Mysleme na komplexni funkci f(z) = fi1(z) +ifa(z) jako
na vektorovou funkei f = (f1, fo). Potom muze byt komplexnd integrdl pres L
vyjadren jako krivkoby integrdl druhého druhu takto:

[ sz = @ftn. -+ i (5.
L ! L
Nasledkem toho,

o [, f(2)dz nezdvisi na volbé parametrizace, a

o mdme [ f(2)dz = — [, f(2)dz and [}, f(2)dz = [, f(2)de+ [} f(2)dz.

Dikaz. Mame

[ et = [ (ol + if(o®)@ 0 + idhie)d -
- / (L (6(0)BL(0) — Fal (D)4 (6))dt + / (L (D64t + F2(0)8(6)dt =

b b
- / (1(B(8)). — Fa () (1 (8). balt)) + i / (ol (1)), Fi(6(0))(1(2), da(t))
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(v poslednim tadku jde o skaldrni soucin dvojic ¢isel). Mame tedy

= a0 (=g + i) (1),

0

3. Greenova véta.

3.1. Nejprve, jen pro informaci, uvedeme nekterd fakta, ktera jsou mimo
nase technické moznosti. V aplikacich nasledujicich kapitolach vsak budeme
potiebovat jen velmi specidlni piipady, pro které budeme moci provést dukazy
korektné.

Jednoduchd uzaviend kiivka C' déli rovinu na dvé souvislé oblasti (slovo
“souvisla” muzeme chapat tak, ze kterékoli dva body té oblasti 1ze spojit
krivkou, slovo “délit” se vztahuje k tomu, ze body ruznych oblasti kfivkou
spojit nelze), jednu omezenou a druhou neomezenou. To je slavna Jordanova
véeta, snadno srozumitelnd a visualisovatelnd, ale nesnadno dokazatelna. Ta
omezend z nich bude nazyvana oblast krivky L. Kiivka L je jeji hranice,
a uzaveér té oblasti U je roven U U L a jelikoz je uzavieny a omezeny, je
kompaktni; o U budeme mluvit jako o uzaviené oblasti.

Také musime predpokladat, ze rozumime vyrazum “ve sméru nebo proti
smeéru hodinovych rucicek” a “kiivka je orientovana proti sméru hodinovych
rucicek”. Tomu je mozno dat presny obecny smysl, ale my to budeme uzivat
jen pro velmi jednoduché kiivky jako kruznice, hranice trojihelniku a pod.,
kde vyznam je zcela jasny. Integrdl pres uzavienou oblast bude chapan jako
integrél pres interval J obsahujici oblast M, a to z funkce jejiz hodnoty jsou
na J ~. M doplnény nulami.

3.1.1. Véta. (Greenova Véta, Greenova Formule) Bud L jednoduchd
uzavrend po castech hladka krivka orientovand proti sméru hodinovijch rucicek
a bud M jeji uzaviend oblast. Bud £ = (fi, f2) vektorovd funkce takovd, Ze
obé f; maji spojité parcidlni derivace na (oteviené) oblasti krivky L. Potom

plati
_ of2  Ofi
(H)/L f— /M <_(9x1 _8x2> du dzs .
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3.2. Lemma. Bud g : {a,b) — R hladkd funkce, bud f(z) > c pro
vSechna x. PoloZme

M={(z,y)]a<z<b c<y<g@)}

Bud' L uzaviend krivka tvorici okraj M. Potom Greenova formule plati pro
L aM.

Diikaz. Pisme L = Ly + Ly + L3 + L4 jak je popsano na nasledujicim
obrazku.

(4. 9(a) o
Ly
Lo
(b, QT(b))
(a.0) - (b.)
Parametrizujme kiivky L; pfedpisy
—Ly : ¢1:{a,b) = Ry, ¢1(t) = (t,9(1)),
—Ly : ¢2:({c,g(a)) = Ry, ¢2(t) = (a,1),
Ly 1 ¢3:(a,b) = Ry, ¢3(t) = (t,¢),
Ly = ¢4:(c,g(b)) = Ry, ¢4(t) = (b, 1)

Je tedy & (t) = (L, ¢/(1)), #4(t) = dL(t) = (0.1) a @4(¢) = (1,0) a méme
b b
<H>/L . / fi(t, g(t)dt - / falt, g(6)g (B)dt,

(11)/L = / " fala, t)dt, (11)/L - / ’ Fi(t, o)dt, (11)/L - / " Fa(b, 1)dt.

Substituujeme 7 = ¢(t) v druhém integralu ve formuli pro (II)[LI a dostaneme

(II)/L =- / it g(0)dE + /g (g:) Fo(h(7), 7)dr

kde h je inverse g.
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Nyni abychom se pripravili na tvrzeni lemmatu, za¢neme prvni proménnou
psét 1 a druhou zp. Pro (IT)f; ktery napiSeme jako soucet (I)f, +(IT), +(IT)f, +(IT)f,

nyni dostaneme, kdyz pfitom piSeme fcg @ Ve formuli pro (IIMLQ jako fcg ® 4 fgg(g:;),

g(a)

g(b)
(”)/L - / (falb 23) — fala, 22))dars + / (o), 22) — fola, 22))ds—

g(b)

b
—/ (fl(xlag(xl)) - f1(901,0))d$1-

Pro spocteni dvojrozmérného integralu rozsifime hodnoty funkei f; na inter-
val J = (a,b) x (¢,g(a)) hodnotami 0 v J ~\. M a dostaneme

b
falb,23) — fala,x5) = / 0fa(wr, 22)

a axl
h(z2) b
fo(h(z2), 22) — f(a,z2) = / %ﬂ:mdxl = / %ﬂ:m

9(z1) g 9(@) §
A ge)) - Ao = [ 2T, o [T 0T,

dl’l,

dz, and

takze formule nahote se transformuje na

g(a) b b g(a)
fr= ([ o [ ([ )

a tvrzeni dostaneme z Fubiniovy véty (XVIL.4.1). O
3.3. Nyni méame Greenovu formuli také specidlné pro obdélniky a pravouhlé
trojuhelniky s preponou po pfipadé zakiivenou. Uzitim toho, ze (HML =

—(IT)f_, nyni formuli ziskdme pro kerykoli obrazec, ktery muze byt roziezén
na konec¢né mnoho z téchto obrazcu. Tak napt. pri rozkladu jako na nasledujicim

VARN

3.3.1. Greenova formule plati pro kazdy trojuhelnik.

zjistime, ze
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Nebo, rozlozime-li kruh nésledujicim zpusobem

Lo L1
Loz | | L11
Loy L2
L3z Ly
Lay | | La2
L3 L4

zjistime, ze

3.3.2. Greenova formule plati pro kazdy kruh.
(Vsimnéte si, ze pro "kiivé trojihelniky” které tu mame by parametrizace z
3.2 nefungovala: funkce g by na jednom z koncu neméla pozadovanou deri-
vaci. Misto toho muzeme uzit napt. ¢(t) = (cost,sint). Nebo, samoziejmeé,
muzeme kruh rozfezat na vic nz ¢tyfi ¢asti.)

3.3.3. Poznamka. Ve skutecnosti muze byt oblast kerékoli po ¢dstech
hladké jednoduché kiivky rozlozena na podoblasti pro které formule z Lem-
matu 3.2 vyplyva. Je to dost nazorné, ale v nasich dalsich ivahach budeme
potiebovat jen jednoduché obrazce pro které jsou potiebné rozklady ziejmé,
a tak podrobny dukaz obecnéjsiho tvrzeni vynechdavame.

3.4. Tvrzeni. Bud L kruznice se stredem ¢ a bud M jeji uzaviend oblast.
Bud’ f omezend na M, necht parcidini derivace funkci f; existuji a jsou spo-

jité na M~ A{c}, a necht [, <g—£ — g—g;) dxydry ma smysl. Potom Greenova

formule plati.

Diukaz. Oznacme K™ kruznici se stfedem ¢ a polomérem % orientovanou
ve sméru hodinovych ruciéek, bud N (n) jeji oblast. Bud n dost velké tak aby
K" (a tedy téz N(n)) byla obsazend v M. V nasledujicim obrazku vezméme
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(proti sméru hodinovych rucicek orientované) jednoduché uzaviené kiivky
Ly = Ly + LY, + K + L}, s oblastmi M(n). Pro tyto kiivky Greenova

formule ziejmé plati.
[

- —_

Of2 (9f1)
Il f= — - .
( )/~g /]\4k(n) (856'1 01y (*)
Podle 2.3 je

(H)/E ?+(H)/z +<H)/Z +(H)/E :(II)/L +(II)/ R ()

Vezméme V' = V (1, 25). Piedpokladame-li, ze Riemannuv integral [, V (21, x2)
existuje, V' je omezend, tedy |V (z1,xq)| < A pro néjaké A. Jelikoz je N(n) C
(c—=Lc+ 1)y x(c—1 c+ 1) mdme

a mame

n n n
2 3 4

/ V‘ < e pro dost velké n.
N(n)

f je omezend podle predpokladu a tedy téz méme ( —K™ muzeme paramet-
rizovat tfeba jako @(t) + L(cost,sint))

‘(II)/nf

< ¢ pro dost velka n.
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Nyni mame podle (k) a ()

(II)/—i—(II)/ :/ V+/ V+/ V—l—/ V:/ V—/ 1%
L n M (k) Mz (k) M3 (k) My (k) M N(k)
a tedy
|(H)/f—/ws(11)/ +/ v
L M n o JN(k)

a jelikoz prava strana je libovolné mald dostavame nasSe tvrzeni. [J

3.4.1. Poznamka. 1. Tvrzeni 3.4 je jen velmi specialni piipad obecného
faktu. Plati pro libovolnou po ¢astech hladkou jednoduchou uzavienou kivku
L s oblasti M a vyjimesnym bodem ¢ € M.

2. Omezenost funkce f je podstatnd, jak uvidime dale v XXII.4.1.
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XXII. Zaklady komplexni analysy

1. Komplexni derivace.

1.1. V télese C komplexnich ¢isel mame nejen aritmeticcké operace, ale
také metrickou strukturu dovolujici mluvit o limitach. Takze, je-li dana funkce
f definovana v okoli U C C bodu z muzeme se ptat existuje-li limita

fz+h) = ()
- :

lim
h—0

Pokud ano, budeme mluvit o derivaci funkce f v z, a oznacovat ziskanou

hodnotu af(2) df
, z
— td.
F2), 1z dzo M
podobné jako v redlném kontextu. Tak napi. jako pro realnou mocninu x™
mame s ( ) -
n\/ __ (Z + h>n — 2" K k=1 " h
R

_ Pl 1 n—kpk—2\ __ n—1
}lblir(l] —i—hZ() R"7%) = n2"".

Podobné jako v VI.1.5 plati

1.1.2. Tvrzeni. Funkce f mad derivact A v bodé z € C pravé kdyz existuje
pro dost malé 6 > 0 komplexnd funkce p : {h|[h] < 0} — C takovd, Ze

(1) limpopu(h) =0, a
(2) pro 0 < |h| <0,

f(z+h) = f(z) = Ah + u(h)h.

(\h| je samozrejmé absolutni hodnota v C).

(Skutecné, podobneé jako v VI.1.5, jestlize A = limy,_,o w

f(x+h) f(z)

existuje,
mé u(h) = — A pozadované vlastnosti, a existuje-li u takova, ze
(1) a (2) potom mame pro mald |h, w = A+ p(h), a limita f'(x)
existuje a je rovna A.)
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1.1.3. Dusledek. Necht md f derivaci v z. Potom je v tomto bodé spojitd.

1.2. Trochu prekvapujici priklad. Tvrzeni 1.1.2 se zda naznacovat,
ze podobné jako v redlném ptipadé je mozno existenci derivace interpretovat
jako “geometrickou tecnu” ktra vyjadiuje jakousi hladkost. Ale ve skute¢nosti

Vezméme f(z) = Z (¢islo komplexné sdruzené) a pocitejme derivaci.
Piseme-li h = hy + thy dostaneme

2+h—%2 Z+h-—z
h

B _E_ 1 pro hy #0=hy
h h

I .| pro hy = 0 # hs.

Limita limy,_,q ﬁ’g tedy neexistuje a nase f nema limitu v zadném z, zatim
co sotva néjaké zobrazeni C — C je hladsi nez toto zrdcadleni podél redlné
08y.

1.3. Komplexni parcidlni derivace, oznacované

0f(z,¢) 0f(z,¢)
0z ' oC
jsou stejné jako v realném kontextu derivace funkei ziskanych fixovanim (
resp. z.

2. Cauchy-Riemannovy podminky.

Pisme komplexni z jako = + iy s redlnymi x,y a vyjadieme funkei f(z)
jedné komplexni proménné jako dvé realné funkce dvou redlnych proménnych

f(2) = P(z,y) +1iQ(x,y).

2.1. Véta. Necht md f derivaci v z = x+iy. Potom P a Q maji parcidlni
derivace v (z,y) a ty vyhovuji rovnicim

oP, . 0Q op . __9Q

i

Pro derivaci f potom mdame formuli

P 0Q 9Q 9P

_ = —

f_%—i_zﬁx_ay oy’
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Diukaz. Mame

L=+ B) ~ £(2) (P(+ by + ho) = Pz, )

a hi +ihy
+1

h he) — .
h1+2h2(Q(x+ lay+ 2) Q(I7y))
Existuje-li limita L = limy, o 3 (f(2+ k) — f(2)) existuji specidlné také limity
L = limp, 50 55 (f(2 + ha) = f(2)) a L = limp, 0 o (f(2 + ihe) — f(2)) =
—ilimy, 40 55 (f(2 + ihy) — f(2)). Tedy je

1 o1
L = lim —(P(z + h1,y) = P(z,y)) + i lim —(Q(z + h1,y) — Q(z,y)) =
h1—>0 hl h1—>0 hl

P 00
- %(x,y) +Z%(I‘7y)

a v druhém ptipadé

| L 1

_ 99 9P

U

2.1.1. (Parcialni diferencialni) rovnice

or_og | or_ 0
or Oy oy  Ox

se nazyvaji Cauchy-Riemannovy rovnice nebo Cauchy-Riemannovy podminky.
Dokézali jsme, ze jsou pro existenci derivace nutné. Nyni ukazeme, ze budeme-
li navic pozadovat spojitost, jsou i postacujici.

2.2. Véta. Necht komplezni funkce f(z) = P(x,y) + iQ(x,y) spliuje v
otevirené U C C Cauchy-Riemannovy podminky a necht jsou v§echny zicastnéné
parcidlni derivace spojité v U. Potom md f derivaci v U.

Diikaz. Podle véty o stfedni hodnoté pro realné derivace je pro vhodna
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¢isla 0 < o, B,7,0 < 1,

(et B) ~ f(2) =
= (Pl Iy + o) — P(2,0) + QG + b,y + ) — Q) =
_%U%r+mw+hg—P@+hbm+P@+hhw—P@yD+
QG b,y + o) = QU+ ha,0) + Qe+ hu,y) — QL)) =
::%<8P@%+Zgy+ohgh2+éﬂ%nghby%h+
G f;yy tah), . 0Q gjhh y)h1>

a pouzijeme-li Cauchy-Riemannovy podminky muzeme pokracovat

OP(z + Bh1,y)

L/ 9Q(x + hi,y + ahy)
B E<_ or ha + o hy+
+Z,E)P(x+h1,y+7h2)h2+iaQ(x+5hhy)hl> )
Ox or
_ OP(z + Bhy,y) ihy  0Q(x + Jh1,y) hy
= ox +F(h17h27ﬁ77) h +1 O +G(h1,h2,0&,(s) 3
kde op , , . )
F(hlah%B?"Y): <x+ 17y+7 2>_ (x—i_ﬂ 1;3/) a
Ox O
Glhy, ha, 0, 6) = 0Q(x + hi,y + ahy)  0Q(z + 5h1,y)‘
Ox o

Jelikoz |ho| < |h] @ F(--+) a G(---) konverguji k nule pro h — 0 podle
spojitosti, vyraz konverguje k %(:p,y) + ig—g(:p,y). O

2.3. Komplexni funkce f : U — C, U C C se spojitymi parcialnimi

rovnicemi splnujicimi Cauchy-Riemannovy podminky se nazyvaji funkce ho-
lomorfni (v U).
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3. Vic o komplexnim krivkovém integralu.
Primitivni funkce.

Pripomente si komplexni kiivkovy integral z XXI.2.5.2

/L f(2)dz = / F(6() - ¢/ (B)at (+)

a jeho representaci jako kiivkového integralu druhého druhu (XXI.2.5.3)

[ £z = af (=) + i) G )

3.1. Véta. Necht je f(z,7) spojitd komplexni funkce dvou kompleznich
proménnyjch definovand vV xU kde U je oteviend, a necht je pro kazdé pevné
z €V funkce f(z,—) holomorfni v U. Bud L po édstech hladkd orientovand
krivka ve V.. Potom je pro v € U

d [ 0f(z)
d’)//Lf(Z’,wdz_/L—a’)/ dz

Dikaz. Pisme z =z + iy, y =a+if a
f(z,7) = P(fc y, o, B) +iQ(z, y, o, B).

Podle XXI1.2.5.3 mame pro F'(y) = [, f 1, f(z,7)dz z definice komplexniho kiivkového
integralu
F(v) =P(a, B) +iQ(c, B)
kde
P(a.8) = W (P(a,y.0.9), Q. poa. )
L
Q. 8) = ) (@, .. 9). Pyt )
L
Jelikoz je f holomorfni v ~, spliiuje rovnice g—g = % a g—g = —% a z

definice komplexniho kiivkového integralu a jeho vyjadreni podle XXI.2.5.3,
a z XXVIII.2.4.2, dostavame ze

oP oP  9Q\ 9Q oP\  0Q
a_a‘(ﬂ)/L<a_a’_a_a>‘(II)/L<aﬁ’aﬁ>‘aﬁ’
oP oP aQ\ 9Q oP\ 00
a7 =] (%"%)‘ (H)/L<aa’aa>‘ Pa
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a tedy je funkce F'() holomorfni v U. Uzitim formule pro derivaci z 2.1
konecné dostavame, ze

f(z7) oP  0Q\ | . 0Q 0P\ 0P 9Q dF
/L oy T “U/L (a—a*a—a)““”/ (a—m—a) =90 00 T 4y

g

3.2. Véta. Bud L po édstech hladkd orientovand krivka parametrizovand
pomoci ¢ a bud’te f, spojité komplexni funkce definované (aspor) na L. Pokud
fn stegnomérné konverguji k f plati

/szliin/Lfn.

Specidlné pokud Y| g, je stejnomérné konvergugici fada spojitych funkci
definovanych na L plati

[(En) =S/

Diikaz. Jelikoz je ¢ po castech hladkd je ¢ na L omezend, dejme tomu
¢islem A. Nésledkem toho je

[f(0(2)) - ¢'(1) = F(6(1) - &' (0)] = [(fu(@(1)) = f((F))) - &'(B)] =
= [fa(6(8)) = f(@@)] - [/ (O)] < [ful@(2)) — F(B(1))] - A

atedy f,, = f implikuje, ze (f,09) ¢ = (fop)- ¢ a muzeme uzit XVIIL.4.1
a formuli (x).
Pro druhé tvrzen{ si nynf staci uvedomit, ze [, (f+g)= [, f+ [, 9. O

Nésledujici véta bude formulovdna (podobné jako XXI.3.1) v obecnosti
v niz ji ve skutecnosti nebudeme dokazovat. Budeme ji vSak uzivat jen pro
kiivky se snadno rozdélitelnymi oblastmi (vzpomernte si na XXI.3.3 a déle
az do XXI.3.4.1) pro které presné dukazy méame.

3.3. Véta. 1. Necht md f derivaci na oteviené mnoziné U C C a necht
L je orientovand po ¢dstech hladkd jednoduchd uzaviend kiivka jejiz oblast je
obsazena v U. Potom je

f(z)dz = 0.
L
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2. Tato formule plati téZ v pripadé, Ze f neni definovdna v jednom bodé
oblasti krivky pokud je f omezend.
Diikaz. Podle XX1.2.5.3 méme pro f(z) = P(x,y) +iQ(z,y),

| £=af e-q)+imf @.p)

a podle Greenovy formule (at jiz mdme na mysli situaci z bodu 1 ¢ z bodu
2) dostavame

Jor= Lo 5) (55

protoze podle Cauchy-Riemannovych rovnic jsou funkce pod integraly | I
nulové. [

3.4. Pripomenme si, ze podmnozina U C C je konvezni je-li pro libovolné
dva body a,b € U celd usecka {z |z =a+t(b—a), 0 <t <1} obsazena v U.

Necht mé f derivaci v konvexni oteviené U. Zvolme a € U a pro libovolné

u € U deinujme
L(a,u)

jako orientovanou kivku parametrizovanou ¢(t) = a + t(u — a). Polozme

3.4.1. Tvrzeni. Funkce F je primitivni funkce k funkci f v U. To jest,
pro kazdé u € U (komplexni) derivace F'(u) existuje a je rovna f(u).

Diikaz. Bud' h takové, ze u 4+ h € U. Mame po ¢astech hladkou jednodu-
chou uzavienou kiivku

L(a,u) + L(u,u+ h) — L(a,u + h)

a tedy je podle 3.3.1 a XXI.2.4,

Fluth) = Flu) = /L(a,u+h) U /L(a,u) = /L(u,u+h) I

237



Uzijeme-li parametrizaci ¢ jako nahote (a piseme-li f = P +i()) dostaneme

pE@n) - Fa) = [ Fu+ thyde -

1 1
:%/ P(u+th)dt+z%/ Qu+ th)dt = Pu+ 0,h) + iQ(u + 6:h)
0 0

(pro posledni uzivame integralni vétu o stfedni hodnoté XI.3.3) a toto kon-

verguje k f(u) = P(u) +iQ(u). O

3.4.2. Poznamka. Konvexni U jsme brali jen pro pohodli. Obecnéji to
je mozno dokazat pro jednoduse souvislé U (“oteviené mnoziny bez dér”).
Misto L(a, u) je mozno brét orientované jednoduché oblouky L zac¢inajici v a
a konéici v u; integrél pres takovou L zavisi jen na a a u (coz je dusledek 3.3.1:
Pokud se takové dvé kiivky Ly, Ly dotknou jen v a a u uzijme jednoduchou
uzavienou kiivku L, — Lo; ale dé se to dokédzat i pro oblouky které se protnou).
Pro souvislé, ale ne jednoduse souvislé, U je vSak situace jina.

4. Cauchyova formule.

4.1. Lemma Bud K kruinice se stredem z a libovolngm polomérem r,
ortentovand proti sméru hodinovych rucicek. Potom je

Diikaz. Parametrizujme K pomoci ¢(t) = z+r(cost+isint), 0 <t < 27,
Potom je ¢/(t) = r(—sint + i cost) a tedy

d 2T oo t - t 2T
/ ¢ _ / r(—sin —l—»z f:os )dt _ / idt = 2mi,
kC—z o r(cost+isint) 0

jelikoz —sint +icost = i(cost +isint). O

4.1.1. Poznamka. Srovnejte tuto rovnost s piipadem s nulou v 3.3.2.
Funkce v tomto integralu je holomorfni vsude s vyjimkou jediného bodu.
Véta 3.3.2 ale nemuze byt uzita protoze f neni omezend v oblasti kiivky K.

4.2. Véta. (Cauchyova Formule) Necht md komplexni funkce jedné kom-
plexni proménné f derivaci v mnoziné U obsahujici uzavrenou oblast kruznice
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K se stredem z orientované proti smeéru hodinovijch rucicek. Potom je
1 f(©)
o | 2= rto)
T J C— 2
Diikaz. Mame

FO [ e fO- )
/Kc—zdc‘ P e

_ £(O) - () [ 101
-1 [ 725+ [ T =it e

Funkee ¢(¢) = (O f ) je holomorfni pro ¢ # z. V bodé z mé limitu, totiz

derivaci f'(z). Muze tedy byt doplnéna na spojitou funkci, tedy je omezen4,
a muzeme pouzit 3.3.2 a vidime, ze integral je 0. [

4.2.1. Poznamka. Cauchyova formule hraje v komplexnim diferencialnim
poctu centralni roli podobnou roli véty o stfedni hodnoté v realné analyse.
Néco z toho uvidime v pristi kapitole.

4.3. Véta. Mda-li komplexni funkce derivaci v okoli bodu z potom v tomto
okoli md derivace vsech rddi. Konkretnéji, mdme

1) = g [ A

Diikaz. To je bezprostiedni dusledek Cauchyovy formule a véty 3.1: staci
opakované derivovat za integra¢nim znaménkem. [J

4.3.1. Poznamka. Uz jsme si vSimli, Ze existence derivace v komplexnim
kontextu se lisf od derivovatelnosti v realné analyse. Ted vidime, Ze je to
mnohem silnéjsi vlastnost. V dalsi kapitole uvidime, ze jen mocninné fady
maji komplexni derivace.

4.4. Dusledek. Funkce f je holomorfni v otevirené mnoziné U prdvé
kdyz tam ma derivact pravé kdyZ tam md spojité parcidlni derivace splnugici
Cauchy-Riemannovy rovnice.

Dikaz. Mé-li f derivaci f’ m4 téz druhou derivaci f” a tedy f’ musi byt
spojitd. Druha implikace je ztejma. [

4.4.1. Poznamka. Jinymi slovy, vétu 2.2 je mozno obratit.
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Ptirozené vznika otazka, je-li mozno obratit vétu 2.1, t.j., zda postacuji sa-
motné Cauchy-Riemannovy podminky (zda je spojitost automaticky splnéna).
Odpoved je zdporna.

4.5. Tvrzeni. Komplexni funkce ma primitiond funkci v konvexnt oteviené
mnoziné U pravée kdyz tam md derivaci.

Dikaz. Ma-li derivaci, ma primitivni funkci podle 3.4.1. Naopak je-li F'
funkce primitivni k funkei f, méd podle 4.3 druhou derivaci F” = f'. O

(To je dalsi fakt silné kontrastujici s redlnou analysou.)
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XXIII. Nékolik dalsich fakt z komplexni analysy

1. Taylorova formule.

1.1. Véta. (Véta o Taylorovych faddch v komplexnim oboru) Bud f
holomorfni v néjakém okoli V' bodu a. Potom v dostatecné malém okoli U
bodu a muze byt psina jako rada

f(z) = f(a)+%f’(a)(z—a)—i—%f”(a)(z—a)2+---+%f"(a)(z—a)”+. L

Dikaz. Mame
1 1 1

= ’ z—a '’ (*)
C -z C C—a
Vezméme kruznici K se stfedem a a polomérem r takovym, ze cely prislusny
kruh (oblast kiivky K') je obsazen ve V. Zvolme ¢ s 0 < ¢ < 1 a okoli U
bodu a dost malé aby pro z € U bylo |z — a| < rq. Potom méme

i <g<Ll (%)

z
(eK = —a

Nyni ziskdme pro z € U z (%)
1 1 = (z—a\"
<_z—<_a(;<¢_a))

SO (=)
-z C —a —a
Spojitd funkce f je omezend na kompaktni kruznici K takze podle (xx) je

pro vhodné A,
zZ—a
2=

a tedy podle XVIIL.4.5 rada ZZO:O % (2:3) stejnomérné konverguje a

muzeme uzit XXII.3.2 a dostaneme

[ 295 19 () s e [ L
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Uzijme Cauchyovu formuli pro prvni integral a formuli XXII.4.3 pro posledni.
Tim konec¢né dostaneme

©_ 4(n)(g
Fey =3 Ty

n!

i

1.1.1. Poznamky. 1. Takze vSechny komplexni funkce s derivacemi v
okolich bodi mohou byt (lokdlné) vyjadfeny mocninnymi radami.

2. Srovnejte diukaz véty 1.1 s jeho protéjskem v realné analyse. Komplexni
varianta je vlastné mnohem jednodussi: piSeme prosté g—% jako vhodnou moc-
ninnou fadu a vezmeme integraly jednotlivych s¢itancu (jen musime védeét,
ze to smime udélat), a potom aplikujeme Cauchyovu formuli (a jeji derivace).
Samoziejmé, Cauchyova formule je velmi silny nastroj, ale to neni vSechno. V
realném oboru dokazujeme svym zpusobem obecnéjsi vétu: véta hovori také
o té spousté funkci, které maji jen nékolik derivaci.

1.2. Exponenciela a goniometrické funkce. Uzitim techniky kom-
plexni analysy muzeme nyni dokazat existenci goniometrickych funkci, o
nichz jsme dosud jen ptedpokladali, ze existuji. Nejprve definujeme expo-
nencialni funkci pro komplexni proménnou jako fadu

=1
z —.n
e=Y Lon
n=1
Tu jiz mame v redlném kontextu. Existenci (redlného) logaritmu jiz méme
dokdzénu (viz XI1.4), e” je jeji inverse a muze byt napsdna jako (redlnd)
Taylorova tada stejnou formuli.
Budeme potiebovat formuli pro soucet e
u a v. To je snadné:

Utv — e¥e? pro obecné komplexni

n=0 n=0 n=0 \k+r=n
B S —~ 1 1 k (n—k) | _ — 1 - n! k (n—k) | _
3 (St ) L (S ) -
n=0 k=0 n=0 k=0
-y (k)u =Y L
n=1 k=0 n=1



1.2.1. Nyni definujme (pro obecné komplexni z)

eiz — e 23 25 27
2i 315 7! ’
etz +e ¥ Z2 2’4 26
Cos z = =l-—=4+——-—=+
21 2! 4! 6!
Ziejmé mame
. Sin 2
lim =1
z—0 z

a vSe co jesté potfebujeme jsou souctové formule. Dokazme dejme tomu for-
muli pro sinus:

sinwu cosv + sinv cosu = Z((ei“ —e ™) (e + ) + (e —eT) (™ + ™))
i

T4
1 . ) . 1 . )

— Z(2€zu€w . 267w67w) — g(ez(u+v) _ efz(quv)) — sin(u + U).
{] ]

2. Véta o jednoznacnosti.

2.1. Piipomente si, ze polynomy stupné n shodujici se v n + 1 argu-
mentech jsou si rovné. Podivame-li se na mocninné fady jako na “polynomy
spocetného supné” muzeme si na okamzik myslet ze dvé rady shodujici se
v nekone¢né mnoha argumentech se uz také budou shodovat vsude. Takova
hypotéza je okamzité odmitnuta: vezméte sin x a konstantni 0.

Ve skutecnosti ale tato hypotéza neni az tak uplné Spatnd. Takové tvrzeni
totiz plati za predpokladu, ze mnozina bodu v vichz se funkce shoduji ma
hromadny bod (pfipomente si XVIL.3.1).

2.2. Nejprve dokazeme lokdlni variantu véty o jednoznacnosti.

Lemma. Bud'te f a g holomorfni na oteviené mnoziné U a bud ¢ v U.
Necht ¢, # ¢, c =lim, ¢, a f(c,) = g(c,) pro vsechna n. Potom se f shoduje
s g na nejakém okoli bodu c.

Dukaz. Staci dokazat, ze pokud f(c,) = 0 pro vsechna n je f(z) = 0 na
néjakém okoli bodu c.
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Jelikoz je ¢ € U, derivace f v ¢ existuje a tedy podle 1.1 je v dostatecné

malém okoli V' bodu ¢ -

) =S anlz = o),
k=0
Necht f neni na V konstantné nula, takZe nékteré z a; musi byt nenulové.
Bud a, prvni z nich. Je tedy

f(z) = (2 = &)"(an + an1(2 = ©) + Gnsa(z — ) + )

Rada g(2) = a, + any1(2 — €) 4 anya(z — )2 + - - - je spojitd funkece a g(0) =
a, # 0, a tedy g(z) # 0 v n¢jakém okoli W bodu ¢, a f(2) = (z — ¢)"g(z) je
ve W rovna 0 jen v ¢. Pro dost velké n je ale ¢, ve W —spor. [

2.3. Souvislost: jen nékolik fakt. Neprazdny metricky prostor X je
nesouvisly existuji-li v ném disjunktni neprazdné oteviené mnoziny U, V
takové, ze X = U U V. Je souvisly neni-li nesouvisly.

Rekneme, ze X je obloukové souvisly jestlize pro kterékoli dva body z,y €
X existuje spojité zobrazeni ¢ : (a,b) — X takové, ze ¢(a) = z a ¢(b) = y.

Samoziejmé mluvime o souvislé ¢i obloukové souvislé podmnozZiné met-
rického prostoru je li odpovidajici podprostor souvisly ¢i obloukové souvisly.

2.3.1. Poznamky. 1. Jsou dobré duvody pro to, aby prazdny prostor byl
povazovan za nesouvisly. Nase prostory ale stejné budou vSechny neprazdné.

2. Jelikoz uzaviené podmnoziny jsou presné dopliky otevienych, vidime,
ze X je nesouvisly prave kdyz existuji uzaviené A, B takové, ze X = AU B.

3. Obloukové souvislost znamend, samoziejmé, spojeni libovolnych dvou
bodu krivkami, zobecnime-li pojem kiivky v E, na libovolny metricky pro-
stor.

4. Vime-li, ze prostor X je souvisly, muzeme dokazat tvrzeni V(z) o
prvcich z € X tak, ze dokazeme, ze mnozina

{z | V(z) plati}

je neprazdna, oteviend a uzaviena.

2.3.2. Fakt. Kompakini interval {a,b) je souvisly.
Dukaz. Predpokladejme, ze je (a,b) = AUB s A, B disjunknimi uzavienymi,
a bud, dejme tomu, a € A. Polozme

s = sup{z | (a,z) C A}.
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Jelikoz € A mohou byt libovolné blizko bodu s, a s € A = - A. Pokud s < b
existuje x € B libovolné blizko k s coz ale znamena, ze s € B = B ve sporu
s disjunktnosti. Tedy je s = b a B je prazdné. [J

2.3.3. Fakt. Kazdy obloukové souvisly (neprazdny) prostor je souvisly.

Diikaz. Necht je X obloukové souvisly ale ne souvisly. Potom existuji
neprazdné oteviené U, V takové, ze X = U UV. Vyberme x € U ay € V.
Existuje spojité ¢ : (a,b) — X takové, ze ¢(a) = x a ¢(b) = y. Potom jsou
U' = ¢ [U], V' = ¢ ![V] neprazdné disjunktn{ oteviené mnoziny takové, ze
U UV ={(a,b) ve sporus 2.3.2. O

2.3.4. Fact. Oteviend podmnozina prostoru |, je souvisld prdve kdyz je
obloukové souvisld.
Diikaz. Bud U C E,, neprazdna oteviend. Pro € U definujme

Ulx) ={y € U|3¢: (a,b) = U, ¢(a) =z, $(b) = y}.

Mnoziny U(z) a U(y) jsou bud disjunktn{ nebo stejné (je-li z € U(x) NU(y)
zvolte orientované kiivky Li, Lo spojujici  se z a z s y; potom Li + Lo
z XXI.1.4 dokazuje, ze y € U(z) a uzijeme-li XXI.1.4 znovu, vidime, ze
Uly) € U(x)).

Dale, kazd4 U(x) je oteviend. Skutecné, bud y € U(x) a bud L oriento-
vana kiivka spojujici x s y. Jelikoz je U oteviend, existuje € > 0 takové,ze
Q(y,e) C U. Pro libovolné z € Q(y,e) mame orientovanou usecku K para-
metrizovanou jako 1 = (t — y +t(z —y)) : (0,1) = Q(y,¢) a tedy L + K
spojujici = se z. Je tedy Q(y,e) C U(x).

Jestlize nyni U neni obloukové souvisla existuji z,y takové, ze U(x) N
U(y) = 0, mnozina V = | J{U(y) |y € U, U(z) NU(y) = 0} je neprézdnd
oteviend, U(x) UV =U a U je tedy neni souvisla. [

2.4. Véta. Budte f a g holomorfni na souvislé oteviené mnoziné U a
necht existuji ¢ a ¢, # ¢ v U takové, Ze ¢ = lim, ¢, a f(c,) = g(c,) pro
vsechna n. Potom f =g.

Dikaz. Polozme

V={z]|z€U, f(u)=g(u) pro viechna u v néjakém okoli bodu z}.
Potom je V z definice oteviend, a podle 2.2 a predpokladu o ¢ neprazdn4.

Jestlize nyni z, € V alim, z, = z je podle 2.2, z € V takze V je téz uzaviena,
a tedy V = U ze souvislosti (viz 2.3.1.4). O
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3. Liouvilleova véta a
Zakladni véta algebry.

3.1. Lemma. Bud f komplexni funkce definovand na kruinici K s po-
lomérem r. Je-li |f(z)] < A pro vSechna z je

/Lf(z)dz

Diikaz. Parametrizujme L pomoci ¢ : (0,27) — C definované pfedpisem
o(t) = c+rcost+irsint aké ¢'(t) = —rsint +ircost a tedy |¢)]|, |¢]] < r.
Bud f = f; +ifs. Potom mdme

1=

<

< 8Amr.

2
<

2 2m 2
f<¢<t>>¢'<t>dt] Y T <
0 0 0 0

A%ﬁ% 4%h% K%ﬁ% A%ﬁ%

2 27 21 27
g/o |flu¢a|+/0 \sz¢’2|+/0 \flrr¢g|+/0 i) <

27 2m
< 4/ Ardt = 4A7‘/ dt = 4Ar2mr.
0 0

21
ﬁ%—iA fat

+ + + <

g

Poznamka. Tento odhad je velmi hruby, ale pro nase potieby staci.

Diikaz. Podle XXII.4.3 mame pro libovolnou kruznici K se stiedem z

() = 2! /K f(©) dc.

T 2w J (€ - 2)?

Bud |f(¢)| < A pro vsechna (. Zvolime li kruznici K s polomérem r bude
(C—2)2 =r?pro ( na K, a tedy

fQ) | A
(=22 >
Tedy podle lemmatu 3.1,
, 2 A 8A
|f'(2)] 5 8=



Jelikoz r mohlo byt libovolné veliké, je f'(z) konstantné nula, a tedy je f
konstanta. [J

3.3. Véta. (Zakladni Véta Algebry) Kazdy polynom p stupné deg(p) > 0
s komplexnimi koeficienty ma komplexni koren.
Diikaz. Necht polynom

p(z) =2"+a, 12"+ +arz + ag

nema koteny. Potom je holomorfni funkce

definovana na celé C. Polozme
R = 2nmax{|ao|, |a1], ..., |an_1],1}.
Potom pro |z| > R mdme
P > 12 = an 12" 4 o arz + agl2)] >
1 1 1 1
> n _ nfl_R>R n—1 _ nfl_R: nfl_R> ZR".
> [&f" ~ el SR 2 Rzl — " SR = e R >

Tedy je

2
>R < —.
H2R = 1)< o

Konecne, jelikoz je mnozina {z||z] < R} kompaktni, je spojitd funkce f
omezena také pro |z| < R, a tedy vsude. Tedy je podle Liouvilleovy véty f
konstantni a tedy je konstantni také p. [

4. Poznamky o konformnim zobrazeni.

4.1. Pripomenme si z analytické geometrie formuli pro kosinus thlu «
mezi dvéma (nenulovymi) vectory u a v:

uv

cosa = .
vl

V zhledem k této formuli budeme v této sekci rozumét vyraz “zachovavani

thlu mezi u a v’ jako zachovavani hodnoty ——.
(Tul[lvl]
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4.2. Bud U souvisld oteviend podmnozina C. Budeme se pfedevsim
zajimat o holomorfni funkce f a budeme uzivat (jako difve) znaceni f(z) =
flz +iy) = P(z,y) +iQ(z,y) pro f : U — C s parcidlnimi derivacemi. V
tomto znaceni jiz budeme pokracovat.

4.2.1. Pripomente si Jakobidan z XV.4 a také to, ze zobrazeni f : U — C
s parcialnimi derivacemi se nazyva regularni jestlize

D(f) _D(PQ) _ 92 9PN 9POQ QP
D)~ D(r.y) = det (‘g—fé—% == - £0. (reg)

4.2.2. Bud nyni f : U — C holomorfni. Potom se podle Cauchy-Riemannovych
podminek formule (reg) transformuje na

oPoQ 0QoP oP* 9P 9Q° 0Q°

dx oy Oxdy or 'y x| 0y
a vidime, ze

holomorfni f je reqularni na oteviené mnoziné U prdvé kdyz pro vSechna
zeU je f'(z) #0.

4.3. Rekneme, ze f : U — C je konformni zobrazend je-li reguldrni a
zachovava-li ihly, ¢imz mame na mysli ihly mezi tecnymi vektory kiivek
transformovanych zobrazenim f.

Ukazeme, ze konformni zobrazeni tzce souviseji s holomorfnimi.

4.4. Bud'te ¢, ¢ kiivky v U. Reguldrni zobrazeni f : U — C je transfor-
muje do ktivek
d=fo¢p a U=Ffor
v roviné C.

4.4.1. Lemma. Necht je f holomorfni. Potom mdme pro skaldrni soucin
uv tecnych vektoru (zde tecka - znamend ndsobeni redlnych cisel)

/ /_D(f>
"V =00)

¢y
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Diikaz. S pouzitim Cauchy-Riemannovych podminek dostaneme

oP oP
oo+ aqw, = (G004 506 ) (Grot+ Gouh) +
(9P oP
( ¢1 ¢ ) ( ¢1 @b ) =
oP oP
— (dho} + o) ((a—) + (a—y) ) -
Ul
4.4.2. Véta. Holomorfni zobrazeni f : U — C takové, Ze f'(z) # 0 pro

vsechna z € U je konformni.
Diikaz. Z lemmatu 4.4.1 zjistujeme téz, Ze pro normu plati ||®'[|? = ¥'¥’ =

D D .
B - 0’0 = B l|¢/||? takze

QU s8¢y’ @'

|||y’ - D D - / AT
R N e 7

Pripomente si 4.1. [
Poznamka. Podminka regularity, t.j., ze f'(z) # 0, je podstatna. Naptiklad

zobrazen{ f(z) = z? thly v z = 0 zdvojnésobuje.

4.5. Je, naopak, konformni zobrazeni nutné holomorfni? Ne, napiiklad
zobrazeni
conj=(z—2):C—C

je konformni (dokonce isometrické), ale holomorfni neni (viz XXII.1.2). Byla
by to ale trochu lacind odpovéd, kdybychom to na tom nechali. Ve skutecnosti
se nic horsiho nez intervence zobrazeni conj nemuze stat. Plati

Véta. Bud' U oteviend podmnozina roviny C a bud f : U — C regquldrni
zobrazeni. Potom jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni.

(1) f je konformni.
(2) f zachovdvd kolmost.

(3) Bud f nebo conj of je holomorfni.
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Diikaz. (1)=-(2) je trividlni a (3)=-(1) je v 4.4.2 (modifikace zobrazenim
conj je ziejma).

(2)=(3): Pidme (u,v) pro tecny vektor ¢/(¢) parametrizace kiivky ¢. Po
transformaci zobrazenim f z néj dostaneme

(ap P 90 aQ)

—u+ —v,—u+——v

ox Oy Oz Jy

Uvazujme nyni pro (u,v) dva kolmé vektory (a,b) a (—b, a). Potom skaldrni
soucin transformovanych vektoru

oP 0P, 0Q  0Q or, 0P  0Q, 0Q \
(8xa+ 8yb’ &Ea—l— 8yb) (_8xb+ ay&’_axb+ aya) =

= (CL2 — b2) <8_P8_P + a_Qa_Q> 4

o[22 () (22))

by mél byt nula. Speciélné pro (a,b) = (1,0) to da

IPOP  0Q0Q

%6y+8_$8y_0 (1)

a pro (a,b) = (1,1) dostaneme

)G -G -E) e

Nyni, protoze f je regularni, nékterd z parcidlnich derivaci, dejme tomu
99 (%), je nenulova (v argumentu na ktery se soustedujeme). Polozme

ox
\_ 9P (0Q -
- Oz \ Oz
takze mame & = /\‘?9—532 a rovnice (1) ddva )\%—5 + % = 0, a po substituci

téchto dvou rovnic do (2) ziskdme

(1+ A% (g—]yD)z = (1+)?) (2—?)2
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a jelikoz A je redlné, 1 + \? # 0 vidime, Ze

oP\?  [0Q\*

() - (5)-
Nyni je bud %—P = —% a potom z (1) plyne, zZe g—i = %, a f splnuje
Cauchy-Riemannovy podminky; jelikoz ty parcidlni derivace jsou spojité je
f holomorfni. Nebo je 42 = %90 a pak (1) dévd 28 = —% Potom podle
fetézcového pravidla conjo f spliuje Cauchy-Riemannovy podminky a tedy

je holomorfni. [

251



