
Opakováńı.
Věty o implicitńıch funkćıch. Úloha: řešit

systém rovnic

F1(x, y1, . . . , yn) = 0,

. . . . . . . . .

Fn(x, y1, . . . , yn) = 0

pro yi jako korektně definované fi(x)
(kde x = (x1, . . . , xn))

A. Jedna rovnice: F (x, y) = 0:
V okoĺı bodu (x0, y0) předp. o F :

spojité p. derivace do řádu k ≥ 1,

F (x0, y0) = 0 a

∣∣∣∣∂F (x0, y0)

∂y

∣∣∣∣ 6= 0.

Potom pro dost malé δ máme v

{x | ||x− x0|| < δ} × (y0 − δ, y0 + δ)

jednoznačná řešeńı (x, f (x)), a źıskaná
f má spojité p. derivace do řádu k.
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Dokázáno pro jednu proměnnou x.

Vlastnosti f mohou být pr̊uhledněǰśı označ́ıme-li po-

suny h1 = h a h2 = f (x+ h)− f (x) v Lagrangeově větě

červeně:

0 = F (t + h, f (t + h))− F (t, f (t)) =

= F (t + h, f (t) + (f (t + h)− f (t)))− F (t, f (t)) =

=
∂F (t + θh, f (t) + θ(f (t + h)− f (t)))

∂x
h

=
∂F (t + θh, f (t) + θ(f (t + h)− f (t)))

∂y
(f (t + h)− f (t))

tedy

f (t+h)−f (t) = −h·

∂F (t + θh, f (t) + θ(f (t + h)− f (t)))

∂x
∂F (t + θhf (t) + θ(f (t + h)− f (t)))

∂y
(∗)

pro nějaké θ mezi 0 a 1.Tedy je f spojitá,

|f (t + h)− f (t)| ≤ |h| ·
∣∣∣∣Ka
∣∣∣∣

a z (∗) dále

lim
h→0

f (t + h)− f (t)

h
= −

∂F (t, f (t))

∂x
∂F (t, f (t))

∂y
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Máme-li parciálńı derivace funkce F v
(x0, y0) můžeme z

f ′(f ) = −

∂F (t, f (t))

∂x
∂F (t, f (t))

∂y

poč́ıtat derivace

f ′(x0), f ′′(x0), f ′′′(x0), ...

a tedy

Taylorovy polynomy.
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B. Dvě rovnice:

F1(x, y1, y2) = 0,

F2(x, y1, y2) = 0.

Pro F1, F2 se spoj. p. d. do řádu k ≥ 1,
v okoĺı bodu (x0, y0

1, y
0
2) kde Fi(x

0, y0
1, y

0
2) = 0

źıskáme pro nějaké δ > 0 v oblasti

{x | ||x− x0|| < δ} × (y0
1 − δ, y0

1 + δ)× (y0
2 − δ, y0

2 + δ)

řešeńı (x, f1(x), f2(x), fi zase se spoj.
p.d. do řádu k.

Mı́sto

∣∣∣∣∂F (x0,y0)
∂y

∣∣∣∣ 6= 0 se předpokládá∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂F1

∂y1
,
∂F1

∂y2

∂F2

∂y1
,
∂F2

∂y2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = det

(
∂Fi
∂yj

)
i,j

6= 0.

4



Jacobiho determinant.

Pro konečnou posloupnost funkćı

F(x, y) = (F1(x, y1, . . . , ym), . . . , Fm(x, y1, . . . , ym)).

a pro y = (y1, . . . , ym) se definuje
Jacobiho determinant (krátce, Jacobián)

D(F)

D(y)
= det

(
∂Fi
∂yj

)
i,j=1,...,m

Svým zp̊usobem jde o rozš́ı̌reńı derivace
jedné F podle jednoho y: máme

D(F )

D(y)
=
∂F

∂y
.

takže následuj́ıćı věta přicháźı jako rozš́ı̌reńı
věty řeš́ıćı jednu rovnici.
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Poznámka stranou. Studenti snad věd́ı z lineárńı al-

gebry že (absolutńı hodnota) determinant(u)∣∣∣∣∣∣
a11, a12, . . . , a1n

. . . , . . . , . . .

an1, an2, . . . , ann

∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

je objem rovnoběžnostěnu určeného vektory (a11, a12, . . . , a1n),...,

(a11, a12, . . . , a1n).
(Jako snadné cvičeńı dokažte, že plocha rovnoběžńıka

.

(b1, b2)

33

(a1, a2)

FF

(0, 0)

DD

44

je a1b2 − a2b1 =

∣∣∣∣ a1, a2b1, b2

∣∣∣∣.)
Takže, stejně jako funkce f při transformaci intervalu

(a, b) na (f (a), f (b)) natahuje nebo stlačuje délky malých

kousk̊u intervalu okolo x v poměru (absolutńı) hodnoty

derivace df
dx v x, vektorová funkce f = (f1, . . . , fn) při

transformaci oblasti U ⊆ En na f [U ] natahuje nebo

stlačuje objemy malých kousk̊u oblastiU okolo x v poměru

(absolutńı) hodnoty Jakobiánu D(f)
D(x).
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Věta. Bud’te Fi(x, y1, . . . , ym), i = 1, . . . ,m, funkce

n+m proměnných se spojitými p. derivacemi do řádu

k ≥ 1. Bud’

F(x0, y0) = o

a
D(F)

D(y)
(x0, y0) 6= 0.

Potom existuj́ı δ > 0 a ∆ > 0 takové, že pro každé

x ∈ (x0
1 − δ, x0

1 + δ)× · · · × (x0
n − δ, x0

n + δ)

existuje právě jedno

y ∈ (y0
1 −∆, y0

1 + ∆)× · · · × (y0
m −∆, x0

m + ∆)

takové, že

F(x, y) = 0.

(To jest,
F1(x, y1, . . . , yn) = 0,

. . . . . . . . .

Fn(x, y1, . . . , yn) = 0. )

Ṕı̌seme-li toto y jako vectorovou funkci f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)),

maj́ı fi spojité parciálńı derivace do řádu k.
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Aplikace:
vázané extrémy.
Lokálńı extrémy funkce f jedné proměnné.

f byla, dejme tomu, definována na intervalu a měla de-

rivaci na vnitřku toho intervalu. Uvažovali jsme body v

nichž byla derivace 0, a nav́ıc kraje intervalu. A ani pro

složitěš́ı zadáńı to nebylo o mnoho těžš́ı.

Pro funkce několika proměnných je hledáńı
kandidát̊u pro lokálńı extrémy ve vnitřńıch
bodech definičńıho oboru stejně snadné
(a ze stejných d̊uvod̊u): v mı́stech lokálńıch
extrémů a muśı být

∂f

∂xi
(a) = 0, i = 1, . . . , n. (∗)

Ale bod̊u na kraji je ted’ nekonečně mnoho.
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Př́ıklad.
Hledáme lokálńı extrémy funkce

f (x, y) = x + 2y

na kruhu

B = {(x, y) |x2 + y2 ≤ 1}.
Kruh B je kompaktńı a tedy funkce f
nabývá maxima i minima na B.

Žádné z nich ale neńı uvnitř kruhu:
konstantně máme ∂f

∂x = 1 and ∂f
∂y =

2; ty extrémy tedy muśı být někde v
nekonečné množině {(x, y) |x2 + y2 =
1}, a pravidlo (∗) nám nepomůže.
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Př́ıstup: zkusme naj́ı extrémy funkce
f (x1, . . . , xn) jako podř́ızené vazbám
gi(x1, . . . , xn) = 0, i = 1, . . . , k.

Věta. Bud’te f, g1, . . . , gk reálné funkce definované

na otevřené množině D ⊆ En; necht’ maj́ı spojité

parciálńı derivace. Necht’ je hodnost matice

M =


∂g1

∂x1
, . . . ,

∂g1

∂xn
. . . , . . . , . . .
∂gk
∂x1

, . . . ,
∂gk
∂xn


maximálńı, tedy k, v každém bodě oboru D.

Jestlǐze funkce f nabývá v bodě a = (a1, . . . , an)

lokálńıho extrému podmı́něného vazbami

gi(x1, . . . , xn) = 0, i = 1, . . . , k,

existuj́ı č́ısla λ1, . . . , λk taková, že pro každé i = 1, . . . , n

plat́ı

∂f (a)

∂xi
+

k∑
j=1

λj ·
∂gj(a)

∂xi
= 0.
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Zpět k př́ıkladu: jak to pomůže.

Máme ∂f
∂x = 1 and ∂f

∂y = 2, g(x, y) =

x2 + y2 − 1 takže ∂g
∂x = 2x a ∂g

∂y = 2y.

Máme tedy jedno λ které splňuje dvě
rovnice

1 + λ · 2x = 0 and 2 + λ · 2y = 0.

To je možné jen když y = 2x. Tedy,
jelikož x2 + y2 = 1, dostáváme 5x2 = 1
a tedy x = ± 1√

5
; to lokalizuje extrémy

do ( 1√
5
, 2√

5
) a (−1√

5
−2√

5
).
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Poznámky.
1. Funkce f, gi jsou definovány na otevřené
D takže můžeme derivovat kde potřebujeme.
V typických aplikaćıch pracujeme s funk-
cemi které mohou být rozš́ı̌reny na otevřené
množiny obsahuj́ıćı oblasti o které jde.

2. Śıla tvrzeńı je v tom, že
předpokládáme existenci č́ısel

λ1, . . . , λk

splňuj́ıćıch v́ıc než k rovnic, jak
jsme ostatně viděli na řešeńı úlohy
z př́ıkladu.

3. Č́ısla λi jsou známa jako Lagrange-
ovy multiplikátory.

12



D̊ukaz Věty. Matice M má hodnost
k právě když aspoň jedna jej́ı k×k pod-
matice M je regulárńı (a tedy má nenu-
lový determinant). Dejme tomu,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂g1

∂x1
, . . . ,

∂g1

∂xk

. . . , . . . , . . .

∂gk
∂x1

, . . . ,
∂gk
∂xk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0. (1)

Potom podle Věty o implicitńıch funkćıch
máme v okoĺı bodu a funkce φi(xk+1, . . . , xn)
se spojitými parciálńımi derivacemi ta-
kové, že (pǐsme x̃ pro (xk+1, . . . , xn))

gi(φ1(x̃), . . . , φk(x̃), x̃) = 0 pro i = 1, . . . , k.
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Tedy, lokálńı maximum nebo minimum
funkce f (x) at a podmı́něné danými vazbami
dává lokálńı maximum či minimum (ne-
podmı́něné) funkce

F (x̃) = f (φ1(x̃), . . . , φk(x̃), x̃),

v ã, a tedy je

∂F (ã)

∂xi
= 0 for i = k + 1, . . . , n,

to jest, podle řet́ızkového pravidla,
k∑
r=1

∂f (a)

∂xr

∂φr(ã)

∂xi
+
∂f (a)

∂xi
for i = k + 1, . . . , n. (2)

Derivuj́ıce konstantńı gi(φ1(x̃), . . . , φ(x̃), x̃) =
0 dostaneme pro j = 1, . . . , k,

k∑
r=1

∂gj(a)

∂xr

∂φr(ã)

∂xi
+
∂gj(a)

∂xi
for i = k+1, . . . , n. (3)
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Užijme znovu (1) (nenulový determi-
nant). Vzhledem k hodnosti matice má
systém lineárńıch rovnic

∂f (a)

∂xi
+

n∑
j=1

λj·
∂gj(a)

∂xi
= 0, i = 1, . . . , k,

jediné řešeńı λ1, . . . , λk. To jsou rov-
nosti z tvrzeńı, ale jen pro i ≤ k. Muśıme
ještě dokázat, že to plat́ı i pro i > k.
Podle (2) a (3) je pro i > k

∂f (a)

∂xi
+

n∑
j=1

λj ·
∂gj(a)

∂xi
=

= −
k∑
r=1

∂f (a)

∂xr

∂φr(ã)

∂xi
−

k∑
j=1

λj

k∑
r=1

∂gj(a)

∂xr

∂φr(ã)

∂xi
=

= −
n∑
r=1

∂f (a)

∂xi
+

n∑
j=1

λj ·
∂gj(a)

∂xi

 ∂φr(ã)

∂xi
=

= −
n∑
r=1

0 · ∂φr(ã)

∂xi
= 0.
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Daľśı užit́ı Věty o IF:
Regulárńı zobrazeńı.

Bud’ U ⊆ En otevřená a necht’ maj́ı

fi, i = 1, . . . , n,

spojité parciálńı derivace. Řekneme, že
výsledné zobrazeńı

f = (f1, . . . , fn) : U → En
je regulárńı jestliže je

D(f)

D(x)
(x) 6= 0

pro všechny body x ∈ U .
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Tvrzeńı. Je-li f : U → En regulárńı,
je obraz f [V ] každé otevřené podmnožiny
V ⊆ U otevřený.

Komentář před d̊ukazem: Obrazy přidané
k nutným vzor̊um. Podobnost s obrazy
uzavřených podmnožin v kompaktńım
př́ıpadě.
D̊ukaz. Vezměme f (x0) = y0. Definujme F : V × En →
En předpisem

Fi(x, y) = fi(x)− yi. (∗)

Potom je F(x0, y0) = o a D(F)
D(x) 6= 0, a tedy můžeme použ́ıt

větu o IF a dostaneme δ > 0 a ∆ > 0 taková, že pro

každé y takové, že ||y − y0|| < δ existuje x takové, že

||x− x0|| < ∆ a Fi(x, y) = fi(x)−yi = 0. To znamená, že

máme f(x) = y (pozor: yi jsou zde proměnné, xj hledané

funkce), a

Ω(y0, δ) = {y | ||y − y0|| < δ} ⊆ f [V ].
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Tvrzeńı. Bud’ f : U → En regulárńı
zobrazeńı. Potom pro každé x0 ∈ U
existuje otevřené okoĺı V takové, že
restrikce f|V je prosté zobrazeńı. Nadto,
zobrazeńı g : f [V ] → En k f|V in-
versńı je regulárńı.
D̊ukaz. Znovu použijeme zobrazeńı F = (F1, . . . , Fn) kde

Fi(x, y) = fi(x) − yi, jako v předchoźım. Pro dost malé

∆ > 0 máme právě jedno x = g(y) takové, že F(x, y) =

0 a ||x− x0|| < ∆. Toto g má nav́ıc spojité parciálńı

derivace. Máme

D(id) = D(f ◦ g) = D(f) ·D(g).

Podle řet́ızkového pravidla (a věty o násobeńı determi-

nant̊u) je

D(f)

D(x)
· D(g)

D(y)
= detD(f) · detD(g) = 1

a ted je pro každé y ∈ f [V ], D(g)
D(y)(y) 6= 0.

Důsledek. Prosté regulárńı zobra-
zeńı f : U → En má regulárńı inversi
g : f [U ]→ En.
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Podrobnosti.
Text: Kapitola XV, Sekce 4, 6 a 5
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