Opakovani.
Veéty o implicitnich funkcich. Uloha: resit
systém rovnic

Fl(X,yl,...,yn) :Oa

Fn(x7y17'° 7yn> =0
pro 1; jako korektné definované f;(x)
(kde x = (21, ..., 2p))

A. Jedna rovnice: F(x,y) = 0:
V okoli bodu (x,yg) predp. o F:
spojité p. derivace do rddu k > 1,

8F<XO ) yO)
dy

F(x",y0) =0 a ‘ # 0.

Potom pro dost malé 0 mame v
{x| []x =x"|| <6} x (yo— 0,40+ )

jednoznacnd tesent (X, f(x)), a ziskand
f mad spojité p. derivace do radu k.
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Dokazano pro jednu proménnou x.

Vlastnosti f mohou byt prihlednéjsi oznacime-li po-
suny hy = h a hy = f(z+ h) — f(x) v Lagrangeove veéte
cervene:
0=F(t+h,f(t+h)—F(t, f(t) =
= F(t+h, f(t)+ (f{t+h) = f(1))

— F(t, f(t) =
_OF(t+0h, fO)+0(f(t+h) — f(1),

ox
_OF({t+0n, f(t) + 0(f(t + 1) — [(1))
_ 5 (f(t+h)—f(t))
tedy
OF (t+0h, f(t) + 0(f(t +h) — f(1)))
B Ox
TR =10 = = o i + 0 = 1) = F)))
y

(*)

pro néjaké 6 mezi 0 a 1. Tedy je f spojita,

[ft+h) = ft)] <

az (x) dale
OF(t, f(t))
O fEh) —f0) g
h—0 h OF(t, f(t))




Mame-li parcialni derivace funkce F' v
(x0, yg) muzeme z

OF (L, £(1)

/ _ ox

P =570
Ay

pocitat derivace

f(xo), 1 (zo), " (z0), ...

a tedy
Taylorovy polynomy.



B. Dvé rovnice:

Fi(x,y1,92) = 0,

Fy(x,y1,2) = 0.
Pro F7p, F5 se spoj. p. d. dotadu k > 1,
v okoli bodu (xq, y?, yg) kde F,,;(xo,.y?, yg) =0
ziskame pro néjaké 0 > 0 v oblasti

{xIlx = x| <&} x (41 — 6,90 +9) x (y2 — 0,95 + )

teseni (X, f1(x), fo(x), fi zase se spoj.
p.d. do radu k.

0
Ml/StO aF(g 7y0>
Yy

= () se predpoklada

oFy O0F;
oyp’ 0O :
g = det <@> = ().
0Fy 0F) ayj i
Oy1" Oy

J




Jacobiho determinant.
Pro konecnou posloupnost funkei

Fx,y) = (F1(% Y1y - s Ym)s - s Fn(X Y1, - YUm))-

aproy = (y1,...,ym) se definuje
Jacobiho determinant (kratce, Jacobidn)

D(F) (3@)
D(y) Iy ij=1,...m

Svym zpusobem jde o rozsiteni derivace
jedné F' podle jednoho y: mame

D(F) OF

D(y) 0Oy
takze nasledujici véta prichazi jako rozsireni
vety Tesici jednu rovnici.




Poznamka stranou. Studenti snad védi z linearni al-
gebry ze (absolutni hodnota) determinant(u)

ail, a12,...,0a1n
0.
anl, An2, y Ann
je objem rovnobéznosténu uréeného vektory (a1, aio, - . ., ain),...,
(CLH, aig, ..., aln).

(Jako snadné cviceni dokazte, Ze plocha rovnobéznika

(b1, b2)

(0,0)

ay, az
b1, by
Takze, stejné jako funkce f prii transformaci intervalu

(a,b)na (f(a), f(b)) natahuje nebo stlacuje délky malych

je arby — asb) =

kousku intervalu okolo z v poméru (absolutni) hodnoty

derivace % v x, vektorova funkce f = (f1,..., f,) pii

transformaci oblasti U C E, na f[U| natahuje nebo
stlacuje objemy malych kousku oblasti U okolo x v poméru

(absolutni) hodnoty Jakobidnu %.
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Veéta. Bud'te Fy(X,y1,...,Yn), ¢ = 1,...,m, funkce
n+m proménnych se spojitymi p. deriwacems do radu

k> 1. Bud
F(xo,yo) =0
) D(F), » o
D(y)(x ,y') # 0.

Potom existugi 6 > 0 a A > 0 takové, Ze pro kazZdé
x€ (20 —6,204+60) x - x (22 —6,2° +9)
existuje pravé jedno
Y€ (W — Ay +A) X X (g, — Az, + A)

takové, Ze
F(x,y) =0.
(To jest,
Fl(x7y17'° 7yn) — 07

Fo(X, 91, ,yn) =0. )

Piseme-li toto y jako vectorovou funkci f(x) = (f1(x), ..

maji f; spojité parcialni derivace do Tadu k.
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Aplikace:

vazané extrémy.

Lokalni extrémy funkce f jedné promeénné.

f byla, dejme tomu, definovana na intervalu a méla de-
rivaci na vnitfku toho intervalu. Uvazovali jsme body v

nichz byla derivace 0, a navic kraje intervalu. A ani pro

~o. v/

Pro funkce nékolika proménnych je hledani
kandidatu pro lokalni extrémy ve vnitrnich
bodech definicniho oborustejné snadné
(a ze stejnych duvodu): v mistech lokalnich
extrému a musi byt

of
65(37;

Ale bodu na kraji je ted nekoneéné mnoho.

(@)=0, i=1,...,n. (¥



Priklad.

Hledame lokalni extrémy funkce

flz,y) =2+ 2y

na kruhu
B={(z,y)|z"+y° < 1}.

Kruh B je kompaktni a tedy funkce f
nabyva maxima i minima na B.
Zadné z nich ale neni uvnitt kruhu:

of _

konstantné mame z- = 1 and 5’f

2; ty extrémy tedy musi byt nekde Y
nekoneéné mnoziné {(x,y) | x? + oy

1}, a pravidlo (x) nam nepomuize.



Pristup: zkusme naji extrémy funkce

flz,..

gi(xy, ...,
Véta. Budte f, g1, ...

an):O,Z:l,,k

., xp) jako podrizené vazbdm

, gr. realné funkce definované

na oteviené mnoziné D C E,; necht maji spojité
parcidlni derivace. Necht je hodnost matice

% dg1
oxy” ' Ox,
M=1 ..., ..., ...
Ogk I
ox, ' Oz,

maximalni, tedy k, v kazZdém bodé oboru D.
Jestlize funkce f nabyvd v bodé a = (aq,...,a,)
lokdlniho extrému podminéného vazbami

existugi ¢isla Ay, ..., A\ takovd, Ze pro kazdéi1 =1, ...

plati

gi(xy,...,xy) =0, i=1,... k,

0f(a) Z \ 2@
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Zpét k prikladu: jak to pomuze.
Méame af = 1 and a}’j =2 g(x,y) =

x+y—1takzeg Qxagg—Zy.

Mame tedy jedno A které Splnuje dve
rovnice

1+ A-2x=0 and 24+ A-2y =0.

To je mozné jen kdyz y = 2x. Tedy,
jelikoz 2 + y? = 1, dostdvame 5z2 = 1
a tedy © = i\%; to lokalizuje extrémy

do (578 » (757)
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Poznamky.

1. Funkce f, g; jsou definovany na oteviené
D takze muzeme derivovat kde potfebujeme.
V typickych aplikacich pracujeme s funk-
cemi které mohou byt rozsireny na oteviené
mnoziny obsahujici oblasti o které jde.

2. Sila tvrzeni je v tom, Ze
predpokladame existenci Cisel

A, A

splinujicich vic neZ k rovnic, jak
jsme ostatné vidéli na resSeni ulohy
z prikladu.

3. Cisla \; jsou zndma jako Lagrange-
ovy multiplikdatory.
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Dukaz Veéty. Matice M ma hodnost
k praveé kdyz aspon jedna jeji k X k pod-
matice M je regularni (a tedy ma nenu-
lovy determinant). Dejme tomu,

99 991

oxr, ' Oxp

........... £ 0. (1)

99 99k

ory’ 7 Oxp
Potom podle Véty o implicitnich funkecich
mame v okoli bodu a funkce ¢;(xp 1, ..., 2n)
se spojitymi parcialnimi derivacemi ta-
kové, Ze (piSme X pro (Tpyi,...,%n))

Gi($1R), ..., (), %) =0 pro i=1,....k
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Tedy, lokalni maximum nebo minimum
funkce f(x) at @ podminéné danymi vazbami
dava lokalni maximum ¢i minimum (ne-
podminéné) funkce

F(x) = f(o1(x), ..., ox(X),X),
v a, a tedy je
O0F(a)
ox;

to jest podle retizkového pravidla,

=0 for 1=k+1,...,n,

a)9¢.(a)  O/f(a) -
Z @xr 8552 &CZ for i=k+1,...,n. (2

Derivujice konstantni g;(¢1(x), ..., ¢(X),x) =
0 dostaneme pro 57 =1,...,k,

k -
dg;(a) d¢r(a)  g,(a) -
;Zl 0. Or, + O, for i=k+1,..., n. (3)
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Uzijme znovu (1) (nenulovy determi-
nant). Vzhledem k hodnosti matice ma
Systém linearnich rovnic

jediné feSeni A1,...,Ar. To jsou rov-
nosti z tvrzeni, ale jen pros < k. Musime
jesté dokazat, ze to plati 1 pro 7 > k.
Podle (2) a (3) je pro i > k

835@ Z Aj (?j:z:Z -

2)00,(3) <. <~ 0g;(a)0s,(a
_ Z@azr ?Q—Z%Z g;(a) d¢,(a) _

- ag]() aﬁbr()_
Z(@azl 21 o 8:@) or;
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Dalsi uziti Véty o IF:
Regularni zobrazeni.
Bud U C E,, otevien4 a necht maji
f?:? iz]‘?"'?”?

spojité parcialni derivace. Rekneme, Ze
vysledné zobrazeni

fz(fl?)fn)U%En
je reqularni jestlize je

D(F)

pro vsechny body x € U.
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Tvrzeni. Je-li f : U — E,, requldarni,
je obraz V] kazdé otevrené podmmnoziny
V C U otevreny.

Komentar pred dukazem: Obrazy pridané
k nutnym vzorum. Podobnost s obrazy
uzavienych podmnozin v kompaktnim
pripade.

Diikaz. Vezméme f(xY) = y". Definujme F : V x E,, —
E,, predpisem

Fi(x,y) = fi(x) — ;. (%)

Potom je F(x’,y") =0 a % £ 0, a tedy muzeme pouzit

vétu o IF a dostaneme 6 > 0 a A > 0 takova, ze pro
kazdé y takové, ze |y — y°| < § existuje x takové, Ze
Ix — x°| < AaFj(x,y) = fi(x)—y; = 0. To znamena, zZe
mame f(x) =y (pozor: y; jsou zde promenné, x; hledané
funkce), a

Qy”, 0) = {y|ly —¥°] <8} Cf[V].
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Tvrzeni. Bud f: U — E,, requldrni
zobrazeni. Potom pro kazdé x" € U
existuje otevrené okoli V' takové, Ze
restrikce £|V je prosté zobrazeni. Nadto,
zobrazeni g . flV]| — E, k f|V in-
versni je requldrni.

Dukaz. Znovu pouzijeme zobrazeni F = (Fy, ..., F},) kde
Fi(x,y) = fi(x) — y;, jako v predchozim. Pro dost malé
A > 0 mame prave jedno x = g(y) takové, ze F(x,y) =
0a|x—x"] < A. Toto g méa navic spojité parcialni
derivace. Mame

D(id) = D(f o g) = D(f) - D(g).

Podle fetizkového pravidla (a véty o nasobeni determi-
nantu) je

D(f) D(g)
D(x) D(y)
a ted je pro kazdé y € f[V], 5 D(g ()740

= detD(f) - detD(g) =1

Dusledek. Pmste requldrni zobra-
zent £ : U — K, md requldrni inversi
g flUl — E,

18



Podrobnosti.
Text: Kapitola XV, Sekce 4, 6 a 5
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