
Vzpomı́nka na lineárńı algebru

U s baśı u1, . . . ,un, x ∈ U
x = x1u1 + · · · + xnun,

x 7→ (x1, . . . , xn) (souřadnice)

Lineárńı zobrazeńı L : U → R do-
stane tvar

L(x) =
∑
i

xiL(ui) =
∑
i

Aixi

kde L(ui) = Ai (srovnejte s tot. diff.).

Když je nyńı v V base v1, . . . , vm a
α lineárńı zobrazeńı U → V máme pro
α(ui) =

∑
j Aijvj a A matici (aij)ij

α(x) =
∑
i

xiL(ui) =
∑
i

xi
∑
j

Aijvj =

=
∑
j

(
∑
i

xiAij)vj = xA
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Posledńı je maticové vynásobeńı x
representovaného jako (x1, . . . , xn)
s matićı A.

Tedy máme-li podobně daľśı β : V →
W s matićı B bude pro složené zobra-
zeńı

x 7→ (xA)B = x(AB).

Tedy:
jsou-li lineárńı zobrazeńı represen-

továny maticemi A a B, je jejich složeńı
representováno maticovým součinem

AB.
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Opakováńı. Součin, hlavně si připomeňme,
že v (

∏n
i=1Xi, d) =

∏n
i=1(Xi, di) zavád́ıme

metriku

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = max
i
di(xi, yi).

Zejména je

(En, σ) =

n krát︷ ︸︸ ︷
R× · · · × R = Rn.

Parciálńı derivace jsou standardńı
derivace, limity

lim
h→0

f (. . . xk−1, xk + h, xk+1 . . . )− f (x1, . . . )

h
.

Označeńı

∂f (x1, . . . , xn)

∂xk
Neuspokojivé, neimplikuje ani spojitost
(ale to už nás asi nepřekvapuje).
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Zejména nemáme analogii formule

(∗) f (x + h)− f (x) = Ah + |h| · µ(h)

v té byla geometrie (tečna) a aproxi-
mace, ty ted’ scháźı.

Zavád́ı se pojem totálńıho diferenciálu
µ spojitá v okoĺı U bodu o taková, že

µ(o) = 0
a č́ısla A1, . . . , An pro která

f (a+h)− f (a) =

n∑
k=1

Akhk + ||h||µ(h)

To opravdu rozšǐruje (∗) nahoře, vysvětlit.
Implikuje to parciálńı derivace, ale ne

naopak
ALE: plyne to ze spojitých parciálńıch

derivaćı. Komentář.

4



Jak se s parciálńımi derivacemi poč́ıtá:
aritmetická pravidla jako pro obyčejné
derivace, skládáńı složitěǰśı.

Věta. Necht’ má f (x)
totálńı diferenciál v bodě a. Necht’

maj́ı gk(t) derivace v bodě b a necht’ je
gk(b) = ak pro k = 1, . . . , n. Položme

F (t) = f (g(t)) = f (g1(t), . . . , gn(t)).

Potom má F derivaci v b, totǐz

F ′(b) =

n∑
k=1

∂f (a)

∂xk
· g′k(b).
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Důsledek. (Řetězové Pravidlo) Ne-
cht’ má f (x) totálńı diferenciál v bodě
a. Necht’ maj́ı funkce gk(t1, . . . , tr) parciálńı
derivace v b = (b1, . . . , br) a necht’ je
gk(b) = ak pro k = 1, . . . , n. Potom
má funkce

(f◦g)(t1, . . . , tr) = f (g(t)) = f (g1(tt), . . . , gn(t))

všechny parciálńı derivace v b, a plat́ı

∂(f ◦ g)(b)

∂tj
=

n∑
k=1

∂f (a)

∂xk
· ∂gk(b)

∂tj
.
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Skládali jsme

Ek
g−→ En

f−→ R
Skládejme mı́stof m-tici funkćı

f = (f1 . . . , fm), tedy f : En→ Em

Ek
g−→ En

f−→ Em
Pravidlo z předchoźı věty dá tedy

∂(fi ◦ g)(b)

∂tj
=

n∑
k=1

∂fi(a)

∂xk
· ∂gk(b)

∂tj
.

Zavedeme-li matice Df =
(
∂fi(a)
∂xk

)
ik

je

D(f◦g) = Df·Dg (napravo násobeńı matic)

a tak to má být. Dh je matice lineárńı
aproximace funkce h:

lineárńı aproximace se skládaj́ı spolu
s aproximovanými funkcemi.
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Aritmetická pravidla z řetězového.

Násobeńı.
f (u, v) = u · v. Potom ∂f

∂u = v, ∂f∂v = u
a pro u = φ(x) a v = ψ(x)

(φ(x).ψ(x))′ =
∂f

∂u
φ′(x) +

∂f

∂v
ψ′(x) =

= ψ(x)φ′(x) + φ(x)ψ′(x)

Děleńı.
f (u, v) = u

v . Potom ∂f
∂u = 1

v , ∂f∂v = − u
v2

a pro u = φ(x) a v = ψ(x)(
φ(x)

ψ(x)

)′
=
∂f

∂u
φ′(x)− ∂f

∂v
ψ′(x) =

=
1

ψ(x)
φ′(x) +

φ(x)

ψ(x)2
ψ′(x) =

=
ψ(x)φ′(x)− φ(x)ψ′(x)

ψ(x)2
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U ⊆ En je konvexńı jestliže

x, y ∈ U ⇒ ∀t, 0 ≤ t ≤ 1, (1−t)x+ty = x+t(y−x) ∈ U.

Lagrange v několika proměnných.

Tvrzeńı. Necht’ má f spojité parciálńı
derivace v konvexńı otevřené množině
U ⊆ En. Potom pro libovolné dva
body x, y ∈ D existuje θ, 0 ≤ θ ≤ 1,
takové, že

f (y)− f (x) =

n∑
j=1

∂f (x + θ(y − x))

∂xj
(yj − xj).

D̊ukaz. F (t) = f (x+t(y−x)) je F =
f ◦ g s g kde gj(t) = xj + t(yj − xj), a

F ′(t) =

n∑
j=1

∂f (g(t))

∂xj
g′j(t) =

n∑
j=1

∂f (g(t))

∂xj
(yj − xj).

Podle Lagrangeovy věty

f (y)− f (x) = F (1)− F (0) = F ′(θ).
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Poznámka. Tato formule se často už́ıvá
ve tvaru

f (x + h)− f (x) =

n∑
j=1

∂f (x + θh)

∂xj
hj.

Srovnejte ji s formuĺı pro totálńı dife-
renciál:

f (x+h)−f (x) =

n∑
j=1

∂f (x)

∂xj
hj+||h||µ(h)
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Když parciálńı derivace
∂f (x1,...,xn)

∂xk
exis-

tuje pro všechna (x1, . . . , xn) v nějaké
oblasti D′ máme funkci

∂f

∂xk
: D′→ R.

Máme-li funkci g(x) =
∂f (x)
∂xk

potom po-

dobně jako poč́ıtáńı druhé derivace funkce
jedné proměnné můžeme poč́ıtat druhé
derivace funkce f (x), tedy

∂g(x)

∂xl
.

Výsledek, pokud existuje, se pak znač́ı

∂2f (x)

∂xk∂xl
.
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Iterováńım této procedury dostaneme

∂rf (x)

∂xk1
∂xk2

. . . ∂xkr
,

parciálńı derivace řádu r.
Řád je dán t́ım, kolikrát derivujeme,

ne t́ım, kolikrát se to opakuje v jednot-
livých proměnných.

∂3f (x, y, z)

∂x∂y∂z
a

∂3f (x, y, z)

∂x∂x∂x

jsou derivace třet́ıho řádu.
Derivováńı podle téže proměnné těsně

za sebou se ṕı̌se jako exponent, např.

∂5f (x, y)

∂x2∂y3
=

∂5f (x, y)

∂x∂x∂x∂y∂y
,

∂5f (x, y)

∂x2∂y2∂x
=

∂5f (x, y)

∂x∂x∂y∂y∂x
.
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Př́ıklad který něco napov́ı.
Poč́ıtejme “smı́̌sené” derivace druhého
řádu funkce

f (x, y) = x sin(y2 + x).

Nejprve dostaneme

∂f (x, y)

∂x
= sin(y2 + x) + x cos(y2 + x),

∂f (x, y)

∂y
= 2xy cos(y2 + x).

a potom derivace druhých řád̊u,

∂2f

∂x∂y
= 2y cos(y2 + x)− 2xy sin(y2 + x)

∂2f

∂y∂x
= 2y cos(y2 + x)− 2xy sin(y2 + x).

Vyšlo totéž !
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Tvrzeńı. Bud’ f (x, y) funkce taková,

že parciálńı derivace ∂2f
∂x∂y a ∂2f

∂y∂x jsou

definovány a jsou spojité v nějakém
okoĺı bodu (x, y). Potom máme

∂2f (x, y)

∂x∂y
=
∂2f (x, y)

∂y∂x
.

Všimněte si, se požaduj́ı

spojité parciálńı derivace,
tedy

v́ıc než totálńı diferenciál .
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D̊ukaz. Pokuśıme se spoč́ıst obě de-
rivace v jednom kroku, tedy poč́ıtejme
limitu limh→0F (h) funkce

F (h) =
f (x + h, y + h)− f (x, y + h)− f (x + h, y) + f (x, y)

h2

Polož́ıme-li

ϕh(y) = f (x + h, y)− f (x, y) a

ψk(x) = f (x, y + k)− f (x, y),

dostaneme pro F (h) dva výrazy:

F (h) =
1

h2
(ϕh(y + h)− ϕh(y))

F (h) =
1

h2
(ψh(x + h)− ψh(x)).

Prvńı: Funkce ϕh má derivaci (podle y,
jinou proměnnou nemá)

ϕ′h(y) =
∂f (x + h, y)

∂y
− ∂f (x, y)

∂y
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a tedy podle Lagrangeovy formule

F (h) =
1

h2
(ϕh(y + h)− ϕh(y)) =

1

h
ϕ′h(y + θ1h) =

=
∂f (x + h, y + θ1h)

∂y
− ∂f (x, y + θ1h)

∂y
.

Potom, znovu podle L. formule,

F (h) =
∂

∂x

(
∂f (x + θ2h, y + θ1h)

∂y

)
(∗)

pro nějaká θ1, θ2 mezi 0 a 1.

Druhá , 1
h2(ψh(x+h)−ψh(x)) dá po-

dobně

F (h) =
∂

∂y

(
∂f (x + θ4h, y + θ2h)

∂x

)
. (∗∗)

Obě ∂
∂y(∂f∂x) a ∂

∂x(∂f∂y ) jsou spojité (x, y),

a limh→0F (h) můžeme poč́ıtat z kterékoli
výrazu z (∗) nebo (∗∗):

lim
h→0

F (h) =
∂2f (x, y)

∂x∂y
=
∂2f (x, y)

∂y∂x
.
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Iterováńım záměn z Tvrzeńı dostaneme

Důsledek. Necht’ má funkce f v n
proměnných spojité parciálńı derivace
do řádu k. Potom hodnoty těchto de-
rivaćı zálež́ı jen na tom kolikrát bylo
derivováno v každé z individuálńıch
proměnných x1, . . . , xn.

Tedy za daných předpoklad̊u můžeme
obecné parciálńı derivace řádu r ≤ k
psát

∂rf

∂x
r1
1 ∂x

r2
2 . . . ∂xrnn

kde r1+r2+· · ·+rn = r

(rj = 0 indikuje absenci symbolu ∂xj).
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V daľśım budeme potřebovat zase něco
v́ıc z metrických prostor̊u, zejména něco
o kompaktnosti a úplnosti. Připomeňte
si chováńı kompaktńıch (uzavřených ome-
zených) interval̊u, zejména to, že

� v nich má každá posloupnost konver-
gentńı podposloupnost, a jsou to je-
diné z interval̊u, pro které to plat́ı,

� a že na nich každá spojitá funkce nabývá
maxima a minima.

Dále si osvěžte pojem cauchyovské po-
sloupnosti.
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Informace a materiál k MA2

https://kam.mff.cuni.cz/ma2/

Detaily k přednáškám: (V textu)

MA2.1: XIII,1,2,3,4

MA2.2: I; XIII,5; XIV,2,3,5

MA2.3: XIV,3,5,4
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