Vzpominka na linearni algebru

Usbasiuy,...,up, xeU
X =2x{Uy + -+ TpUn,
X +— (x1,...,xp) (soutadnice)

Linearni zobrazeni L : U — R do-
stane tvar

= Z%‘L(Uz) = Z Ajxi

kde L(u;) = A; (srovnejte s tot. diff.).

Kdyz je nyni v V' base vi,...,vy, a
a linearni zobrazeni U — V' mame pro

alu;) = Z] Aijvj a A matici (CLZ])Z]

:ZaﬁiL uZ ZxZZAZJ Vj =
—7 2 i)




Posledni je maticové vynasobeni x
representovaného jako (x1,...,on)
s matici A.

Tedy mame-li podobné dalsi 5 : V' —
W s matici B bude pro slozené zobra-
zeni

x — (xA)B = x(AB).

Tedy:

jgsou-li linedarni zobrazeni represen-
tovany maticems A a B, je jejich sloZent
representovano maticovym soucinem

AB.



Opakovani. Soucin, hlavné si pripomenme,
zev ([Timq Xi, d) = [[121(X;, dj) zavadime
metriku
d((flfl, s 73:7’&)7 (yla s 7yn)> — mZaXdZ(:EZv yZ)
Zejména je

n Krat

(Ep,0) =R x--- xR=R"

Parcialni derivace jsou standardni
derivace, limity

Flo@poy @t hapy ) = flon,. )

f{ino h
Oznaceni
of(xy,...,xn)
aSL‘k

Neuspokojivé, neimplikuje ani spojitost
(ale to uz nés asi nepiekvapuje).
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Zejména nemame analogii formule
(%) flz+h) = f(x) = Ah+ || - p(h)

v té byla geometrie (tecna) a aproxi-
mace, ty ted schdzi.

Zavadi se pojem totalniho diferencialu

1t spojita v okoli U bodu o takova, ze
p(o) =0

a Cisla Ay, ..., Ay pro ktera

n
fla+h)—f(a) = Aphi+[h]u(h)
k=1

To opravdu rozsituje (*) nahotre, vysvétlit.

Implikuje to parcialni derivace, ale ne
naopak

ALE: plyne to ze spojitych parcialnich
derivaci. Komentar.



Jak se s parcialnimi derivacemi pocita:
aritmeticka pravidla jako pro obycejné

N~ v/

Véta. Necht md f(x)
totalni diferencial v bodé a. Necht
maji g.(t) derivace v bodé b a necht je
g1.(b) =ap prok =1,...,n. PoloZme

F(t) = f(g(t) = f(g1(t), - .., gn(?)).

Potom ma F' derivact v b, totiz

k=1



Diisledek. (Retézové Pravidlo) Ne-
cht md f(x) totdlni diferencidl v bodé
a. Necht maji funkce gp.(t1, ..., ty) parcidlnd
derivace v b = (by,...,by) a necht je
gr(b) = ap pro k = 1,...,n. Potom
md funkce

(fog)(t1,. .- tr) = f(g(t) = flg1(tl), ..., gn(t))

vsechny parcicilm’ derivace v b, a plati

fog Z f(a) agk b)
ox

k



Skladali jsme

E, & E, L R

Skladejme misto f m-tici funkei

E, & &, 5 E,

Pravidlo z pi"edchozi vety da tedy

fzog Zafz agk b)
5’:% .

Zavedeme-li matice Df = (3(1;@_()) je
Tk Jik

D(fog) = Df-Dg (napravo nasobeni matic)
a tak to ma byt. Dh je matice linedrni
aproximace funkce h:

linedarni aprorimace se skldadaji spolu
s aproximovanymai funkcemi.
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Aritmeticka pravidla z retézového.

Nasobeni.
flu,v) =u-wv. Potom%:v, %:u
aprou=¢(xr)av=yr)

af

(0(2)0(@)) = 2Lt (2) + L) =

= ¥(2)¢' () + d(2)V'(2)

Déleni.
flu,v) :%. Potom%:% af _ —u

) v v

aprou = ¢(x)av=1yr)

(55) = odo) - Shv'ta) =
N /(1 ¢(x) /() —
—w(x)sb( )+¢<x)2¢( )

Y(2)¢'(x) — dlz)d (x)




U C K, je konvexnt jestlize

x,yceU = Vt,0<t<1, (1-t)x+ty = x+t(y—x) € U.
Lagrange v nékolika proménnych.

Tvrzeni. Necht md f spojité parcialnt
derivace v konvexni otevrené mnoziné
U C EK,. Potom pro libovolné dva
body =, y € D emistuje 0, 0 < 6 < 1,
takové, Ze

Z X+8 ))(yj—%‘)-

Dikaz. F(t) = f(x+t(y—x)) je F' =
fogsgkdeg;(t)=x;+1t(y; —z;) a

Py =3 8y 5 80, )

j=1 J j=1

Podle Lagrangeovy véty
fly) = f(x) = F(1) = F(0) = F'().



Poznamka. Tato formule se ¢asto uziva

ve tvaru
n

fx+h)—f(x)=>

j=1
Srovnejte ji s formuli pro totalni dife-
rencial:

Of(x + 6h)

h.
8xj

] .

Foceh)— 0 = 32 2 pnfuch)
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of(x1,...,xn)

Kdyz parcialni derivace I eXis-

tuje pro vsechna (xq,...,zn) v néjaké
oblasti D’ mame funkci
9,
of - D' > R.
8xk

Méame-li funkei g(x) = 85’( ) potom po-

dobné jako pocitani druhé derlvace funkce
jedné proménné muzeme pocitat druhé
derivace funkce f(x), tedy

Og(x)

8xl'

Vysledek, pokud existuje, se pak znaci

0° f (x)

6$ka$f

11



[terovanim této procedury dostaneme

0" f(x)

8xk18xk2 . 8%’

parcidlni derivace radu r.

R4d je dan tim, kolikrdt derivujeme,
ne tim, kolikrat se to opakuje v jednot-
livych proménnych.

Pf(x,y,2)  8f(z,y 2)
drdydz . 0xdzdr
jsou derivace tretiho radu.
Derivovani podle téze proménné tésné
za sebou se pise jako exponent, napt.

Oflxy) P fl,y)

0x20y3  0x0x0x0ydy’
Oflxy)  Pf(zy)

Ox20y?0x  0x0x0ydydx
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Priklad ktery néco napovi.
Pocitejme “smisené¢” derivace druhého
radu funkce

flz,y) = zsin(y® + z).

Nejprve dostaneme

0
féw, Y) = sin(y® + z) + z cos(y’ + ),
x
0
f(w,y) = 22y Cos(y2 + x).
dy
a potom derivace druhych radu,
@2
&Ugy = 2y cos(y’ + x) — 2xysin(y” + )
82
o 2y cos(y’ + ) — 2zy sin(y” + ).
0yox

Vyslo totéz !
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Tvrzeni. Bud f(x,y) funkce takovd,
O°f 9%

zZe parcialni derivace - 5y @ oy 980U

definovdany a jsou spojité v neéjakém
okoli bodu (x,y). Potom mdme

0 f(z,y) 02f(x,y)‘

Oxdy  Oydx

Vsimneéte si, se pozaduji

spojité parcialni derivace,
tedy
vic nez totalni diferencial
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Dukaz. Pokusime se spocist obé de-
rivace v jednom kroku, tedy pocitejme
limitu limy,_,o F'(h) funkce

ppy = L@y R = f(x,y;h) — flz+h,y)+ fz,y)

Polozime-li
Pply) = flx+hy) — f(z,y) a
vp(z) = flz,y + k) — f(z,y),
dostaneme pro F'(h) dva vyrazy:

IRt

F(h) = 25(0n(a + ) = g())

Prvni: Funkce ¢j, ma derivaci (podle v,
jinou proménnou nemé)

Of(x+ h, Of(x,
o (1) — f( » y) féyy)
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a tedy podle Lagrangeovy formule

F(h) = %(wh(y +h) —ony)) = %w%(y + 01h) =

_Of(x+h,y+6ih)  Of(x,y+6ih)
B y Ay |

Potom, znovu podle L. formule,

F(h) = aax <(9f(:1: + anf;,y + th))

pro néjaka 61,6 mezi 0 a 1.
Drubd. , 75(4 (x+h) — ¢p(x)) dé po-

Obe 57 (85) 8x<8f)380u spojité (z, ),
alimy,_,q F'(h) muzeme pocitat z kterékoli
vyrazu 7 (*) nebo (kx):

| 0°f(z,y) O f(z,y)
hgn() (7) Oxdy Oyox

(*)

()
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[terovanim zamen z T'vrzeni dostaneme

Dusledek. Necht md funkce f v n
promeénnych spojité parcialni derivace
do radu k. Potom hodnoty téchto de-
rivact zalezi jen na tom kolikrdt bylo
dertwovdno v kazZdé z individudlnich
promeénnych T, ...,Tn.

Tedy za danych predpokladu muzeme
obecné parcialni derivace radu r < k
psat

J f
0110z ... Oxy)

(r; = 0 indikuje absenci symbolu 0z ).

kde ri+ro+---+rp=r
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V dalsim budeme potrebovat zase néco
vic z metrickych prostort, zejména néco
o kompaktnosti a uplnosti. Pripomente
si chovani kompaktnich (uzavienych ome-
zenych) intervalu, zejména to, ze

e v nich ma kazda posloupnost konver-
gentni podposloupnost, a jsou to je-
diné z intervalu, pro které to plati,

e a 7e na nich kazda spojita funkce nabyva
maxima a minima.

Dale si osvézte pojem cauchyovské po-
sloupnosti.
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Informace a material k MA2
https://kam.mff.cuni.cz/ma2/

Detaily k prednaskam: (V textu)
MA2.1: XII1.1.2.3.4

MA2.2: T: XIIL5; XIV.2.3.5
MA2.3: XIV.3 5.4
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