Vzory a obrazy
f:X—-Y ACX, BCY
Obraz podmnoziny A C X v Y
fIA ={f(2)|z € A}
Vzor podmnoziny B C Y v X:
fUBl = {z| f(z) € B}

Tedy dostaneme zobrazeni

B(X) BY).




Pozor: f~1 md dva vyznamy:
inverse f —1. Y — X nemusf existovat
cast v symbolu f~1[—], ma smysl vady

Cviceni. 1. Je néjaky vztah mezi témi
f~ra =]

2. Kdy plati f=Hf[A]l = A7

3. Kdy plati f[f~'[B]]= B ?



Opakovani. Potize se zkoumanim funkce
vice promeénnych pres jednotlivé souradnice,

piklad

y
x.y) = 242 PO (z,y) # (0,0),
e { 0 for (z,y) = (0,0).

Jesté ho budeme potiebovat.

Metricky prostor, metrika (vzdalenost),
trojuhelnikova nerovnost. R, C, K,

Okoli, oteviené a uzaviené mnoziny,
UZaver.

Spojitost, konvergence, vzory otevienych
resp. uzavienych mmnozin.

Ekvivalentni a silné ekviv. metriky:.

Q- dl(ﬂf,y) < dQ(CC,y) < 5 | dl(l’,y)

V E,, mtuzeme misto \/ Sy — y;)? wzivat

max; [z; — yil.
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Realna funkce v n proménnych
bude pro nas

f:D >R, DCE,

Podobné jako ve funkcich jedné proménné
nemuzeme se omezit na pripady, kdy
defini¢ni obor je cely prostor [E,,. V pripadeé
funkei jedné proménné byly defini¢ni obory
obvykle intervaly nebo jednoducha sjed-
noceni intervalu. Tady budou defini¢ni
obory D slozitéjsi, casto (ale ne vzdy)
oteviené mnoziny v [E,.

O D se ¢asto mluvi jako o oblasti na
niz je funkce definovana. To neni termin
(ve specifickych kontextech toto slovo
“oblast” termin je, tady ne).



Souciny. Pro (X1,d;), i =1,...,n
definujeme n kartézském soucinu [ [;2; X
metriku

A(21,- 00, (W1 - - yn)) = max d(zi, ).

[
Ziskany

n n
(I xid) =[x )
1=1 1=1
se nazyva soucin prostoru (Xj, d;).
Pise se t¢z
(Xladl) X oo X (Xn,dn>.
Tedy je

n times

(Ep,0) =R x "X R=R"




Véta. 1. Projekce p; = ((x;);
vj) e (X di) — (Xj,dj) jsou
spojita zobrazent.

2. Bud'te f(Y, d/> — (X],d]> [1bo-
volnd spojitd zobrazeni. Potom jedno-
znacné uréené zobrazend f : (Y,d') —
[Ti1(X5, d;) spliugici pj o f = fj,
totiz zobrazeni definované predpisem

fy) = (fily),-.., faly)), je spojité.



Jak to vypada

Yod) LTI (X dy
/3 D
J1 2 " %

(X1,d1) (X2, da) (X3,d3)

Existuje presné jedno f takové ze

piof=f

a je spojité.

Tedy studujeme-li spojita zobrazeni

f:(flaafm)En_)Em

zalezi na rozdil od definicniho oboru spo-
jitost v oboru hodnot jen na spojitosti
v jednotlivych souradnicich.
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2. Parcialni derivace.

Ted na chvili po soutadnicich. Pro f(x1,. .., x)
vezmene

¢k(t) — f(iEl, c . ,ZEk_l,t, $k_|_1, c . ,xn)

Parcidlni derivace funkce f podle zy.
(v bodé (x1,...,xp)) je

(obvykld) derivace funkce ¢y,

i f(...xk_l,il}k—l—h,karl...)—f(:ljl,...).

h—0 h
Oznaceni
Of(x1,...,x 0
I 1@xk ) nebo 0—x];<x1’ e, ),

Pro f(z,y), piseme

0f(z.y)  9f(z,y)
O0x oy

8
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Kdyz of <%’$'l'€"x”) existuje pro vsechna
(x1,...,2n) v néjaké oblasti D mame
funkeci

af

—: D — R.
8:%

Kdyz budeme mluvit o parcialni deri-
vaci bude vzdy zrejmé mame-li na mysli
funkei, nebo jen ¢islo (hodnotu té limity
nahore).



Vsinmeéte si, ze nespojita funkce f z
prikladu spojitosti po souradnicich ma
obé parcialni derivace v kazdém bodé.
Tedy,

existence parcialnich derivaci zde
neimplikuje spojitost !

Budeme potirebovat néco silnéjsiho.

Pripomente si tvrzeni ekvivalentni se
standardni derivaci:

Existuje p konvergujici k 0 pii h — 0
a

flz +h) = f(z) = Ah + [h[ - p(h)

Geometricky pohled:
f(x 4+ h) — f(z) = Ah vyjadiuje tecnu

ke grafu funkce v bodé (z, f(x)).
|h| - u(h) je jakasi mala chyba.
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Mysleme podobné o funkci f(x,y) a
uvazujme plochu

S = {(t,u, ft,u))|({t,u) € Dj.

Dvé parcialni derivace vyjadiuji sméry
dvou teénych primek k .S v bodeé (z,y, f(x,y)),

ale ne te¢nou rovinu

a teprve ta bude uspokojivé rozsireni
faktu nahore.

Pro x € [E,, definujeme

x| = max |z

To bude misto absolutni hodnoty, misto
h bude n-tice blizka nule.
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Totalni diferencial.

Funkce f ma totalni diferencidlv bodé
x existuje-li

funkce p spojita v okoli U bodu o ta-
kova, ze p(o) =0

a ¢isla Aq, ..., A, pro ktera

fla+h)—f(a)=)  Aphp+[h]u(h).

k=1

Tvrzeni. Necht md funkce f totdlnid
diferencial v bodé a. Potom plati, Ze

1. f je spojitd v a.

2. f mad vSechny parcialni derivace
v a, a to s hodnotams

df(a)

amk

= A,

12



1. Mame
| f(x=y)| < |AXx=y)|+|u(x=y)|x —y|

a limita na pravé strané proy — X je
0.

2. Mame
1
—(f(...op_, o+ hyxpgq, ) — flog,...)) =

h
0,....h,....0
:Akw((...,o,h,o,...))”( ; )

?

a limita na pravé strané je ziejme Aj..

Viimnéte si, ze ted jiz spojitost do-
staneme!

Vidite, ze v pripadé funkei jedné proménné
neni rozdil mezi existenci derivace v bodé
a a vlastnosti mit totalni diferencial v
tomto bodé V pripadé vice proménnych
je vsak tento rozdil zcela zasadni.
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Muze byt trochu prekvapujici, ze zatimco
existence parcialnich derivaci mnoho ne-
znamena,

existence spojitych parcialnich derivaci

je néco uplné jiné¢ho.

Plati

Véta. Necht md f spojité parcidlni
dertvace v okoli bodu a. Potom ma v
bode a totalni diferencidl
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Necht
h® =h, V' = (0,hy,...,h,), K =(0,0,hs,...,h,) etc.

(takze h(™ = 0). Potom mame

n

fla+h)—f@)=>) (fla+h®") - fla+h®)) =1

k=1

Podle Lagrangeovy véty (VII.2.2) existuji 0 < 0, < 1 takové, ze

g 0.h L ay
f(a+h(k_1))—f(a+h(k)) _ f (ar, ..., a 1;%@1 ks Qg 1y -+, Q )hk:
k

a muzeme pokracovat

M:Z8f(a1,...,ak-i-@khk,...,an)hk:

8xk

B (9f(a) 8f(a1, coyap + Ophy, ... ,an) 8f(a) -
= O, hﬁz( Az B (9xk>hk_

J0f(a) of(ay,...,ax + Ophy,...,a,) Of(@)\ h
:Z Oz hk+Hh”Z( : kaxk — " oz ) ”hk”'

Polozme

- 6f(a1,...,ak+0khk,...,an) B 8f(a)> hp.

i) =3 ( Oz, Ozy /) |h|

af

h
Jelikoz ﬁ‘ < 1 a jelikoz jsou funkce Tar spojité, limy o pu(h) =

0.
Muzeme tedy schematicky psat
spojite PD = TD = PD
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Pravidla pro pocitani parcialnich
derivaci.

Aritmeticka pravidla jsou stejna jako
pro obycejné derivace (tady také parcialni
derivace nic jin¢ho nez obycejné deri-
vace nejsou).

Trochu jinak je tomu u pravidla pro
skladani. Pripomente si, ze to se 1 pro
obycejné derivace dokazuje z formule

fla+h) = fla) = Ah + |h|u(h),

tedy z diferencialu (ktery je tam ovsem
totéz jako existence derivace).
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Pravidlo pro skladani v nejjednodussi
podobé:

Véta. Necht md f(x) totdlni dife-
rencidl v bodu a. Necht maji gi.(t) de-

rivace v bodé b a necht je g.(b) = ay
pro vSechna k=1,...,n. PoloZme

F(t) = f(g(t)) = fg1(t), .., gn(l)).

Potom ma F' derivact v b, totiz
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Jak se to dokazuje :

— g+ )~ (g0) =

(f(g(b) + (g(b+h) —g(b))) — f(g(b) =

_ i Akgk<b + h) - gk(b)

3
S

_|_

=
|

3

=
|

h k h

Méme limy,_,o u(g(b+h)—g(b)) = 0 jelikoz jsou funkce g spojité
v b. Jelikoz funkce g; maji derivace, jsou maxy M
zené v dostatecné malém okoli nuly. Limita posledniho s¢itance

je tedy nula a mame

ome-

Co se déje geometricky: Tecna nadro-
vina vyjadrena diferencidlem vnéjsi funkce
f nema zadny duvod preferovat hlavni
osy v nichz se déji derivace vnitrnich
funkci. Proto by tady jen parcialni de-
rivace nestacily.
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Diisledek. (Retézové Pravidlo) Ne-
cht md f(x) totdlni diferencidl v bodé
a. Necht maji funkce gp.(t1, ..., ty) parcidlnd
derivace v b = (by,...,by) a necht je
gr.(b) = ag. pro vsechna k =1,... n.
Potom ma funkce

(fog)(t1, .- tr) = f(g(t)) = f(g1(t), ..., gn(t))

vsechny parcz'cilm’ derivace v b, a plat?

fog Z f(a) agk b)
ox

k
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