Budeme zkoumat realné funkce nékolika
realnych promeénnych

flar, ..., xn)

Ve tunkcich jedné promeénné se uz tro-
chu vyzname, tak zkusme vzit

flat,...,ap_1,T, G541, ..Gpn)

spoustu funkcijedné promeénné, tém ro-
zumime.

To ale nefunguje



f(x,0) =0, f(0,2) = 0 obé krasné spo-
jité

pro a # 0 dokonce na celém oboru jsou
f(xz,a) a f(a,x) dany korektnim arit-
metickym vyrazem

ale £(0,0) = 0 a pro libovolné malé ne-
nulové ¢, tedy libovolné blizko (0,0) je

1

f(gjg) :é



Metricky prostor
(X,d), d: X x X =R

Zatim to pro nas byl hlavné

a dalsi priklad je
(Ca ’ZIZ’ o y‘)

(Pozor: trojihelnikova nerovnost tady
neni pro |x — y| tak trividlni jako v R)



Euklidovsky prostor E,,: (R, d)
(@1, 20, (W1 - U)) = \/Zm )
1

Pro nés zvlast dulezity, znate ho také
v podobé vektorového prostoru V,, se
skaldrnim soucinem uv a normou ||ul| =

vuu — a vzdalenosti ||u — v

(X, d) kde d(zy) = 1 pro x # y (dis-

kretniprostor)

F'(a,b) mnozina vsech omezenych funke
na intervalu (a, b)

d(f,g) =sup{|f(z)—g(z)|[a <z < b}
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Podprostor. (X, y) metricky prostor,
Y X

(Y,d’) kde d/(:ﬁ,y):d(m,y)

Spojité zobrazeni f : (X,d) — (Y,d')
Vr € X,Ve > 030 > 0,

d(z,y) < 0= d(f(x), fy)) < ¢
(Srovnejte s

Ve e X, Ve > 046 > 0,
[z —yl <o=|[flz) - fly)] <e)

Triviality: [dentické zobrazeniid : (X, d) —
(X, d).

Vlozeni podprostoru j = (z +— x) :
(Y,d) — (X,d)

Slozeni gf : (X,d) — (Z,d") spo-
jitych zobrazeni f : (X,d) — (y,d’) a
g: (Y,d") — (Z,d") je spojité
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Konvergence. lim,, v, = x :

Ve > 0dng(n > ng = d(x,zn) < ¢
(Srovnejte s

Ve > 0dng(n > ng = |z — x,| < ¢)

3.1.2. Véta. Zobrazeni f - (X{,d;) —
(X9, do) je spojité prdave kdyz pro kazZdou
konvergentni (xy)n v (X1, d1) posloup-
nost (f(xn))n konverguje v (Xo,ds) a
plati limy, f(xy) = f(limy x2p,).

Dikaz. 1. Bud f spojitd anecht limy, z,, =
x. Pro e > 0 svolme ze spojitosti 0 > 0
tak aby da(f(y), f(z)) < eprodi(z,y) <
0. Podle definice konvergence posloup-
nosti existuje ng takové, ze pro n > ny
je di(xp,x) < 6. Tedy, je-li n < ng
mame do(f(xy), f(x)) < € a potom
limy, f(z,) = f(limy, 2p).
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I1. Necht f neni spojitd. Potom exis-
tuji x € Xq a gg > 0 takové, Ze pro
kazdé § > 0 existuje x(9) takové ze

di(z,2(0)) <0 ale da(f(x), f(x(9))) = eo.

Polozme x, = :z:(%).Potom limy, x, =
v ale (f(xyp))n nemuze konvergovat k

f(x). O



Okoli. Q(x,e) ={y|d(z,y) < &}
“U je okoli "= de > 0,Q(z,e) CU

Pozorovani: 1. U je okoli z a U C
V' =V je okoli x.

2.U aV jsouokoliz = UNYV je
okoli x.

Oteviené mnoziny. U C (X, d)
je otevrend je-li okolim kazdého svého
bodu.

Pozorovani. Kazdd Q) x(x, €) je otevrend
v (X, d).

Pozorovani. Mnoziny 0 a X jsou
otevrené. Jsou-lv U;, © € J, otevrené
potom | J;c y U; je otevrend, and jsou-
iU aV otevrené je UNV otevrend.



Uzaviené mnoziny. A C (X, d) je
uzaviendv (X, d) = pro kazdou (zy, ), C
A konvergentni v X je limy, x,, v A.

Tvrzeni. A C (X, d) je uzaviend v
(X, d) prdvé kdyz X ~ A je otevrend.

Dukaz. 1. Necht X . A nenf oteviena. Potom exis-
tuje bod z € X \ A takovy, ze pro kazdé n je Q(z, %) Z
X \ A. Zvolme z, € Q(z,+) N A. Potom (z,), C A a
limz, =x ¢ A atedy A neni uzaviena.

IT1. Necht je X \ A oteviend a (z,), € A konverguje k
r € X N A. Potom pro néjaké € > 0 je Q(z,e) C X N A
a tdy pro dost velké n, x,, € Q(x,e) C X N A, spor. [

Dusledek. Mnoziny ) a X jsou uzaviené.
jsou-li A;, 1 € J, uzavrené je i \;c j A;
uzavrend, a jsou-li A and B uzavrené,
je AU B uzavrend.



d(x,A) = inf{d(z,a)|a € A}.

Uzaveér mnoziny A:

A={z|d(x,A) =0}.

Tvrzeni. (1) § = 0.
(2) A C A,
3)ACB = ACB,
(4) AUB=AUB, a
(5) A=A

Diikaz. (4): AUB D AU B. Jeli
r € AUB anex € A mame a =
dlx,A) > 0atedyy € AUBsd(z,y) <
a jsou v B: tedy je x € B.

(5): Bud d(x, A) = 0. Zvolme £ > 0.
Potom mame z € A takové, Ze d(z, z) <
5 a pro toto z muzeme zvolit y € A ta-
kové, ze d(z,y) < 5. Tedy d(z,y) <

5+5=canvidime, Zex € A. O
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Tvrzeni. A je mnoZina vsech limit
konvergentnich posloupnosti (xyp)n C

A.
Tvrzeni. A je uzavrend, a je to nejmens?
uzavrend mnozina obsahujici A. Tedy,

A= ﬂ{B | A C B, B uzavrend}.

Diikaz. Pokud (zp,)n C A converguje

k x zvolme y, € A s d(xp,yn) < 1

n

Then limy, y, = x and x is in A.
Je-li B uzaviena a A C B k zvolme
v € A convergentni (zp,)n v A, tedy v
B tak aby lim z,, = x. Potom je x € B.

[]
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Véta. Budte (X1,dy), (X9.d9) me-
trické prostory a f : X1 — X9 be zob-
razeni. Potom jsou ndsledujici tvrzent
ekvivalentnd.

(1) f je spojité.

(2) Pro kazdy x € X1 a kaZdé okoli V
bodu f(x) texistuje okoli U bodu x
takové, ze flU] C V.

(3) Pro kazdou otevienou U v X9 je
vzor fHU] otevieny v X7.

(4) Pro kaZdou uzavienou A v Xg je
vzor fVA] uzavieny v X.

(5) Pro kazdou A C Xy je flA] C
f1A].
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Vlastnost nebo definice je topologicka
je-li zachovavana homeomorfismy. Mame
tedy nasledujici topologické vlastnosti a

pojmy:
e konvergenci
e otevrenost
e uzavrenost
® UZaVer
e okoli

e nebo spojitost sama.

Silné ekvivalentni metriky d; a
do:
[dentické zobrazeni (X, dy) — (X, d9)

je homeomorfismus.
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d1 a do na téze mnoziné jsou siné
ekvivalentni existuji-li kladné konstanty
a a [ takové, ze

- dl(flf,y) < dQ(:Cay) < 5 | dl(lE,y)

V euklidovskych prostorech kde
jsme zatim meéli vzdalenost

d((z1,. .. 2n), (W1, yn) = \ Z(Iz — y;)?

polozme

Qo

n

)\(<£Ijl, <. 73377/)7 (y17 R 7yn>) — Z ’x’L o yl‘a
1=1

7@t w0), (1, ) = max|a; = yil

Tvrzeni. d, A a o jsou silné ekuvi-
valentni metriky na K.
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Souciny. Pro (X1,d;), i =1,...,n
definujeme n kartézském soucinu [ [;2; X
metriku

A(21,- 00, (W1 - - yn)) = max d(zi, ).

[
Ziskany

n n
(1 xia = [xi.d)
1=1 1=1
se nazyva soucin prostoru (Xj, d;).
Pise se t¢z
(Xladl) X oo X (Xn,dn>.

Tedy je

n times

(Ep,0) =R x "X R=R"
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Véta. nl Projekce p; = ((SE‘Z)Z —
x]) : izl(Xi7d’i) — (Xjad]) Jsou
spojita zobrazent.

2. Bud'te f(Y, d/> — (X],d]> [1bo-
volnd spojitd zobrazeni. Potom jedno-
znacné uréené zobrazend f : (Y,d') —

i—1(Xi, d;) spliugici pj o f = f;,
totiz zobrazeni definované predpisem

fy) = (fily),-.., faly)), je spojité.

Tedy studujeme-li spojita zobrazeni

F=(fiee fn) B — By

zalezi na rozdil od definicniho oboru spo-
jitost v oboru hodnot jen na spojitosti
v jednotlivych souradnicich.
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