2. série domécich kol Pravdépodobnostni algoritmy http://iuuk.mff.cuni.cz/~kralka/

1. [Testovani maticového ndsobeni (15 boda)] Méjme tii matice A, B, C € R™*" a chceme
v kvadratickém ¢ase rozhodnout, jestli AB = C. Pouzijeme nésledujici algoritmus:
e vybereme uniformné ndhodny vektor x € {0,1}"
e ovéifme, ze Cx = A(Bx)

e opakujeme nékolikrat

(a) Urcete pravdépodobnost, ze jediny test (bez opakovani) odhali nerovnost (za podminky
AB # C).
(b) Kolikrat musime opakovat, kdyz chceme chybu mensi, nez &?
(¢) O jaky typ algoritmu jde? (ZPP, BPP, RP, coRP, ...)
2. [Coupling (15 bod)] Uvazme nésledujici michéni karet:
e Vybereme dvé karty uniformné ndhodné (kdyz K je mnozina karet, vybereme (z,y) €

K x K)

e Prohodime karty z,y (pokud 2 = y nic se nestane)

(a) Ukazte, ze predchozi je ekvivalentni vybran{ karty € K a pozice i € [|K|] a prohozen{
karty x s kartou na pozici 4.

(b) Uvazte coupling, kde vybeér karty a pozice je v obou Markovovskych procesech stejny.
Necht X; je poéet karet, jejichZ pozice se v téch Markovovskych 1igi. Ukazte, ze X; je
nerostouci (jako funkce t).

(c¢) Ukazte, ze

X, \2
PI‘[X,H_l <X;—1 | X > 0] > <|_Kf|>
(d) Zdtvodnéte, ze stiedni hodnota poctu kroki ¢, nez X; = 0, je O(|K|?) nezdvisle na
pocatecnim stavu téch dvou fetézcu.

3. Marné samplovani (15 boda) Méjme DNF formuli, kterd md n proménnych a «(n)
spliiujicich ohodnoceni (pro néjaky polynom «). Ukazte, ze po 27/2 nezavislych uniformné
ndhodnych samplech je pravdépodobnost nalezeni jediného spliujiciho ohodnoceni expo-
nencialné malé.
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