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Definice 1 (PRAS, FPRAS). Polynomiálńı randomizované aproximačńı schéma (PRAS) pro
problém P je randomizovaný algoritmus A, který na vstupu x a ε > 0 běž́ı v čase |x|O(1) a vydá
hodnotu A(x) splňuj́ıćı Pr

[
(1 − ε)#x ≤ A(x) ≤ (1 + ε)#x

]
≥ 3

4 . FPRAS je PRAS, který běž́ı
v čase polynomiálńım v |x| i 1/ε.

Věta 1 (Estimator Theorem). Polož ρ = |G|/|U |. Existuje Monte Carlo metoda, která dává ε-
aproximaci |G| s pravděpodobnost́ı aspoň 1− δ, pokud N ≥ 4

ε2ρ ln 2
δ , kde N je počet nezávislých

náhodných vzork̊u z univerza U .

Značeńı:

• G = (U ∪ V,E) je bipartitńı graf, |U | = |V | = n

• mk znač́ı počet párováńı velikosti k v grafu G (k-párováńı)

• pro hranu e ∈ E označme me počet k-párováńı obsahuj́ıćıch hranu e a mne počet k-párováńı
neobsahuj́ıćıch hranu e

• rk = mk/mk−1

Procházka po kostrách – M: Začneme v libovolné kostře X grafu G.

1. Vyber uniformně náhodně hrany e, f .

2. Pokud X − e+ f je kostra, posuň se do ńı s pst́ı 1/2 a jinak z̊ustaň v X.

Př́ıklady

1. (minule) Bud’ G = (U ∪ V,E) je bipartitńı graf, |U | = |V | = n s δ(G) > n/2. Ukažte, že
rk ≤ n2.

2. (minule) Bud’ G = (U ∪ V,E) je bipartitńı graf, |U | = |V | = n s δ(G) > n/2. Ukažte, že pro
libovolné párovámı́ m velikosti nanejvýš n− 1 existuje zlepšuj́ıćı cesta délky nanejvýš 3.

3. (minule) Bud’ G = (U ∪ V,E) je bipartitńı graf, |U | = |V | = n s δ(G) > n/2. Ukažte, že
pro libovolné 2 ≤ k ≤ n a párovámı́ m velikosti k existuje nanejvýš n2 párováńı velikosti
k − 1 takových, že pro každé z nich je možné nalézt zlepšuj́ıćı cestu délky nanejvýš 3, která
je zlepš́ı na m.

4. Bud’ G = (U ∪ V,E) je bipartitńı graf, |U | = |V | = n s δ(G) > n/2. Ukažte, že 1/n2 ≤ rk ≤
n2. (Použijte předchoźı 3 cvičeńı.)

5. Graf Gk vznikne z grafu G = (U ∪ V,E) tak, že přidáme n − k vrchol̊u do každé partity a
spoj́ıme každý nový vrchol se všemi starými vrcholy v opačné partitě.

Ukažte, že pro R pod́ıl perfektńıch a skoroperfektńıch párováńı v Gk plat́ı

R =
mk

mk+1 + 2(n− k)mk + (n− k + 1)2mk−1
.

6. Ukažte, že M

• je ireducibilńı a aperiodický,

• pokud pro kostry X,Y plat́ı P (X,Y ) > 0, potom P (X,Y ) = 1
2m(n−1) a

• je reverzibilńı.

Dále ukažte, že jeho stacionárńı distribuce dává uniformńı distribuci na kostrách grafu G.
Délka nejkratš́ı cesty z libovolné kostry X do libovolné kostry Y je polovina jejich symetrické
diference.
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7. Ukažte, že rozhodováńı zda permanent matice M ∈ {0, 1}n×n má hodnotu k ∈ N je v IP.

Definice 2 (Interaktivńı protokoly). Mějme dva hráče – verifier V a prover P . Verifier V
běž́ı v polynomiálńım čase (ve velikosti vstupńıho slova w) a může použ́ıvat náhodné bity.
Jazyk L je v IP, pokut existuj́ı V a P , že pro každého Q a slovo w plat́ı

Completeness pokud w ∈ L, potom Pr[V přijme d̊ukaz od P ] ≥ 2/3 a

Soundness pokud x /∈ L, potom Pr[V přijme d̊ukaz od Q] ≤ 1/3.

Jak na to? Označme M1,i matici M bez prvńıho řádku a i-tého sloupce. Označme D(x)
matici (n−1)×(n−1), kde prvky jsou polynomy stupně n, takovou že ∀i ∈ [n] : D(i) = A1,i.
Permanent perm(D(x)) je polynom stupně n(n− 1) v x.

Věta 2. Všimněte si, že

• perm(M) =
∑n
i=1M1,i perm

(
M1,i

)
• perm(M) ≤ n! ≤ 2n

2

.

Protokol:

• Pokud n ≤ 2 zkontrolujte a vydejte odpověd’.

• Nechte si od P poslat prvoč́ıslo 2n
2

< p < 22n
2

a ověřte, že se opravdu jedná o prvoč́ıslo.

• Pro n > 1 si řekněte P o polynom g ∈ Fp[x] (stupně nanejvýš n2) takový, že g(x) =
perm(D(x)). Poté zkontrolujte, že k =

∑n
i=1M1,i perm(D(i)).

• Dále rekurzivně zkontrolujte že perm(D(a)) = g(a) pro náhodné a ∈ Fp.

Věta 3. Ukažte, že pokud g(x) 6= perm(D(x)), potom Pra[g(a) = perm(D(a))] ≤ n2/p.

Bonus: Ukažte, že pokud V pro rozhodováńı jazyka L nepouž́ıvá náhodné bity, pak L je
v NP.
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