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Definice 1 (PRAS, FPRAS). Polynomidlni randomizované aproximacni schéma (PRAS) pro
problém P je randomizovany algoritmus A, ktery na vstupu z a € > 0 bézi v case |z|() a vyda
hodnotu A(z) spliujici Pr [(1 — e)#z < A(z) < (14 ¢)#x] > 3. FPRAS je PRAS, ktery bézi
v Case polynomidlnim v |z| 1 1/e.

Véta 1 (Estimator Theorem). Poloz p = |G|/|U]|. Existuje Monte Carlo metoda, kterd davé e-
aproximaci |G| s pravdépodobnosti asponi 1 — ¢, pokud N > % In %, kde N je pocet nezavislych
ndhodnych vzorku z univerza U.
Znaceni:

e G=(UUV,E) je bipartitn{ graf, |U| = |[V| =n

e my, znaci pocet parovani velikosti k v grafu G (k-pdrovdni)

e pro hranu e € E ozna¢me m, pocet k-parovani obsahujicich hranu e a m,, pocet k-parovani
neobsahujicich hranu e

® 7 = mk/mk_l

Prochazka po kostrach — M: Zaéneme v libovolné kostie X grafu G.
1. Vyber uniformné nahodné hrany e, f.

2. Pokud X — e + f je kostra, posun se do n{ s psti 1/2 a jinak zustan v X.

Priklady

1. (minule) Bud G = (U UV, E) je bipartitni graf, |U| = |V| = n s §(G) > n/2. Ukaite, 7e
re < n2.

2. (minule) Bud G = (U UV, E) je bipartitni graf, |[U| = |V| =n s §(G) > n/2. Ukazte, Ze pro
libovolné parovami m velikosti nanejvys n — 1 existuje zlepsujici cesta délky nanejvys 3.

3. (minule) Bud G = (U UV, E) je bipartitni graf, |[U| = |V| = n s §(G) > n/2. Ukaite, Ze
pro libovolné 2 < k < n a parovami m velikosti k existuje nanejvys n? parovani velikosti
k — 1 takovych, ze pro kazdé z nich je mozné nalézt zlepsujici cestu délky nanejvys 3, kterd
je zlepsi na m.

4. Bud G = (U UV, E) je bipartitn{ graf, |[U| = |[V| =n s 6(G) > n/2. Ukaite, ze 1/n? <1y <
n?. (Pouzijte piedchozi 3 cviceni.)

5. Graf Gy vznikne z grafu G = (U UV, E) tak, ze pfiddme n — k vrcholi do kazdé partity a
spojime kazdy novy vrchol se vSemi starymi vrcholy v opacné partité.
Ukazte, ze pro R podil perfektnich a skoroperfektnich parovani v Gy plati

— Mk
mer1+2n —k)ymg + (n—k+1)2mg_q

6. Ukazte, ze M
e je ireducibilni a aperiodicky,
e pokud pro kostry X,Y plat{ P(X,Y) > 0, potom P(X,Y) = m a
e je reverzibilni.

Déle ukazte, ze jeho staciondrni distribuce ddva uniformni distribuci na kostrach grafu G.
Délka nejkratsi cesty z libovolné kostry X do libovolné kostry Y je polovina jejich symetrické
diference.
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7. Ukazte, ze rozhodovéni zda permanent matice M € {0,1}™*™ m4 hodnotu k € N je v IP.

Definice 2 (Interaktivn{ protokoly). Méjme dva hrdce — verifier V' a prover P. Verifier V'
bézi v polynomidlnim case (ve velikosti vstupniho slova w) a muze pouzivat ndhodné bity.
Jazyk L je v IP, pokut existuji V' a P, ze pro kazdého @ a slovo w plati

Completeness pokud w € L, potom Pr[V pfijme dukaz od P] > 2/3 a
Soundness pokud z ¢ L, potom Pr[V pfijme dikaz od Q] < 1/3.

Jak na to? Oznaéme M1 matici M bez prvnfho fddku a i-tého sloupce. Oznaéme D(z)
matici (n—1) x (n—1), kde prvky jsou polynomy stupné n, takovou ze Vi € [n]: D(i) = Aj ;.
Permanent perm(D(x)) je polynom stupné n(n — 1) v z.

Véta 2. Vsimnéte si, ze
e perm(M) =" M, perm(Mu)

e perm(M) <n! < on?

Protokol:

e Pokud n < 2 zkontrolujte a vydejte odpovéd.
e Nechte si od P poslat prvocislo 2’ < p < 22n° o ovéite, ze se opravdu jedna o prvocislo.

e Pron > 1 si feknéte P o polynom g € Fp[x] (stupné nanejvys n?) takovy, ze g(x) =
perm(D(x)). Poté zkontrolujte, ze k = > .| M; ; perm(D(7)).

e Dale rekurzivné zkontrolujte ze perm(D(a)) = g(a) pro ndhodné a € F,.

Véta 3. Ukazte, ze pokud g(x) # perm(D(z)), potom Pr,[g(a) = perm(D(a))] < n?/p.

Bonus: Ukazte, ze pokud V pro rozhodovéani jazyka L nepouziva ndhodné bity, pak L je
v NP.
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