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Definice 1 (Data Stream model). Uvazujeme algoritmy, které pocitaji na vstupu o = ay,as, ..., amn
kde jednotlivé tokeny jsou &isla a; € {1,2,...,n}. Stream dostdvdme postupné (online) a chceme

spocitat néjakou funkci ze streamu v co nejmensim prostoru vzhledem k n, m a ptripadné dalsim pa-

rametrim. A(c) necht je vystup randomizovaného streamovacicho algoritmu na vstupnim streamu

o, ktery ma pocitat funkei ¢(o). Rekneme, ze A (&, §)-aproximuje ¢, pokud:
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Nékdy néas zajima néjaka statistika o jako multimnoziny, pak definujeme frekvenéni vektor f =

fi, fa, ..., fn takto: f; =|{i| a; = j}| (pocet vyskytu j v o).

Definice 2 (PRAS, FPRAS). Polynomidlni randomizované aproximacni schéma (PRAS) pro
problém P je randomizovany algoritmus A, ktery na vstupu z a € > 0 bézi v case |2|°() a vyda
hodnotu A(z) spliujici Pr [(1 — e)#2 < A(z) < (1 +e)#a] > 2. FPRAS je PRAS, ktery bézi
v ¢ase polynomidlnim v |z| i 1/e.

Véta 1 (Estimator Theorem). Poloz p = |G|/|U]|. Existuje Monte Carlo metoda, kterd dava e-
aproximaci |G| s pravdépodobnosti aspori 1 — 4, pokud N > % In %, kde N je pocet nezavislych
ndhodnych vzork z univerza U.
Znaceni:

e G = (UUV,E) je bipartitni graf, [U| = |V|=n

e my, znaci pocet parovani velikosti k v grafu G (k-pdrovdni)

e pro hranu e € E ozna¢me m, pocet k-parovani obsahujicich hranu e a m,,, pocet k-parovani
neobsahujicich hranu e

o ) =My /Mk_1

Piiklady

1. Streamovaci algoritmus na zjisténi poc¢tu ruznych prvku v sekvenci: tedy chceme zjistit d =
[{j enl[f;>0}]

Vstup ¢ stream o
Vystup : odhad poc¢tu ruznych prvku v o
Inicializace:
1 h: [n] = [n] ndhodnd 2-univerzaln{ hashovaci funkce
2 2z=0
Zpracuj ¢ zpracovani tokenu j

// z je zatim nejv&tsi pofet nul na konci bindrniho z&pisu A(j)
3 z = max(z, max {i | 2* déli h(j)})

1
4 return 2°72

Necht X, ; je ndhodna veli¢ina, kterd je indikdtorem jevu 2" déli h(j) (pozor, ze i vyssi
mocnina muze délit h(j)). Necht Y, = Zj:fj <0 Xr,j je také ndhodna veli¢ina.
e Spocitejte stiedni hodnotu Y, a rozptyl Y;..
e Pomoci Markovovy nerovnosti ukazte, ze Pr[Y; > 0] < &
e Pomoci Cebysevovy nerovnosti ukazte, ze Pr[Y; = 0] < %.
e Necht a je nejmensi celé ¢islo, Ze 20+3 > 3. Ukazte, ze pravdépodobnost, ze n4ds odhad
je vétsf nebo rovny 3d nebo mensi nebo rovny d/3 je nejvyse 2%.
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e Pokud bézime k nezavisle ndhodnych instanci tohoto algoritmu paralelné a odpovime
medidn, jak mame zvolit k, aby pravdépodobnost chyby v predchozim bodé byla nejvys é.

2. Ukazte, Ze pokud méme e-aproximaci § ¢isla s a e-aproximaci ¢ ¢isla ¢, potom 5/ je 4e-
aproximace ¢isla s/t pro dostatetné malé e.

3. Méjme dano € > 0. Naleznéte vhodnou volbu £ takovou, ze pokud vezmeme &-aproximace
(di)™y cisel (a;) tak [])_, d; je e-aproximace &isla [}, a;.

4. Bud a > 1 redlné &islo takové, Ze 1/a < ry < a. Vyber N = n’o prvka z My U My_;
nezdvisle ndhodné. Polozme 7 podil pozorovanych k-parovani ku (k — 1)-parovéani. Ukazte,
ze (1 —1/n®)ry < 7% < (14 1/n3)r, s pravdépodobnosti alespoit 1 — ¢~ pro néjakou
konstantu ¢ > 1.

5. Bud G = (UUV, E) je bipartitnf graf, |U| = |V| = n s §(G) > n/2. Ukazte, ze 7, < n>.

6. Bud G = (UUV, E) je bipartitni graf, |U| = |V| =n s 6(G) > n/2. Ukazte, ze pro libovolné
parovami m velikosti nanejvys n — 1 existuje zlepsujici cesta délky nanejvys 3.

7. Bud G = (UUV, E) je bipartitn{ graf, |[U| = |V| =n s §(G) > n/2. Ukazte, ze pro libovolné
2 < k < n a parovami m velikosti k existuje nanejvys n? parovani velikosti k — 1 takovych, ze
pro kazdé z nich je mozné naleznout zlepsujici cestu délky nanejvys 3, ktera je zlepsi na m.

8. Bud G = (U UV, E) je bipartitni graf, |U| = |V| = n s §(G) > n/2. Ukaite, ze 1/n? < 1 <
n?. (Pouzijte piedchozi 3 cviceni.)

9. Graf Gy vznikne z grafu G = (U UV, E) tak, ze pfiddme n — k vrcholu do kazdé partity a
spojime kazdy novy vrchol se vSemi starymi vrcholy v opacné partité.

Ukazte, ze pro R podil perfektnich a skoroperfektnich parovani v Gy, plati
Mmer1+2n —k)ymg + (n—k+1)2mg_q
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