3. cviceni Pravdépodobnostni algoritmy http://iuvuk.mff.cuni.cz/~kralka/

Véta 1. Bud'te Xi,...,X, nezavislé bindrn{ ndhodné proménné s Pr[X; = 1] = p;. Oznaéme
X=>",X,ap=E[X] =", p;. Potom plati, ze

o PriX <(1-¢)u]< e=19*/2 pro viechna 0 < 6 < 1 a

21,
e PriX > (14+6)u) <e” 25 pro vsechna ¢ > 0.

Priklady

1. Méjme dvé mince. Na prvnf padne hlava s pravdépodobnosti p; = 1/2 a na druhé s pravdépodobnost{
p2 = 1/4. Jak uréime, kterd je kterd? Pouzijme nésledujici algoritmus: Hodime libovolnou
minci n-krat a uréime pravdépodobnost p s jakou béhem naseho algoritmu padala hlava.
Pokud p > 3/8 tekneme, Ze mince se kterou jsme hézeli je prvni mince, jinak fekneme, ze je
to mince druh4.

e Ukazte, ze pro n > 641n(2/6) nés algoritmus odpovi spravné s pravdépodobnosti ale-
spon 1 — 4.
e Co by se stalo, pokud bychom neznali pravdépodobnost py?

2. Ukaite, ze pro randomizovany algoritmus QuickSort a jeho ¢as béhu plati Pr[runtime > 8nlogn] < 1/n?.

3. Jak simulovat spravedlivou minci cinklou a naopak? Jaky je o¢ekdvany pocet hodu?

e Meéjme spravedlivou minci. Checeme pomoci ni simulovat hod minci na které pada hlava
s pravdépodobnosti 0 < p < 1.

e Meéjme minci na které padd hlava s pravdépodobnosti 0 < p < 1. Chceme pomoci ni
simulovat hod spravedlivou minci.

4. Navrhnéte algoritmus, ktery pro dany bipartitni graf G rozhodne, zda pocet perfektnich
parovani grafu G je sudy nebo lichy.

5. Bud A € {0,1}"*" matice. Bud'te ¢; ; € {—1, 1} nezdvislé ndhodné proménné pro 1 < i,j <
n. Déle B je ndhodna matice, pro kterou plati b; ; = ¢; ; - a; ; (tedy jsme ndhodné rozhodili
znaménka do matice A).

(a) Ukazte, ze E[det(B)] = 0.
(b) Ukazte, ze E[det(B)?] = per(A).

6. Ukazte, ze per(A) = > | a1, - per(Ai;), kde A je n x n matice a Ay ; je (n—1) x (n—1)
matice, kterd vznikne z A smazdnim prvniho fadku a i-tého sloupce.
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