2. cviceni Pravdépodobnostni algoritmy http://iuvuk.mff.cuni.cz/~kralka/

Véta 1. Bud'te Xi,...,X, nezavislé bindrn{ ndhodné proménné s Pr[X; = 1] = p;. Oznaéme
X=>",X,ap=E[X] =", p;. Potom plati, ze

o Pr[X < (1—08)u] < e #9°/2 pro véechna 0 < § < 1 a

)

21,
o Pr[X > (14 6)u] < e pro viechna d > 0.

Definice

e Tiida RP obsahuje vSechny jazyky L, pro které existuje pravdépodobnostni Turinguv stroj

A, ktery

— pracuje v polynomidlnim case,
— pokud z ¢ L, pak A vzdy odmitne a
— pokud z € L, pak A piijme s pravdépodobnost{ alespon 1/2.

e Jazyk L je v tridé ZPP, pokud existuje pravdépodobnostni Turinguv stroj A, ktery roz-

poznava L a stfedni doba vypoctu A nad slovem z je polynomidlni v |z|.

e Jazyk L je v tiidé BPP, pokud existuje pravdépodobnostni Turinguv stroj A, ktery

— pracuje v polynomidlnim case,
— pokud z € L, pak A pfijme s pravdépodobnost{ alespon 3/4 a
— pokud z ¢ L, pak A odmitne s pravdépodobnosti alespon 3/4.

Priklady
1. Ukazte, ze ZPP = RP N co-RP.
2. Ukazte, ze plati RP C NP a co-RP C co-NP.
3. Rozhodnéte, zda plati BPP = co-BPP.
4. Ukazte, ze pokud NP C BPP, tak potom NP = RP.
5. Méjme dvé mince. Na prvni padne hlava s pravdépodobnosti p; = 1/2 a na druhé s pravdépodobnost{
pe2 = 1/4. Jak uréime, kterd je kterd? Pouzijme nésledujici algoritmus: Hodime libovolnou
minci n-krat a uréime pravdépodobnost p s jakou béhem naSeho algoritmu padala hlava.
Pokud p > 3/8 fekneme, ze mince se kterou jsme hdzeli je prvnf mince, jinak fekneme, Ze je
to mince druha.
e Ukazte, ze pro n > 321n(2/4) nés algoritmus odpovi spravné s pravdépodobnosti ale-
spon 1 — 4.
e Co by se stalo, pokud bychom neznali pravdépodobnost py?
6. Ukazte, 7e pro randomizovany algoritmus QuickSort a jeho ¢as béhu plati Pr[runtime > 8nlogn] < 1/n?.
V jaké tridé takovy algoritmus je?
7. Bud A matice s vlastnimi éisly A1, . .., \,. Potom matice A+dI ma vlastni éisla d+Mq, ..., d+
An-
8. Ukazte, ze d-regularni graf je bipartitni pravé kdyz nejmensi vlastni ¢islo jeho matice sou-
sednosti je —d.
9. Urcete vlastni ¢isla nésledujicich grafu:

e K, uplného grafu na n vrcholech,
e K, , uplného bipartitniho grafu s velikosti partit n,

e (), cyklu na n vrcholech.
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