
2. cvičeńı Pravděpodobnostńı algoritmy http://iuuk.mff.cuni.cz/~kralka/

Věta 1. Bud’te X1, . . . , Xn nezávislé binárńı náhodné proměnné s Pr[Xi = 1] = pi. Označme
X =

∑n
i=1Xi a µ = E[X] =

∑n
i=1 pi. Potom plat́ı, že

• Pr[X ≤ (1− δ)µ] ≤ e−µδ2/2 pro všechna 0 < δ < 1 a

• Pr[X ≥ (1 + δ)µ] ≤ e
δ2µ
2+δ pro všechna δ > 0.

Definice

• Tř́ıda RP obsahuje všechny jazyky L, pro které existuje pravděpodobnostńı Turing̊uv stroj
A, který

– pracuje v polynomiálńım čase,

– pokud x /∈ L, pak A vždy odmı́tne a

– pokud x ∈ L, pak A přijme s pravděpodobnost́ı alespoň 1/2.

• Jazyk L je v tř́ıdě ZPP, pokud existuje pravděpodobnostńı Turing̊uv stroj A, který roz-
poznává L a středńı doba výpočtu A nad slovem x je polynomiálńı v |x|.

• Jazyk L je v tř́ıdě BPP, pokud existuje pravděpodobnostńı Turing̊uv stroj A, který

– pracuje v polynomiálńım čase,

– pokud x ∈ L, pak A přijme s pravděpodobnost́ı alespoň 3/4 a

– pokud x /∈ L, pak A odmı́tne s pravděpodobnost́ı alespoň 3/4.

Př́ıklady

1. Ukažte, že ZPP = RP ∩ co-RP.

2. Ukažte, že plat́ı RP ⊆ NP a co-RP ⊆ co-NP.

3. Rozhodněte, zda plat́ı BPP = co-BPP.

4. Ukažte, že pokud NP ⊆ BPP, tak potom NP = RP.

5. Mějme dvě mince. Na prvńı padne hlava s pravděpodobnost́ı p1 = 1/2 a na druhé s pravděpodobnost́ı
p2 = 1/4. Jak urč́ıme, která je která? Použijme následuj́ıćı algoritmus: Hod́ıme libovolnou
minćı n-krát a urč́ıme pravděpodobnost p̂ s jakou během našeho algoritmu padala hlava.
Pokud p̂ ≥ 3/8 řekneme, že mince se kterou jsme házeli je prvńı mince, jinak řekneme, že je
to mince druhá.

• Ukažte, že pro n ≥ 32 ln(2/δ) náš algoritmus odpov́ı správně s pravděpodobnost́ı ale-
spoň 1− δ.

• Co by se stalo, pokud bychom neznali pravděpodobnost p2?

6. Ukažte, že pro randomizovaný algoritmus QuickSort a jeho čas běhu plat́ı Pr[runtime > 8n log n] < 1/n2.
V jaké tř́ıdě takový algoritmus je?

7. Bud’ Amatice s vlastńımi č́ısly λ1, . . . , λn. Potom matice A+dI má vlastńı č́ısla d+λ1, . . . , d+
λn.

8. Ukažte, že d-regulárńı graf je bipartitńı právě když nejmenš́ı vlastńı č́ıslo jeho matice sou-
sednosti je −d.

9. Určete vlastńı č́ısla následuj́ıćıch graf̊u:

• Kn úplného grafu na n vrcholech,

• Kn,n úplného bipartitńıho grafu s velikost́ı partit n,

• Cn cyklu na n vrcholech.

http://iuuk.mff.cuni.cz/~kralka/

