Resena cviceni z linearni algebry II

Karel Kral

9. dubna 2018

Tento text neni urcen k siteni. VSechny chyby v tomto textu jsou samoziejmé zamérné. Reportujte
je prosim na adresu kralka@iuuk.mff.cuni....
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1 Cvic¢eni

Ja jsem Karel, pro kterou prednasku cvi¢ime, jazyk cviceni, zapocet, jak se ucit. ..

0. Kdo co potiebuje opakovat z minulého semestru. ReSeni soustav rovnic, nasobeni matic,
soutadnice, linedrn{ zobrazeni. .. (nékdy brzo nejspis bude opakovaci pisemka).

Resent: Viz skripta Milana Hladika.
Co chcete slyset? Jak jste na tom s programovanim?
1. Méjme béazi B danou vektory:
(1/2,1/2,1/2,1/2)%,(1/2,-1/2,-1/2,1/2)T, (=1/2,1/2,-1/2,1/2)T, (-1/2,-1/2,1/2,1/2)T
Najdéte matici prechodu od kanonické béaze k bazi B. Najdéte souradnice vektoru (3,1,4,1)T
v bézi B. Ceho si véimnete na matici g[id]|x?

2. Bud V vektorovy prostor nad R, skaldrni souéin je bindrni operace (- | -): V2 — R, ktera
pro vSechny z,y,z € V a a € R spliiuje:

(a) (x| x) > 0 a rovnost nastane jen pro z = 0

(b) (w4y|2) = (2|2 + 2

(¢) {ax |y) = afz [y)

(d) (x|y) = (y|x) (respektive (z | y) = (y | =) pro komplexni &isla).
Rekneme, ze vektory u, v jsou na sebe kolmé, pokud (x]y)=0.

Norma dand skaldrnim sou¢inem je ||z|| = /(x| ). Intuitivné norma urcuje délku vektoru.
Ptipomenime, Ze norma lze definovat i 0 néco obecnéjsim zpusobem, ale normy dané skalarnim
soucinem jsou velice uzitecné.

Geometrickd interpretace standardniho skaldrniho soucinu v R™ je pak (x | y) = ||z||||y|| cos(p),
kde ¢ je ihel mezi vektory x,y (porovnejte s definici kolmosti).

Navic vime, ze kdyz mame ortonormalni vektory, pak jsou linedrné nezavislé.
3. Ukazte, ze nésledujici jsou skaldrni souciny:
(a) (Standardni skal. sou¢.) V R™ definujeme (z | y) =27y =>"" | 2y,
(b) V prostoru C, 3 spojitych funkef na intervalu [a, b] definujeme (f | g) = fab f(x)g(x)dx.

4. Spoéitejte standardni skaldrni soucin vektori (1,2,3)7,(0,0,1)7,(1,-2,1)T. Které z nich
jsou navzdjem kolmé? Jaka je délka prvniho vektoru? Jak daleko jsou od sebe prvni a treti
vektor?

Resent: {(1,2,3)7](0,0,1)T) =1-0+2-0+3-1 = 3 — nejsou kolmé, ((1,2,3)7|(1,-2,1)T) =
1 — 4+ 3 =0 tedy jsou kolmé, ((0,0,1)T|(1,—-2,1)T) =1 tedy nejsou kolmé.

Délka prvniho vektoru ||(1,2,3)T | = 12 +22 4+ 32 = V/14.
Prvni a tieti vektor jsou od sebe ||(1,2,3)T — (1,-2,1)T| = ||(0,4,2)T|| = v/20.

5. Ozna¢me fadky matice A jako vektory vi,..., v, a sloupce matice B vektory wi, ..., wp.
Cim jsou tvofeny jednotlivé prvky matice AB?

Reseni: (AB); ; = (vi|w;)
Dokazte, ze fadkovy prostor a kernel jsou navzajem kolmé.

Resend: Kernel je vektorovy prostor viech fedeni homogenni soustavy rovnic, tedy pro kazdy
radek musi platit, ze po dosazeni dostaneme nulu.



6. Pro skaldrni soucin definovany (f|g) = f_ll f(x)g(z) dr ukazte, 7e jsou funkce 322 — 1 a
523 — 3z navzijem kolmé.

Resend: |1 (322 —1)(52° — 3z) dx = [*, 152° — 142° 4 3z dx = (26 4 Zat + 3271, =

7. O symetrické redlné matici A, pro kterou plati 27 Az > 0 pro viechna nenulovd z € R”
fekneme, 7e je pozitivné definitni. Definujme skaldrni soucin (z|y) = 7 Ay, dokaite, Ze toto
je opravdu skalarni sou¢in prave kdyz A je pozitivné definitni.

Reseni: Piimo ovéfeni definice.

Pro dany skaldrni souéin odvod’te obecny zptisob, jak najit pozitivné definitni matici A,
ktera ho urcuje.

Reseni: Podivejte se, co se déje v sou¢inech dvojic vektoru z kanonické béze.

Dokazte, ze soucet dvou pozitivné definitnich matic je pozitivné definitni matice. Ukazte, ze
kladny nasobek pozitivné definitni matice je pozitivné definitni matice.

Reseni: Oveéreni definice.

8. Dokaite, ze viechny vektory v € R?, které splitujf ((1,0, —3)T |v) = 0 tvoi{ vektorovy prostor.
Jinak feceno {7 € R3|((1,0,—3)T|v) = 0} tvoii vektorovy prostor.

Reseni: Oveéreni definice.

Dokazte, ze viechny vektory z R?, které splauji (1,0, —3)T|v) = 2 tvoii afinni prostor (a to

rovinu).
Reseni: Oveéreni definice.

9. Méjme dva vektory (2,5)7, (3,1)7, jaky ndsobek druhého vektoru musfme odeéist od prvniho,
aby byl kolmy na druhy? Jaky nasobek prvniho vektoru musime odecist od druhého aby byl
kolmy na prvni?

Resend: Redme druhou éast, ilustrace viz obrézek Délka vektoru u = (2,5) je ||(2,5)| =
V22 + 52 = 1/29. Délka vektoru v = (3,1) je ||(3,1)| = v/3% + 12 = V/10. Vektor se stejnym
smérem jako v a jednotkovou délkou je v/||v|| = (3/4/10,1/4/10). Skaldrni soucin (ulv) =

6 4+ 5 = 11. Vzpomenme si na stredoskolskou goniometrii, vidime ze pokud by vektor v mél

cos ()
flell

(x|y) = ||=||||y|| cos ¢ dostaneme prvni krok Gram-Schmidtovy ortogonalizace, tedy vyjadieni
kolmého vektoru v — u(u|v)/(uu) = (3 — (22/29),1 — (55/29)). Ovéime jesté ortogonalitu:
((2,5)(3 — (22/29),1 — (55/29))) = 6 — 44/29 + 5 — 275/29 = 0.

jednotkovou délku, promitl by se na u. Vyuzitim podobnosti trojuhelniku a vztahu



u=(2,5)

lvllcos(e) w{ulv)/(ulu) = (22/29,55/29)

Tl

v =(3,1)

u/lloll = (3/7/10,1//T0)

v — wlulv)/{ulu) = (3 — (22/29),1 — (55/29))

Obrazek 1: Pocitani kolmé projekce vektoru v na vektor wu.

Jesté jednodussi bude cisté algebraicky postup. Od vektoru v chceme odecist néjaky c-
nésobek vektoru u, tak aby v — cu bylo kolmé na wu (a hleddme dané ¢). Chceme tedy

(v—culu)y=0 (1)
(v]u)—clu|u)=0 (2)
(v]u)=clu|u) (3)



10.

Pro zvidavé

2

(v | w)
(u ] u)

Rovnice ([2)) je jen rozepsanim podle definice skaldrniho sou¢inu. V rovnici nedélime nulou
v dusledku toho, ze vektor 4 nemd nulovou délku.

=c (4)

Dokazte, ze norma definovana skaldrnim soucinem (||z| = +/(z|x)) spliuje rovnobéznikové
pravidlo, tedy ||z +y[ + |z — y[|* = 2]}z|* + 2/ly|*

Reseni: Rozepiste levou stranu podle definice a pouzijte linearitu skalarniho soucinu.
Muze byt norma ||z|l1 = > |z;| nebo norma ||z||cc = max |z;| ddna skaldrnim souc¢inem?
Reseni: Ne, pouzijte predchozi ¢ast cviceni.

Dokazte, ze v roviné neexistuji ¢tyii body, tak ze vzdéalenosti mezi nimi jsou celd lichd ¢isla
(mohou a nemus{ byt vechna stejnd).

Redend: 33 miniatures by prof. Matousek
https://kam.mff.cuni.cz/~matousek/stml-53-matousek-1.pdf

Cviceni

Priklady 6 a dal z pfedchoziho cviceni.

Cviceni

. Vuédi standardnimu skaldrnimu sou¢inu vyberte z nasledujicich t#{ vektoru kolmé dvojice:

(17233)7 (572a 73) a (*23 717 *4)'

Kterou z néasledujicich vlastnosti mé relace kolmosti: Reflexivita, ireflexivita, symetrie, an-
tisymetrie, tranzitivita?

Reseni: (1,2,3) L (5,2,-3), (5,2,—3) L (=2, —1,—4), ale (1,2,3) £ (-2,—1,—4).

Relace kolmosti tudiz nenf tranzitivni (ani reflexivni, pouze symetrickd).

. Urcete podle Gramm-Schmidtova pfedpisu ortonormalni bazi radkovych prostoru nasledujicich

matic:
1 1 1 1
(a) (4 1 4 1
1 2 3 4
Resend: Odeétenim projekef spoéteme nejprve kolmy vektor y; = x; — Z;;ll (@i | 2j)zj;
a ten pak normalizujeme z; = Hg—YH
Normalizujeme y; = z1: [|y1]| =2 a odtud 21 = (3, 3,3, 3)7.
<'/E2 | zl> =5 a proto Y2 = (%a _%a %a _%)T
Normalizujeme yo: ||y2|| = 3 a dostaneme 2o = (3, —3, 2, —1)7.
(x5 | 21) =5, (w3 | 22) = —1 atedy y3 = (-1, -1,1,1)".
Normalizujeme y3: ||ys|| =2 a mdme z3 = (-1, —1,1, 3)7.
VY.]de né‘m: Z = {(%a %a %7 %)Ty (%7 _%7 %7 _%)Ta (_%7 _%a %a %)T}


https://kam.mff.cuni.cz/~matousek/stml-53-matousek-1.pdf

0340
M) o 0 5 0
2 1 0 2
2 0 1 2
o4 3 2
6 —5 3 6
—4 2 4 2

3. Spoéitejte vzdalenost bodu (1,2, 0, 1)T od roviny generované vektory (1,1,0,0)%, (2,—1,0,0)7.

Reseni: Vektory roviny ortonormalizujeme a dostaneme (1/v/2,1/4/2,0,0)7, (1/v/2,-1/+/2,0,0)T
a pak uz jen ode¢teme od zadaného vektoru jeho kolmou projekei a tim dostaneme (0,0,0,1)”
jehoz délka je jedna. Postupovali jsme dle Gramm-Schmidtovy ortonormalizace (presvédcete

se, které vektory vam vyd4 a se kterymi pocitdte béhem nf).

Priklad Sel fesit i metodou kouknu a vidim, protoze vektory, které generuji rovinu generuji
celou rovinu danou prvnimi dvéma soufadnicemi a nic jiného.

4. Urcete ortonormalni bézi (pomoci G-S) fadkového prostoru nédsledujici matice a tu rozsiite
2 4 2 1
-1 -2 -2 -1
1 2 4 2
1 2 3 4

na ortonormaln{ bazi R*.

2 1 0
Lo s g ie s e s 4 2 0

5. Pomoci projekce najdéte nejlepsi pfiblizné feseni soustavy Ax = b, kde A = 9 —4 1|
1 -2 2

b=(10,5,13,9)7

Vsimnéte si, ze sloupce matice A jsou vzdjemné kolmé. O kolik je vase feSeni Spatné (tj.
spocitejte b — Ax)? (Metoda nejmensich étvercu se ¢asto pouzivd, kdyz jsou chyby hodné
malé — ale s takovymi se na cvicenf na papife §patné pocitd). Vyjdou stejnd feseni jako Feseni
soustavy AT Az = ATbH?

6. Dokazte, ze redlnd norma definovand skaldrnim soucinem (||z|| = +/(z|z)) spliluje rov-
nobéznikové pravidlo, tedy ||z +y||* + [z — yl|* = 2[|z[|* + 2[jy*.

Reseni: Rozepiste levou stranu podle definice a pouzijte linearitu skalarniho soucinu.
Muze byt norma ||z||; = Y |«;| nebo norma ||z||.c = max |z;| ddna skaldrnim soucinem?
Reseni: Ne, pouzijte predchozi ¢ast cviceni.

7. Ukazte, ze sloupce Hadamardovy matice H,, € R?"*2" definované jako

HO = (1) ;
1 Hm—l Hm—l
H. =
" \/i (Hml - ml) ’

jsou ortonormélni.

Pro zvidavé Kontrola maticového nésobeni: méte program, ktery tvrdi, ze umi néasobit matice rychle.
Staci skontrolovat Cx = A(Bzx) kde C' je vystup programu po ndsobeni AB a x je ndhodny
{0,1} vektor spravné délky. Dokazte, ze pak pokud je C' Spatné, pak s pravdépodobnosti
aspon polovina rovnost Cxz = ABx neplati.



Cviceni
. . P SR . . 1 2 3
. Urcete bazi ortogonalniho dopliku fddkového prostoru matice A = 44 1)

Resend: Jednd se jen a pouze o kernel matice A (skaldrni souciny jsou nula — fesime homogenni
soustavu rovnic).

2 1 0
Lo s o r i s e s 4 2 0

. Pomoci projekce najdéte nejlepsi piiblizné feseni soustavy Ax = b, kde A = o —4 —1|°
1 -2 2

b=(10,5,13,9)T

Vsimnéte si, ze sloupce matice A jsou vzdjemné kolmé. O kolik je vase feSeni Spatné (tj.
spocitejte b — Ax)? (Metoda nejmensich ¢étvercu se ¢asto pouziva, kdyz jsou chyby hodné
malé — ale s takovymi se na cvicenf na papife §patné pocitd). Vyjdou stejnd fesenf jako Feseni
soustavy AT Az = ATbH?

. Povidani o determinantech — geometricka intuice a pro¢ je tam znaménko permutace. Opa-
kovani definice a jak se pocitaji.

Pocitani determinantu matic 2 X 2 a vliv ekvivalentnich tprav na né. Geometrickd intuice v
roviné.

. Spocitejte derminanty nasledujicich realnych matic:

4 1 2

0 —1 1| Reseni: Determinant matice je —9.

1 2 1

3 2 -1

-1 1 2 Reseni: Determinant matice je 30.
2 -1 3

0 1 1
1 0 1] Reseni: Determinant matice je 2.
1 10

18 11 11
11 11 11| ReSeni: Nejpve pouzijte Fadkové ipravy. Determinant matice je 1001.
11 11 24

Cviceni
. (. (1o T s ) . 1 2 3
. Urcete bazi ortogondlniho dopliku Fddkového prostoru matice A = 44 1)

Resend: Jednd se jen a pouze o kernel matice A (skaldrni souciny jsou nula — fesime homogenn{
soustavu rovnic).

2 1 0
Lo . e ee e s 4 2 0

. Pomoci projekce najdéte nejlepsi piiblizné fesSeni soustavy Ax = b, kde A = o 4 1|
1 -2 2

b=(10,5,13,9)T



Vsimnéte si, ze sloupce matice A jsou vzdjemné kolmé. O kolik je vase feSeni $patné (tj.
spocitejte b — Ax)? (Metoda nejmensich ¢tvercu se ¢asto pouzivd, kdyz jsou chyby hodné
malé — ale s takovymi se na cviceni na papite $patné pocita). Vyjdou stejnd feseni jako feseni
soustavy AT Az = ATbH?

3. Povidani o determinantech — geometricka intuice a pro¢ je tam znaménko permutace. Opa-
kovani definice a jak se pocitaji.

Pocitani determinantu matic 2 x 2 a vliv ekvivalentnich tdprav na né. Geometrickd intuice v
rovine.

1 2 3

—1 1 2| ReSeni: Determinant matice je —4.

3 21

1110

11 01 S . .

101 1 Reseni: Determinant matice je —3.

01 1 1

-1 1 1 1

1 -1 1 1 s L . .
Reseni: Determinant matice je —16.

1 1 -1 1

1 1 1 -1

Reseni: Determinant matice je 15.

1 2 3 4

21 0 3 S . .
30 1 2 Reseni: Determinant matice je 80.
4 3 2 1

4. Muze byt soucet ortonormélnich matic ortonormélni matice? Jaky je determinant orto-
normélni matice?

5. Pomoci adjungované matice najdéte matici inverzni (pokud existuje) k nasledujicim maticim
1 0 1
nad télesem realnych cisel i nad télesem Zs | —2 1 0], ReSent:
0 1 1

Adjungovand matice: (adj(4));; = (—1)"77]|A7|, kde A7 je matice vznikld odstranénim
j-tého Fadku a i-tého sloupce z matice A (vSimnéte si prohozeni indexu).

Inverze se spocita: A~1 = ﬁadj(A).
Nad R
1 1 -1 -1 -1 1
Al=-1,adj(d)=[ 2 1 —2|,41=[-2 -1 2
-2 -1 1 2 1 -1
Nad Zs
1 1 4 4 4 1
Al=-1=4,adj(4) =2 1 3|, 4 '=[3 4 2
3 4 1 2 1 4



1 0 2
1 2 0], Reseni:
0 1 1
Nad R
2 2 -4 1/2 172 -1
Al =4, adj(A) = -1 1 2 |, A= -1/4 1/4 1)2
1 -1 2 1/4 —-1/4 1/2
NadZ5

1 2 4
2 1 1| Reseni:
1 01
Nad R
1 -2 -2 ~1/5 2/5 2/5
Al =5, adj(4) = -1 -3 7|, A4 1= 1/5 3/5 -7/5
1 2 -3 1/5 —2/5 3/5
Nad Zs
1
|A| = 0, tudiz A je singuldrni nad Zs a A~! neexistuje, adj(A) = | 4
4

6. Spocitejte derminanty nasledujicich matic nad Zr:

1 1.1 0 -1 1 1 1 -1 -2 3 -1
1 1 01 1 -1 1 1 2 4 -3 1
101 1)} 1 1 -1 11" 1 2 -2 -1
0 1 1 1 1 1 1 -1 -2 -1 1 =2

DN DN W

DN W
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