
Řešená cvičeńı z lineárńı algebry I

Karel Král
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Tento text neńı určen k š́ı̌reńı. Všechny chyby v tomto textu jsou samozřejmě záměrné. Reportujte
je prośım na adresu kralka@iuuk.mff.cuni....
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1 Cvičeńı

1. Spoč́ıtejte

(
1
3

)
− 4

(
−1
3

)
+ 2

(
1
0

)
. Nadále budeme psát (a, b)T mı́sto

(
a
b

)
.

Řešeńı: Vektory sč́ıtáme po jednotlivých prvćıch. Výsledek:

(
1− 4(−1) + 2 · 1

3− 4 · 3 + 0

)
=

(
7
−9

)
.

2. Co je řešeńım rovnice 2y− 1 = 3? Co je řešeńım, pokud přidáme rovnici x+ y = 3? Napǐste
maticový zápis (druhou rovnici napǐste na prvńı řádek), nakreslete jako pr̊useč́ık př́ımek a
jako součet vektor̊u.

Řešeńı: Prvńı rovnici uprav́ıme na y = 2 (k oběma stranám přičteme jedna a pak obě strany
vyděĺıme dvěma). Dostaneme soustavu:

x + y = 3

y = 2

Jej́ım řešeńım je očividně bod (1, 2)T (ten źıskáme takzvanou zpětnou substitućı).

Řádkový pohled dává pr̊unik nadrovin, které jsou ve dvou rozměrech př́ımky. Neformálńı
intuice je, že v jedné rovnici si můžeme zvolit všechny proměnné až na jednu, kterou
dopoč́ıtáme, dimenze množiny bod̊u, které danou rovnici splňuj́ı tedy bude o jedna menš́ı
než dimenze celého prostoru.

x

y

(0, 0)T

y = 2

x + y = 3

(1, 2)T

Sloupcový pohled: chceme naj́ıt řešeńı vyjádřené jako součet sloupc̊u matice(
3
2

)
= x ·

(
1
0

)
+ y ·

(
1
1

)
=

(
1 1
0 1

)(
x
y

)

Sloupcové vektory matice nakresĺıme do roviny a stejně tak vektor pravých stran.
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x

y

(0, 0)T

(1, 0)T

(1, 1)T

(3, 2)T

3. Popǐste pr̊unik nadrovin 2w + 7x− y + 3z = 5, 2w− y + 3z = 3 a 2w− y = 1 (vše ve čtyřech
rozměrech, tedy v R4). Co je to geometricky (př́ımka, bod nebo prázdná množina)? Jaký je
pr̊unik, pokud přidáme 2w = −1? Najděte čtvrtou rovnici tak aby pr̊unikem byla prázdná
množina.

Řešeńı: Tohle nenakresĺım, ale můžeme řešit jako rovnice s řešeńım x = 2/7, y = 2w−1, z =

2/3, které můžeme zapsat jako:


0

2/7
−1
2/3

 + w


1
0
2
0

, což je př́ımka (honosně řečeno afinńı

prostor).

Přidáńım rovnice 2w = −1 dostaneme jediný bod (dosad́ıme w = −1/2 do vyjádřeńı př́ımky).

Pokud bychom chtěli přidat rovnici, tak aby neexistovalo řešeńı, můžeme přidat jakoukoliv
rovnici, která neobsahuje př́ımku z prvńıho odstavce. Nejjednodušš́ı je 2w+7x−y+3z = 0.

4. Pro každou polohu tř́ı rovin v prostoru (všechny rovnoběžné, pr̊unik jeden bod, pr̊unik
př́ımka, . . . ) napǐste soustavu, která má takový tvar. Co znamená rovnoběžnost rovin pro
soustavu rovnic? (Hint: počet řešeńı a dva řádky vyjadřuj́ıćı dvě rovnoběžné roviny.)

Řešeńı: Rovnice 1x + 2y + 3z = 6 určuje rovinu s normálovým vektorem (1, 2, 3)T (ten je
na ni kolmý). Tato rovina procháźı např́ıklad body (6, 0, 0)T , (0, 3, 0)T a (0, 0, 2)T , stačilo za
dvě souřadnice cokoliv dosadit a dopoč́ıtat třet́ı souřadnici.
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x

y

z

(6, 0, 0)T

(0, 3, 0)T

(0, 0, 2)T

(1, 2, 3)T

Obrázek 1: Rovina se svým normálovým vektorem.

x y

z

Obrázek 2: Tři roviny x = 1 (červeně), y = 1 (zeleně), z = 1 (modře). Všechny se prot́ınaj́ı v
jednom bodě.

x
y

z

Obrázek 3: Tři roviny x = 1 (modře), x = 2 (zeleně), x = 3 (červeně). Všechny rovnoběžné, tedy
nemaj́ı společný pr̊unik.

x
y

z

Obrázek 4: Tři roviny x = 1 (modře), x = 2 (zeleně), z = 1 (červeně). Dvě rovnoběžné, tedy
nemaj́ı společný pr̊unik.
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x

y
z

Obrázek 5: Tři roviny x = 1 (modře), y = 1 (červeně), x + y = 1 (zeleně). Žádné rovnoběžné, ale
nemaj́ı společný pr̊unik.

x

y
z

(1, 1, z)T

Obrázek 6: Tři roviny x = 1 (modře), y = 1 (červeně), x + y = 2 (zeleně). Žádné rovnoběžné,
společný pr̊unik je př́ımka.

5. Určete středovou rovnici kružnice procházej́ıćı body (3, 3)T , (1, 5)T , (5, 5)T Pro připomenut́ı
kružnice se středem S = (s1, s2)T a poloměrem r ∈ [0,∞) má rovnici (x−s1)2+(y−s2)2 = r2.

Řešeńı: Napǐsme si soustavu rovnic:

(3− s1)2 + (3− s2)2 = r2

(1− s1)2 + (5− s2)2 = r2

(5− s1)2 + (5− s2)2 = r2

Po roznásobeńı:

s21 − 6s1 + 9 + s22 − 6s2 + 9 = r2 (1)

s21 − 2s1 + 1 + s22 − 10s2 + 25 = r2 (2)

s21 − 10s1 + 25 + s22 − 10s2 + 25 = r2 (3)

Od prvńı i od druhé rovnice odečteme třet́ı rovnici:

4s1 − 16 + 4s2 − 16 = 0

8s1 − 24 = 0

Výsledkem tedy je: (x− 3)2 + (y − 5)2 = 22.
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x

y

Obrázek 7: Kružnice se středem v (3, 5)T a poloměrem dva.

6. Pod jakou podmı́nkou jsou body (0, y1)T , (1, y2)T , (2, y3)T na jedné př́ımce? Pod jakou
podmı́nkou jsou body (0, 0)T , (y1, y2)T , (y3, y4)T na jedné př́ımce?

Řešeńı: Napǐsme si parametrickou rovnici př́ımky procházej́ıćı body (0, y1)T , (1, y2)T , ta je
(0, y1)T + t(1, y2 − y1)T pro t ∈ R. Aby třet́ı bod (2, y3)T ležel na této př́ımce, muśı t = 2 a
tedy y3 = 2(y2 − y1).

Obdobně řeš́ıme i druhý př́ıpad, parametrická rovnice je t(y1, y2)T a třet́ı bod tedy splňuje
y3 = ty1 a zároveň y4 = ty2 (pro tu samou hodnotu t).

Tento př́ıklad je řešitelný obdobně i pomoćı obecné rovnice.

7. (a) Napǐste parametrické vyjádřeńı S = {~u + t~v | t ∈ R} př́ımky jdoućı body (1, 2)T , (4, 3)T .

Řešeńı: Parametrické vyjádřeńı se skládá ze “startovńıho” vektoru u a směrového
vektoru v, “podél kterého se můžeme pohybovat ze startu.”

Startovńı vektor můžeme volit např́ıklad vektor (1, 2)T a směrový źıskáme jako druhý
vektor minus tento prvńı (4, 3)T − (1, 2)T = (3, 1)T . Parametrické vyjádřeńı tedy je{

(1, 2)T + t(3, 1)T | t ∈ R
}

.

Plat́ı, že mı́sto ted’ vypočteného směrového vektoru můžeme vźıt jeho jakýkoliv nenu-
lový násobek, což změńı jen hodnotu parametru t.

Všimněte si, že volně zaměňuji body z prostoru R2 za vektory. Pokud zvoĺıme soustavu
souřadnic, pak se na bod můžeme d́ıvat jako na vektor jeho souřadnic. Naproti tomu vás
čeká mnohem obecněǰśı definice vektor̊u. Vektorem bude mimo jiné i funkce f : R→ R.

x

y
(3, 1)T

(1, 2)T

(4, 3)T

Obrázek 8: Př́ımka, vyznačený směrový vektor.

(b) Napǐste obecnou rovnici ax+ by + c = 0 př́ımky jdoućı body (0, 3)T , (1, 4)T . Nakreslete
vektor (a, b)T , nepřijde vám kolmý na tu př́ımku?
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Řešeńı: Zde řeš́ıme soustavu rovnic, př́ıpadně urč́ıme směrový vektor a k němu kolmý
vektor zvaný normálový (pro vektor (a, b)T je kolmým vektorem vektor (−b, a)T i vektor
(b,−a)T , to že jsou opravdu kolmé bude předmětem některého př́ı̌st́ıho cvičeńı).

Směrový vektor je (1, 1)T , normálový tedy bude (1,−1)T . Normálový vektor udává
koeficienty a, b v rovnici ax + by = c. Dosazeńım dopočteme koeficient c. Výsledek je
x− y = −3.

Opět můžeme celou rovnici násobit nenulovým č́ıslem a př́ımka z̊ustane nezměněna.

x

y

(1,−1)T

(1,−1)T

(0, 3)T

(1, 4)T

Obrázek 9: Př́ımka, vyznačený normálový vektor.

(c) Převed’te obecnou rovnici 3x− 2y + 1 = 0 na parametrické vyjádřeńı.

Řešeńı: Můžeme spoč́ıtat dva body lež́ıćı na této př́ımce a postupovat jako v předešlém
př́ıpadě. Druhá možnost je spoč́ıtat směrový vektor (2, 3)T (kolmý na normálový vektor
(3, 2)T ) a dopoč́ıtat startovńı bod např́ıklad dosazeńım nuly za x a źıskáńım (0, 1/2)T .

(d) Převed’te parametrické vyjádřeńı S =
{

(1, 2)T + t(−1, 2)T | t ∈ R
}

na obecnou rovnici.

Řešeńı: Můžeme spoč́ıtat dva body lež́ıćı na této př́ımce a postupovat jako v předešlém
př́ıpadě. Druhá možnost je spoč́ıtat normálový vektor (2, 1)T (kolmý na směrový vektor
(−1, 2)T ) a dopoč́ıtat c = −4 pro počátečńı bod (2 · 1 + 1 · 2 + c = 0).

Jsou daná vyjádřeńı jednoznačná? Řešeńı: Nejsou. Směrový vektor můžeme vynásobit li-
bovolnou nenulovou konstantou. Nav́ıc jako počátečńı bod můžeme volit libovolný bod na
dané př́ımce. Obdobně celou obecnou rovnici můžeme vynásobit libovolnou nenulovou kon-
stantou.

Najděte obě vyjádřeńı roviny procházej́ıćı body (1, 2, 0)T , (−1, 0, 1)T , (0, 3, 1)T , pokuste se je
na sebe navzájem převést. Co by se stalo, kdyby všechny tři body byly na jedné př́ımce?

Řešeńı: TODO
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