Resena cviceni z linearni algebry II

Karel Kral

26. dubna 2017

Tento text neni urcen k sifeni. VSechny chyby v tomto textu jsou samoziejmé zamérné. Reportujte
je prosim na adresu kralka@iuuk.mff.cuni....
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1 Cvic¢eni

Ja jsem Karel, pro kterou prednasku cvi¢ime, jazyk cviceni, zapocet, jak se ucit. ..
0. Kdo co potfebuje opakovat z minulého semestru.
Resent: Viz skripta Milana Hladika.
1. Zopakujte definici skalarntho soucinu a vSeho, co jste o ném slyseli.

Resend: Bud V vektorovy prostor nad R, skaldrni soucin je bindrni operace (- | -): V2 — R,
kterd pro vSechny z,y,z € V a o € R spliuje:

(a) (x| z) > 0 a rovnost nastane jen pro z = 0
(b) e+ylz)=(|2+{yl2
(©) (oz | y) = afz | )

(d) (x|y) = (y|x) (respektive (z | y) = (y | =) pro komplexni &isla).
Rekneme, Ze vektory u, v jsou na sebe kolmé, pokud (z | y) = 0.

Norma dang skaldrnim soucinem je ||z|| = /(x| ). Intuitivné norma urcuje délku vektoru.
Piipomenme, Ze norma, lze definovat i 0 néco obecnéj$im zpusobem, ale normy dané skaldrnim
soucinem jsou velice uzitecné.

Geometricka interpretace standardniho skaldrniho soucinu v R™ je pak (x | y) = ||z||||ly|| cos(¢),
kde ¢ je tihel mezi vektory z,y (porovnejte s definici kolmosti).

Navic vime, ze kdyz mame ortonormalni vektory, pak jsou linearné nezavislé.

2. Spoéitejte standardni skalarni soucin vektoru (1,2,3)7,(0,0,1)7,(1,-2,1)7. Které z nich
jsou navzajem kolmé? Jaka je délka prvniho vektoru? Jak daleko jsou od sebe prvni a treti
vektor?

Resend: ((1,2,3)7](0,0,1)T) =1-04+2-04+3-1 = 3 - nejsou kolmé, ((1,2,3)7)(1,-2,1)T) =
1 —4+ 3 =0 tedy jsou kolmé, ((0,0,1)7[(1,-2,1)T) = 1 tedy nejsou kolmé.

Délka prvniho vektoru ||(1,2,3)7]| = V12 + 22 + 32 = /14.
Prvni a tfeti vektor jsou od sebe [|(1,2,3)T — (1, -2, D)7 || = [|(0,4,2)7|| = v/20.

3. Oznacme fadky matice A jako vektory vi,..., v, a sloupce matice B vektory wi, ..., wp.
Cim jsou tvofeny jednotlivé prvky matice AB?

Reseni: (AB); ; = (vi|w;)
Dokazte, ze fadkovy prostor a kernel jsou navzajem kolmé.

Resent: Kernel je vektorovy prostor viech feseni homogenni soustavy rovnic, tedy pro kazdy
rfadek musi platit, ze po dosazeni dostaneme nulu.

4. Pro skaldrni soucin definovany (f|g) = f_ x) dz ukazte, ze jsou funkce 322 — 1 a
523 — 3z navzijem kolmé.

Reseni: fi1(3x2 —1)(52 — 3z) dz = fil 152° — 142% 4+ 3w dw = [L22° 4+ T2t + 3271, =0
5. Ukazte, ze nésledujici jsou skaldrni souciny:
(a) (Standardni skal. sou¢.) V R™ definujeme (z | y) =27y =>"" | z;y;

(b) V prostoru Cy, 3 spojitych funkci na intervalu [a, b] definujeme (f | g) f f(zx



6.

Pro zvidavé

O symetrické matici redlné A, pro kterou plati 27 Az > 0 pro viechna nenulovd z € R
fekneme, 7e je pozitivné definitni. Definujme skaldrni soucin (z|y) = 27 Ay, dokazte, Ze toto
je opravdu skalarni souc¢in prave kdyz A je pozitivné definitni.

Resend: Piimo ovéreni definice.

Pro dany skaldrni soué¢in odvod’te obecny zptsob, jak najit pozitivné definitni matici A,
kterd ho urcuje.

Reseni: Podivejte se, co se déje v soucinech dvojic vektoru z kanonické baze.

Dokazte, ze soucet dvou pozitivné definitnich matic je pozitivné definitni matice. Ukazte, ze
kladny nasobek pozitivné definitni matice je pozitivné definitni matice.

Reseni: Ovéteni definice.

Dokazte, ze viechny vektory v € R?, které splituji ((1,0, —3)T |v) = 0 tvoif vektorovy prostor.
Jinak feceno {7 € R3|((1,0,—3)T|v) = 0} tvoii vektorovy prostor.

Reseni: Oveéreni definice.

Dokaite, Ze vechny vektory z R3, které spliiujf ((1,0, —3)T |v) = 2 tvoi{ afinn{ prostor (a to
rovinu).

Reseni: Ovéreni definice.

Méjme dva vektory (2,5)7,(3,1)7, co musime odeéist od prvniho, aby byl kolmy na druhy?
Co musime odecist od druhého aby byl kolmy na prvni?

Dokazte, ze norma definovand skaldrnim soucinem (||z|| = /{(z|x)) spliiuje rovnobéznikové
pravidlo, tedy ||z +y|* + [z — yl|* = 2}z]|* + 2[|y[|*.

Reseni: Rozepiste levou stranu podle definice a pouzijte linearitu skaldrniho soucinu.
Muze byt norma ||z|l1 = > |#;| nebo norma ||z|lcc = max |z;| ddna skaldrnim soucinem?
Reseni: Ne, pouzijte predchozi ¢ast cviceni.

Dokazte, ze v roviné neexistuji ¢tyii body, tak ze vzdéalenosti mezi nimi jsou celd lichd ¢isla
(mohou a nemusi byt vSechna stejnd).

Cviceni

. Ukazte, ze nésledujici jsou skaldrni souciny:

(a) (Standardni skal. sou¢.) V R™ definujeme (z | y) = 2Ty =>"" | 2y,
(b) V prostoru Cy, 3 spojitych funkci na intervalu [a, b] definujeme (f | g) = f: f(x)g(x)dx.

(c) Stopa souéinu matic: (A|B) = tr(BT A), kde A, B jsou matice stejné velikosti a tr znaci
stopu, tj. soucet ¢isel na diagondle.

O symetrické matici realné A, pro kterou plati 7 Az > 0 pro vSechna nenulovd x € R"
fekneme, Ze je pozitivné definitni. Definujme skalarn{ soucin (z|y) = 7 Ay, dokaite, Ze toto
je opravdu skaldrni soucin pravé kdyz A je pozitivné definitni.

Reseni: Piimo ovéfeni definice.

Pro dany skaldrni sou¢in odvod'te obecny zpisob, jak najit pozitivné definitni matici A,
kterd ho urcuje.

Regent: Podivejte se, co se déje v soucinech dvojic vektoru z kanonické baze.



4.

Errata

Dokazte, ze soucet dvou pozitivné definitnich matic je pozitivné definitni matice. Ukazte, ze
kladny nasobek pozitivné definitni matice je pozitivné definitni matice.

Reseni: Oveéreni definice.

Pozitivné (semi-)definitni matice mimo jiné hraji velice duleZitou roli v matematické opti-
malizaci (takzvané semidefinitni programovdni).

Urcete podle Gramm-Schmidtova pfedpisu ortonormalni bézi fadkovych prostoru nésledujicich
matic:

11 11
(a) [4 1 4 1
1 2 3 4

i—1

Resend: Odeétenim projekei spoéteme nejprve kolmy vektor y; = x; — ijl (i | 25) 253
a ten pak normalizujeme z; = ”z—LH
Normalizujeme y; = z1: [|y1]| =2 a odtud 21 = (3, 5,4, 1)7.
(xo | 21) =5 a proto yo = (%7 —%, %, —%)T.
Normalizujeme y2: ||y2|| = 3 a dostaneme 2o = (3, -3, 5, —3)%.
(w3 ] 21) =5, (w3 | 22) = —1 a tedy y3 = (—1,—1,1,1)7.
Normalizujeme ys: ||ys|| = 2 a mdme z3 = (-1, -1, 1 )T,
Vyjde ném: Z = {(%’ %’ %’ %)T’ (%7 _%’ %’ _%)Tv (_%7 _%7 %’ %)T}
0 3 40
m) [0 0 5 0
2 1 0 2
2 0O 1 2
(0) 4 3 2 4
6 -5 3 6
—4 2 4 2

Méjme dva vektory (2,5)7,(3,1)7, co musime odeéist od prvniho, aby byl kolmy na druhy?
Co musime odecist od druhého aby byl kolmy na prvni?

Reseni: Resme druhou ¢ést, ilustrace viz obrézek Délka vektoru u = (2,5) je ||(2,5)|| =
V22 4+ 52 = 1/29. Délka vektoru v = (3,1) je ||(3,1) = v/3%2 + 12 = v/10. Vektor se stejnym
smérem jako v a jednotkovou délkou je v/|v|| = (3/1/10,1/4/10). Skaldrni soucin (ulv) =
6 4+ 5 = 11. Vzpomenme si na stiedoskolskou goniometrii, vidime ze pokud by vektor v meél
jednotkovou délku, promitl by se na CTlleﬁ’)u. Vyuzitim podobnosti trojihelniku a vztahu
(x|y) = llz||lly]| cos ¢ dostaneme prvni krok Gram-Schmidtovy ortogonalizace, tedy vyjadrent
kolmého vektoru v — u(ulv)/(u|u) = (3 — (22/29),1 — (55/29)). Ovéime jesté ortogonalitu:
((2,5)[(3 — (22/29),1 — (55/29))) = 6 — 44/29 + 5 — 275/29 = 0.

. Dokazte, ze redlnd norma definovand skaldrnim sou¢inem (||z|| = +/{(z|z)) spliuje rov-

nobéznikové pravidlo, tedy ||z +y[|* + [z — y[|* = 2[|=[|* + 2[jy*.

Reseni: Rozepiste levou stranu podle definice a pouzijte linearitu skaldrniho souéinu.
Muze byt norma ||z||1 = Y |2;| nebo norma ||z||.c = max |z;| ddna skaldrnim soucinem?
Regent: Ne, pouzijte predchozi ¢ast cvicent.

QR kdédy, Reed-Solomonovy kédy a souvislost s rychlou Fourierovou transformaci, Fouriero-
vou transformaci v analyze a jejich vyuziti.



u=(2,5)

Lelcouted y = wfulv) /(ulu) = (22/29,55/29)

Tl

v =(3,1)

"o/l = (3/VT0, 1/v/T0)

v —ulu|v)/(ulu) = (3 —(22/29),1 — (55/29))

Obrézek 1: Poécitani kolmé projekce vektoru v na vektor w.
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6. Ukazte, ze sloupce Hadamardovy matice H,, € R definované jako

H. = L <Hm1 Hmfl >
" \/i Hm—l _Hm—l ’

jsou ortonormalni.

Pro zvidavé Kontrola maticového nédsobeni: méate program, ktery tvrdi, ze umi nasobit matice rychle.
Staci skontrolovat Cz = A(Bz) kde C' je vystup programu po nasobeni AB a x je ndhodny
{0,1} vektor spravné délky. Dokazte, ze pak pokud je C' Spatné, pak s pravdépodobnosti
aspon polovina rovnost Cx = ABx neplati.

3 Cviceni

1. O symetrické realné matici A, pro kterou plati 7 Az > 0 pro véechna nenulovd x € R”
fekneme, Ze je pozitivné definitni. Definujme skaldrni soucin (z|y) = 7 Ay, dokaite, Ze toto
je opravdu skaldrni souc¢in prave kdyz A je pozitivné definitni.

Reseni: Pimo ovéfeni definice.
Pro dany skaldrni souc¢in odvod’te obecny zptsob, jak najit pozitivné definitni matici A,
kterd ho urcuje.

Reseni: Podivejte se, co se déje v soucinech dvojic vektoru z kanonické baze.

Dokazte, ze soucet dvou pozitivné definitnich matic je pozitivné definitni matice. Ukazte, Ze
kladny nasobek pozitivné definitni matice je pozitivné definitni matice.

Resent: Ovéfeni definice.
Pozitivné (semi-)definitni matice mimo jiné hraji velice dileZitou roli v matematické opti-
malizaci (takzvané semidefinitni programovdni).

2. Spoéitejte vzdalenost bodu (1,2,0,1)T od roviny generované vektory (1,1,0,0)%, (2, —1,0,0)7.

Reseni: Vektory roviny ortonormalizujeme a dostaneme (1/v/2,1/4/2,0,0)7, (1/v/2,-1/+/2,0,0)T
a pak uz jen ode¢teme od zadaného vektoru jeho kolmou projekei a tim dostaneme (0,0,0,1)”
jehoz délka je jedna. Postupovali jsme dle Gramm-Schmidtovy ortonormalizace (presvédéete

se, které vektory vam vyda a se kterymi poéitate béhem nf).

Priklad Sel fesit i metodou kouknu a vidim, protoze vektory, které generuji rovinu generuji
celou rovinu danou prvnimi dvéma soufadnicemi a nic jiného.

3. Vuci standardnimu skalarnimu souc¢inu vyberte z nasledujicich t¥{ vektoru kolmé dvojice:
(1,2,3), (5,2,—-3) a (—2,—1,—4).

Kterou z nasledujicich vlastnosti méa relace kolmosti: Reflexivita, ireflexivita, symetrie, an-
tisymetrie, tranzitivita?

Resent: (1,2,3) L (5,2,-3), (5,2,—3) L (=2, —1,—4), ale (1,2,3) £ (-2, —1,—4).
Relace kolmosti tudiz neni tranzitivni (ani reflexivni, pouze symetrickd).

4. Urcete ortonormélni bdzi (pomoci G-S) féddkového prostoru nésledujici matice a tu rozsirte
2 4 2 1
-1 -2 -2 -1
1 2 4 2
1 2 3 4

na ortonormélni bdzi R*.



5.

Pro zvidavé

3.

2 1 0

L . g ie s e . 4 2 0
Pomoci projekce najdéte nejlepsi piiblizné feseni soustavy Az = b, kde A = o —4 —1|°

1 -2 2

b=(10,5,13,9)7

Vsimnéte si, ze sloupce matice A jsou vzdjemné kolmé. O kolik je vase feSeni Spatné (tj.
spocitejte b — Axz)? (Metoda nejmensich étvercu se ¢asto pouzivd, kdyz jsou chyby hodné
malé — ale s takovymi se na cvicenf na papife §patné pocitd). Vyjdou stejnd feseni jako Feseni
soustavy AT Az = ATbH?

Dokazte, ze redlnd norma definovand skaldrnim soucinem (||z| = +/(z|z)) spliuje rov-
nobéznikové pravidlo, tedy ||z +y||* + [z — yl|* = 2[|=[|* + 2[jy*.

Reseni: Rozepiste levou stranu podle definice a pouzijte linearitu skalarniho soucinu.
Muze byt norma ||z||; = Y |2;| nebo norma ||z||.c = max |z;| ddna skaldrnim soucinem?
Reseni: Ne, pouzijte predchozi ¢ast cviceni.

Kontrola maticového nasobeni: mate program, ktery tvrdi, Ze umi nésobit matice rychle.
Staci skontrolovat Cz = A(Bx) kde C je vystup programu po ndsobeni AB a z je ndhodny
{0,1} vektor spravné délky. Dokazte, ze pak pokud je C' $patné, pak s pravdépodobnosti
aspon polovina rovnost Cx = ABx neplati.

Cviceni

. Urcete bazi ortogonalniho dopliiku fddkového prostoru matice A = (1 2 3) .

4 4 1

Resend: Jednd se jen a pouze o kernel matice A (skaldrni souciny jsou nula — fesime homogenni
soustavu rovnic).

Povidani o determinantech — geometricka intuice a pro¢ je tam znaménko permutace. Opa-
kovani definice a jak se pocitaji.
Spocitejte derminanty nasledujicich realnych matic:

18 11 11
11 11 11| ReSeni: Nejpve pouzijte Fadkové ipravy. Determinant matice je 1001.
11 11 24

4 1 2

0 —1 1| Reseni: Determinant matice je —9.

1 2 1

3 2 -1

-1 1 2 Reseni: Determinant matice je 30.
2 -1 3

0 1 1

1 0 1] ResSeni: Determinant matice je 2.

1 10
3 ~
2| ResSeni: Determinant matice je —4.
1



1 1 1 0

1 (1) (1) 1 Reseni: Determinant matice je —3.

01 1 1

-1 1 1 1

} _11 1 1 Reseni: Determinant matice je —16.
1 1 1 -1

-1 -2 3 -1

? ;1 :g _11 Reseni: Determinant matice je 15.

1 2 3 4

2 1 0 3 s . L
30 1 2 Reseni: Determinant matice je 80.
4 3 2 1

4. Muze byt soucet ortonormalnich matic ortonormalni matice?

5. Jaky je determinant ortonormalni matice?

5 Domaci kol (ptivodni zadani)
(2 body) Urcete vzdalenost bodu A = (5,3,5,3)T od roviny prochdzejici poc¢itkem a body B =
(8,-1,1,-2)T a C = (4,-2,2,-1)T.

Reseni: Provedeme Gramm-Schmidtovu ortonormalizaci na vektory B,C a dostaneme:

(5 V70, — & V70, & V70, — 2= V/70) ( \/:, \/;, \/:, 17\/7>Pakuzstac10de(31st

kolmy prumét bodu A do roviny generované vektory B, C

_4 iz I RAT;
470 4/70 17\/ 35 17\ 35
o 5 35 35 5 17 17
sl _ 3| | N2 /3] | Vs Vs | _
> R VA o VE Vi |
3 3 _ V70 _ V70 3 35 35
35 35 1 /17 1 /17
17 35 17 5
4 17
. 470 17\ 3 .
35
o K LN o o EEAVCN ) BE N B
=15 ) Y10 (35 ) || 4
3 Vo 35 4
35 1 /17
17 35

Vidime tedy, ze bod A je 7 (norma posledniho vektoru) daleko od dané roviny.

ody) Definujme sloupce matice B jako sloupce matice A po Gramm-Schmidtové ortonormalizaci.
4 body) Definuj 1 tice B jako sl tice A po G Schmidtové ort lizaci
Pak spocitejte pomoci metody nejmensich ¢tverct priblizné feSeni soustavy Bx = b pro:

2 —4 -1
2 2 1 B .
A=|1 5 o| p=0051397
1 -2 2



Matice

— B VBTV2  — 5= /8656512
2174 522 V/346261/5
505 VB8V3  — o V11542V/15
— 5 VBTV2 5= V/86565V2

Sy
I

Reseni Bz =b je
91
5
— 2L /29V6
7222 \/28855\/6

O kolik je vase feseni chybné (tj. spocitejte b — Bx)?

468

3%
b— Bx = 182

113

995

Vyjdou stejnd feeni jako feseni soustavy AT Ax = ATbH?

Samoziejmné, ze nevyjdou. Se soustavou rovnic si nemuzeme délat sloupcové tdpravy bez
rizika! Tento postup by Sel opravit, ale vedlo by to na QR rozklad. Na druhou stranu chyba
vyjde stejnal

Cviceni
. Pomoci adjungované matice najdéte matici inverzni (pokud existuje) k nésledujicim maticim
1 0 1
nad télesem redlnych ¢isel i nad télesem Zs | —2 1 0|, Resend:
0 1 1

Adjungovand matice: (adj(4));; = (—1)"7]|A77|, kde A% je matice vznikld odstranénim
j-tého rédku a i-tého sloupce z matice A (vSimnéte si prohozeni indexu).

Inverze se spocita: A~1 = ﬁadj(A).
Nad R
1 1 -1 -1 -1 1
Al=-1,adj(d)=[ 2 1 —2|,41=[-2 -1 2
-2 -1 1 2 1 -1
Nad Zs
1 1 4 4 4 1
Al=-1=4,adjA) =2 1 3|, 4'=[3 4 2
3 4 1 2 1 4
1 0 2
1 2 0], Resent:
0 1 1
Nad R
2 2 -4 12 12 -1
|A] =4, adj(A)=(-1 1 2 |, A t=[-1/4 1/4 1/2
1 -1 2 14 —1/4 1/2



NadiZ5

2 21 3 3 4
Al =4,adj(A)=[4 1 2], A7 1=|1 4 3
1 4 2 4 1 3
1 2 4 §
2 1 1 Reseni
1 0 1
Nad R
1 -2 =2 -1/5  2/5 2/5
|A| = =5, adj(A)=[-1 -3 7 |, A t=1|1/5 3/5 =7/5
-1 2 -3 1/5 -=2/5 3/5
Nad Zs
1 3 3
|A] = 0, tudiz A je singuldrni nad Zs; a A~! neexistuje, adj(4) = [4 2 2
4 2 2
2. Spocitejte derminanty nasledujicich matic nad Zr:
1 1 1 0 —1 1 1 1 -1 -2 3 -1
1 1 0 1 1 -1 1 1 2 4 -3 1
1 01 1)1 1 -1 1} 1 2 -2 -1
0 1 1 1 1 1 1 -1 -2 -1 1 =2
1 2 3 4 5 n
-1 0 2 3 4 n—1
-1 -2 0 3 4 n—1
3. Uréete determinant redlné matice | =1 —2 —3 0 4 n—1
-1 -2 -3 —4 0 n—1
-1 -2 -3 —4 1-n 0

Reseni: Prvni fadek pricteme ke vSem ostatnim. Dereminant matice je n!.

4. Urcete determinanty nasledujicich matic:

ay +x ao as Ay
a as +T as Ay,
a1 a2 as+x n | Resent
a1 ao as an +x

Posledni féddek odecteme od vsech piedchozich (a zustanou jediné na poslednim fadku), poté
k poslednimu sloupci pri¢teme vSechny predchozi.

Determinant je roven (aj + -+ + a, + x)x™ L.

z -1 0 0

0 x -1 5
e Resent.

0O ... 0 T -1

Qo ay An—1 (275

Eliminujeme prvky na diagonale tim, ze odzadu pficteme k sloupci x-nasobek jeho néslednika.
Na vedlejsi diagondle ziistanou samé —1, a na spodnim fadku dostaneme ag + za; + z2as +

10



e 2"y ..., Gpn + TAp_1 + T30y, Gp_1 + TGy, ay. Jen jedind permutace dava nyni nenulovy
s¢itanec.

Alternativné lze provést rozvoj podle prvniho sloupce.

Determinant je roven Y ., z'a;.

a+1 a 0 e 0
1 a+1 a
0 1 a+1 - 0 Reseni:
: . .. . a
0 S 0 1 a+1
Oznaéfme-li matici A,,, plati |A;] = a + 1, |As] = a®> + a + 1 a z rozvoje podle prvniho sloupce

dostaneme rekurenci |A,| = (a + 1)|4n-1] — a|4n—2|. Ta uz m4 jednoznacné Feseni.
Determinant je roven a” +a” ' 4 --- 4+ a + 1.
5. Spocitejte determinanty matic

sinx cosx 1
siny cosy 1], Reseni:
sinz cosz 1

Pouzijeme rozvoj podle posledniho sloupce a vzorec sin(x — y) = sinz cosy — cos z sin y.
Determinant matice je roven sin(xz — y) + sin(y — z) + sin(z — x).

cosr sinxcosy sinxsiny

—sinx cosxcosy coszsiny |, Reseni:
0 —siny cosy
2

Podle Sarrusova pravidla cos? z cos? y + sin® z sin? y + sin®  cos? y + cos? zsin? y = 1.
Determinant matice je roven 1.

1 log,a log.a 5
log, b 1 log.b | Reseni:
log,c log,c 1

Pouzijeme vzorec log, b = In b/ In a, ddle Sarrusovym pravidlem nebo pievodem na jednickovou
matici.

Determinant matice je roven 0.

6. Cisla 697, 476 a 969 jsou délitelnd 17. Bez piimého vypoctu dokazte, Ze determinant matice

6 9 7
4 7 6| je délitelny 17.
9 6 9

Reseni: Plyne z linearity determinantu vici kazdému fadku. Cisla 697, 476 a 969 dostaneme,
kdyz stonasobek prvniho a desetindsobek druhého sloupce priceteme ke tretimu sloupci.

6 9 &7

6 9 7 6 9 697 7

Formélné: 4 7 6| =14 7 476|=17-|14 7 %
9 6 9 9 6 969 9 ¢ 99

17

Posledni matice je celociselna a mé tedy celo¢iselny determinant.
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7. Spocitejte objem rovnobéznosténu urceného vektory a’ = (3,1,1), b7 = (2,1,1) a I =
(2,3,2). (Rovnobéznostén v prostoru R? obsahuje body, které lze vyjadiit linedrn{ kombinaci
aa + b+ e, kde a, 8,7 € (0,1).)

Reseni: Objem rovnobéznosténu udavé absolutni hodnota determinantu, jehoz sloupce tvoif
3

2 2
vektory a, b, c neboli V' = |det 1 3]|=]-1=1
1 2

1
1
Objem rovnobéznosténu je 1.

8. Necht linedrni zobrazeni f: R® — R3 ptevadi vektory o’ = (1,3,1),b7 = (1,0,3),c? =

(1,1,1) na vektory f(a)” = (3,1,0), f()" = (1,0,2), f(c)" = (4,1,5).

Urcete objem elipsoidu f(Bj3), ktery vznikne jako obraz jednotkové koule Bj (rozuméj koule
o jednotkovém poloméru) v zobrazeni f.

Resend: Lindrni zobrazeni spliuje f(u) = [f]xxu pro matici

31 4\ /1 1 1\
[f]KK:BA71: 1 0 1 3 0 1
0 2 5 1 3 1
Objemy téles pii linedrnim zobrazeni se méni s koeficientem |det([f]x k)|, ¢ili V(f(Bs)) =

de
| det([flxx)| - 47 = LSt - 4w =

Objem elipsoidu je roven .

9. Pomoci determinantu urcete pocet koster nasledujictho grafu:

Reseni: Laplaceova matice grafu je
4 -1 -1 -1 -1
-1 4 -1 -1 -1
L=]-1 -1 3 -1 0
-1 -1 -1 3 0
-1 -1 0 0 2
Podle véty o poctu koster je

4 -1 -1 -1 4 -1 -1 -1

-1 3 -1
s@)=der =7 O S ol=0 2 S o= s
-1 0 0 2 7 -2 =2 0 T2 2
-1 3 -1 I
=10 -4 4 :—4’19 9‘:—4(9—19):40.
0 19 —9

Lze ovérit, ze je tomu skutecné tak vyctem vsech koster: Ky mé 16 koster a ke kazdé z nich
jsou dvé moznosti, jak pfipojit hornf vrchol (zprava, zleva) — celkem 32 moznosti. Jinak
kostra obsahuje celou stiisku a v tom pripad mame 4 moznosti, které obsahuji zékladnu, a
4, které ji neobsahuji.

Graf ma 40 koster.
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7 Cviceni

1. Opakovani dulezitych véci o vektorech, souradnicich, bazich a ortonormélnich bazich.

1 2 3 4 5 ... n
-1 0 2 3 4 n—1
-1 -2 0 3 4 n—1
2. Urcete determinant realné matice -1 -2 =3 0 4 n—1
-1 -2 -3 -4 0 n—1
-1 -2 -3 -4 ... 1—-n 0

Regend: Prvni fadek pficteme ke vSem ostatnim. Determinant matice je nl.

3. Spocitejte determinanty nasledujicich matic nad Zz:

1110 -1 1 1 1 -1 -2 3 -1
1101 1 -1 1 1 2 4 -3 1
101 1)1 1 -1 1|11 2 -2 -1
01 11 1 1 1 -1 -2 -1 1 =2
4. Urcete determinanty nasledujicich matic:
a1 +x as as - Ay
a1 as +x as .. An
ai az az+x ... an , Reseni:
aq as as e Gpt+x

Posledn{ fddek odecteme od vsech predchozich (a zustanou jediné na poslednim fadku), poté
k poslednimu sloupci pricteme vSechny pfedchozi.

Determinant je roven (aj + - - - + a, + z)z" L.

z -1 0 0
0 = -1
E Reseni
0 0 x -1
ag ai P ¢ | Ay,

Eliminujeme prvky na diagondle tim, ze odzadu pricteme k sloupci z-nasobek jeho néslednika.
Na vedlejsi diagondle zustanou samé —1, a na spodnim Fadku dostaneme ag + xa; + x2ay +
e 2y . Gpeg + Tap_1 + Tan, Gp_1 + Tay, ayn. Jen jeding permutace dava nyni nenulovy
s¢itanec.

Alternativné lze provést rozvoj podle prvniho sloupce.

Determinant je roven » ., z’a;.

a+1 a 0 0
1 a+1 a
0 1 a+1 . 0 Resent:
a
0 0 1 a+1

13



Oznac¢ime-li matici A, plati |A;1] = a + 1, |A3] = a® + a + 1 a z rozvoje podle prvniho sloupce
dostaneme rekurenci |A,| = (a + 1)|An—1] — a|An—2]. Ta uzZ mé jednoznacéné feseni.

Determinant je roven a™ +a” ! + .- 4+a+ 1.

5. Spoéitejte objem rovnobéznosténu uréeného vektory a’ = (3,1,1), b7 = (2,1,1) a ¢! =
(2,3,2). (Rovnobéznostén v prostoru R? obsahuje body, které lze vyjadiit linedrni kombinaci
aa+ b+ e, kde a, 8,7 € (0,1).)

Reseni: Objem rovnobéznosténu udavé absolutni hodnota determinantu, jehoz sloupce tvoif
3

2 2
vektory a, b, c neboli V = |det 1 3)|=]-1=1
1 2

1
1
Objem rovnobéznosténu je 1.

6. Necht linedrni zobrazeni f: R® — R3 pievadi vektory o = (1,3,1),b7 = (1,0,3),c? =
(1,1,1) na vektory f(a)” = (3,1,0), f(b)" = (1,0,2), f(c)" = (4,1,5).

Urcete objem elipsoidu f(Bj3), ktery vznikne jako obraz jednotkové koule Bj (rozuméj koule
o jednotkovém poloméru) v zobrazeni f.

Resend: Linarn{ zobrazeni spliuje f(u) = [f]x xu pro matici

-1

31 4\ /1 1 1
[flkkw =BA'=(1 0 1|3 0 1
025/ \1 3 1

Objemy téles pii linedrnim zobrazeni se méni s koeficientem |det([f]x k)|, ¢ili V(f(Bs)) =

|det([f]xxc)| - 4= 1S B A = 7

Objem elipsoidu je roven 7.

7. Naleznéte vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory nésledujici matice nad télesem C
2 6

6 —3)’

pa(t) = |A —tI|.

Reseni: Vlastni ¢fsla \; matice A jsou kofeny charakteristického polynomu

Vlastni vektory piislusné danému A; spliiuji rovnost Az = A\;x, neboli jsou feSenim homo-

Qgt 7364 =12t —42 = (t—6)(t+7)cili Ay = 6,

genni soustavy (A — \;I)z = 0.
Ay = =7

Vlastni vektory spocitdme fesenim pfislusnych soustav linedrnich rovnic

—4x1 + 629
61‘1 — 933‘2 =
kde dostaneme feseni z = (21, 72)7 = c- (3,2)7.
Pro druhé vlastni ¢islo —7
921 +622 = 0
6CE1 + 4%2 = 0
dostaneme teseni z = c- (2, —3)T.

Matice téchto soustav jsou vzdy singuldrni (tak jsou volena vlastni ¢isla), proto si vSimnéte,

2 -1 2
ze u matic fadu 2 je vzdy druhy fadek skalarnim nasobkem ptedchoziho. 5 -3 3|,
-1 0 =2

14



Reseni: Matice je diagonalizovatelnd pravé kdyz prostory vlastnich vektorti maji dimenze
rovny algebraickym nésobnostem ptislusnych vlastnich ¢isel.

Toto plati napt. kdyz je fddu n a mé n ruznych vlastnich cisel.

)\1:)\2:)\3:—1,.’L‘ZC-(1,1,—1)T.

1 00
Neni diagonalizovateln4. 2 3 3|, Resent: \y =2, 21 =c-(0,1,3)7; g = \3 = 1,
1 1 0
ro=c-(1,0,1)T, 23 = c-(1,4,0)T;
3 2 01 -2
1 00 02 0 0 O
Je diagonalizovatelna. Diagonalni tvar je napiiklad [0 1 O 2 01 0 3
0 0 2 0501 0
4 8 0 7 -3
Reseni: Rozvojem podle 2. a 4. fédku a 3. sloupce dostaneme
3—t 2 0 1 -2
0 2—t 0 0 0 3_¢ 9
2 0 1-t 0 3 |=2-t(1-1)? 4 _3_t‘:(2—t)(1—t)3(1+t)
0 5 0 1—1 0

4 8 0 7T —3-t

Vlastni ¢isla jsou 2, 1 (trojndsobné) a —1.

Cviceni

1. Naleznéte vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory nésledujici matice nad télesem C

0 1

(% 3)
15
2 4)°
5 10
4 -1

2. Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory nésledujicich matic nad télesem Zs.

100
2 3 3],
11

o

=W N = DN
—
N WO =N o

N = O

[N RSN V)
_ O W =
— s O =
=W W N
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11 3 4
4 30 3
20 2 3|
01 2 0
1111 2
3211 1
4 4 3 2 3
401 3 3
21 2 3 1
Cviceni

. Nésledujici matice reprezentuji geometrickd zobrazeni v roviné, naleznéte pfislusné vlastni

. . 1 2 0 2 0 2 1 1/2 1/2
vektory a pokuste se je geometricky vysvétlit. (0 2) , (0 1) , (O 2> , <1/2 1/2> .

. Ve mésté Pupédkové jsou tii strany: Asketicti, Bohati a Chudi. Podrobnym vyzkumem se
zjistilo, Ze 75 % z téch voli¢i co volilo Askety, je bude volit opét, 5 % bude volit Bohaté a
20 % Chudé. Podobné z téch co volili Bohaté zvoli 60 % opét Bohaté, 20 % Askety a 20 %
Chudé. 80 % volicu Chudych je bude volit i v ndsledujicim obdobi, o zbylé hlasy se podéli
10 % Asketi a 10 % Bohati.

Jak bude vypadat limitn{ rozlozeni sil v mistim (feknéme stoc¢lenném) zastupitelstvu?

Resend: Zmény poctu hlast lze modelovat linedrnim zobraznim f : R?® — R3, uréené matici
F. (Musi platit vztah x4 = f(2;) = Fay, kde x; znadi rozlozeni mandétu v t-tém volebnim
obdobf)

0,75 0,20 0,10
F=[0,05 0,60 0,10
0,20 0,20 0,80

Matice F' se nazyva stochastickd matice, protoze méa sloupcové soucty rovny 1. VSimnéte
si, ze nasobeni vektoru takovou matici zachovava soutadnicovy soucet vektoru. Navic obraz
vektoru, jehoz souradnice jsou nezdporné, je také nezaporny.

Pro feSeni tilohy musime ovérit, ze 1 je vlastni ¢islo matice F' a najit piislusny vlastni vektor,
neboli vyfesit soustavu Fax = x.

Zlomku se pifi vypoctu muzeme zbavit, kdyz docasné vynasobime celou matici 20, ale na
zavér musime pomocnd vlastni ¢isla vydélit 20.

15 4 2
FF={(1 12 2
4 4 16

Pro dplnost si spo¢itdme vSechna vlastni ¢isla matic F” a F. Prvni dvojice je A] =20, A; =1,
drubd: A, =12, Ay = 12/20 a tfeti : Aj = 11, A3 = 11/20.

Hledame takovy vlastni vektor piislusny k Ay = 1, jehoz souradnice davaji v souctu 1.
Dostaneme limitn{ fesenf: x = (1/3,1/6,1/2)T = (33%, 17%, 50%)T

Jak vypadaji ostatni vlastni vektory? Nutné musi mit soufadnicovy soucet nulovy, jinak
by se nemohly nechat ”skalovat”vlastnim ¢islem a zaroven zachovat souradnicovy soucet.
(Tudiz maji alespon jednu soufadnici zdpornou.)

Resenfm pifslusnych soustav je: 2 = ¢~ (=2,1,1)T, 2 = ¢- (=1,1,0)7.
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Proc libovolné rozdéléni prefernci konverguje k limitnimu? Uvazme jen podmnozinu pravdépodobnostnich
vektoru, t.j. vektoru z konvexniho obalu kanonické béaze. Tyto vektory maji soucet po
soutfadnicich roven 1 a vSechny soufadnice jsou nezdporné. Lze ukazat, ze na této mnoziné

je linearni zobrazeni predepsané matici F' kontrakci, neboli zkracuje normu rozdilu dvou

takovych vektoru. Pii postupném aplikovani zobrazeni f lze vzdalenost mezi dvéma obrazy

omezit shora geometrickou posloupnosti. Odtud uz lze dokazat existenci a jednoznaénost

limity, ktera existuje vzdy, jakmile je kontrakce aplikovana na kompaktni mnoziné.

. Rozlozte nasledujici matici na sou¢in RJR™!, kde matice R je reguldrni a matice .J je v Jor-
—11 30
—-10 24
lze Jordantv rozklad RJR™! sestrojit tak, ze J je diagondlni matice s vlastnimi &isly na
diagondle a R obsahuje jako sloupce vlastni vektory.

danové normalnim tvaru. ) Reseni: Pokud je kazdé vlastni ¢islo jednonasobné,

—11 -1t 30 L

’ 10 24_t‘ =12 —13t+36=(t—9)(t —4) ¢li \; =9, \p = 4.

Pro A\; = 9 mdme —20z; + 30z = 0 s fesenim x = (z1,22)7 = (3,2)7.

Pro Ay = 4 mame —152; + 30xy = 0 s fesenim x = (2,1)7.
32y, (9 0\ ., (-1 2

A I R P
0o 2 =2 0 1 2 4 0 O 1 -2 3
1 -1 5 Regeni- R=11 2 1 0 2 0 “l=1-1 2 =2
2 —4 8 1 1 0 0 0 1 1 -1 1
2 0 0 5 0 1 0 4 0 O -2 0 1
—4 1 3| Reseni =(1 2 1),J=(0 2 0],R = 1 0 O
—4 0 4 1 2 0 0 0 1 0o 1 -1
4 =2 0 5 1 1 0 4 0 O 1 -1 0
0 2 0] Reseni =(0 1 0|, J={|0 2 O0],R°'=1]0 1 0
6 -5 1 2 1 1 0 0 1 -2 1 1

. Nasledujici matici pfeved'te do Jordanova normalniho tvaru a uréete vlastni, popf. zobecnéné
vlastni vektory.

1 1 1
0 1 0] Reseni: Zobecnény vlastni vektor x; 1ze ziskat ze soustavy (A—\l)z; = ;1.
-1 0 3
1—1¢ 1 1
Charakteristicky mnohoélen ps(t)=| 0 1—-t 0 [=(1-1)(2—1)%
-1 0 3—t

Soustava (A — 2I)z! = 0 m4 feseni z' = p(1,0,1)T.

Vlastni ¢islo A = 2 ma geometrickou nésobnost 1 a algebraickou 2, musime tedy hledat
zobecnény vlastni vektor. V dasich vypoétech budeme pracovat s volbou p = 1, éili x!
(1,0,1)7.

Zobecnény vlastni vektor 22 ziskdme ze soustavy (A — 2I)2? = a'. Jeji fesenf je 2% =

q(1,0,1)" 4+ (=1,0,0)".
Soustava (A — 1I)x = 0 m4 feseni 23 = r(2,—1,1)T.

Vhodnou volbou parametri ¢ = 1 a r = 1 ziskdme hledanou matici R. Také vypocteme jeji
inverzi R1.
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10

10 2 1 2 0
R=|0 0 -1 Ril=[-1 -1 1
11 1 0 -1 0

Danou matici lze zapsat pomoci Jordanova normalniho tvaru napi. jako

1 1 1 10 2 21 0\/1 2 0
A=1l0 1 0ol=(0o 0o —-1)fo 2 o]l|-1 -1 1| =RJR!
10 3 11 1/\oo 1/\o -1 0

Cviceni

. Rozlozte nésledujici matici na sou¢in RJR™!, kde matice R je reguldrni a matice J je

v Jordanové normalnim tvaru.

(:Ll) gg) Reseni: Pokud je kazdé vlastni ¢islo jednondsobné, lze Jordanuv rozklad

RJR™! sestrojit tak, ze J je diagondlni matice s vlastnimi ¢isly na diagondle a R obsa-
huje jako sloupce vlastni vektory.
’—11 -t 30

o v ey N
Tl0 o | =136 = (t—9)(t—4) Gili A =9, do = 4.

Pro A\; = 9 mdme —20z; + 3022 = 0 s fefenim = = (z1,22)" = (3,2)7.

Pro Ao = 4 mdme —15z; + 30z, = 0 s fesenim x = (2,1)7.

(3 2\, (9 0\ ,, (-1 2
=3 1) 4>’R (2 5

0 2 -2 01 2 4 0 0 1 -2 3
1 -1 5 Resend: 1 2 1 0 2 0)],RF'=(-1 2 =2
2 —4 8 11 0 0 0 1 1 -1 1
2 0 0\ 01 0 4 0 0 -2 0 1
—4 1 3| Reseni: R=11 2 1], J=(0 2 0|, R°'=|1 0 0
-4 0 4 1 2 0 0 0 1 0 1 -1
4 -2 0 11 0 4 0 0 1 -1 0
0 2 0| Reseni ={o 1 0}, 75=(0 2 0],RF!'=[0 1 0
6 —5 1 2 1 1 0 0 1 2 1 1

. Nésledujici matici pfeved'te do Jordanova normalniho tvaru a urcete vlastni, popf. zobecnéné

vlastni vektory.

1 1 1
0 1 0] Reseni: Zobecnény vlastni vektor z; 1ze ziskat ze soustavy (A=MD)z; = x4-1.
-1 0 3
11—t 1 1
Charakteristicky mnohoélen p4(t) =| 0 1—-t 0 |=(1-1t)(2-1)%
-1 0 3—t

Soustava (A — 2I)x! = 0 m4 feseni z! = p(1,0,1)T.

Vlastni ¢islo A = 2 ma geometrickou nasobnost 1 a algebraickou 2, musime tedy hledat
zobecnény vlastni vektor. V dasich vypoétech budeme pracovat s volbou p = 1, éili z! =
(1,0, 1)7.

Zobecnény vlastni vektor z? ziskdme ze soustavy (A — 2@)2? = ax!. Jeji fefeni je 22 =

q(]-v Oa 1)T + (_1707 O)T
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11

Soustava (A — 1I)x = 0 m4 feseni 23 = r(2,—1,1)T.

Vhodnou volbou parametri ¢ = 1 a r = 1 ziskdme hledanou matici R. Také vypocteme jeji
inverzi R1.

1 0 2 1 2 0
R=1|0 0 -1 Rl=[]-1 -1 1
11 1 0 -1 0

Danou matici lze zapsat pomoci Jordanova normalniho tvaru napi. jako

1 11 1 0 2 2 10 1 2 0
A=(0 1 0oJ=[0 0 -1 0 2 0 -1 -1 1| =RJR!
-1 0 3 11 1 0 01 0 -1 0

. Vymysleme spoleéné, jak rozlozit matici A na soucin A = UTU, kde U je horni trojihelnikova

matice (¢tvercovd). Vyzkousejte na pifkladech:

2 10
1 20
0 0 4
4 -2 4
-2 10 1
4 1 6

Musi to vzdy jit? Musi takové matice byt pozitivné definitni, to jest 27 Az > 0 pro vechny
nenulové vektory x?

Cviceni

. Vymysleme spoleéné, jak rozlozit matici A na soucin A = UTU, kde U je horni trojtihelnikova

matice (¢tvercovd). Vyzkousejte na pifkladech:

210

1 2
0 0

o~ O

4 —
-2 1
4

o

4
1
6

—_

Musi to vzdy jit? Musi takové matice byt pozitivné definitni, to jest 27 Az > 0 pro vsechny
nenulové vektory x?

2. Rozlozte nésledujici matice na sou¢in A = UTU:

4 8 S o 2 4
(8 17),Resem.U—(O 1

O =N

1 2 3 1 3
2 5 5 |, Reseni: U= 0 -1
3 5 14 0 2
1 -1 1 -1 1
-1 5 —5 |, Resent: U= [ 0 2 =2
1 -5 14 0 0 3
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4 -2 =2 2 -1 -1
-2 5 -1 Reseni: U = 0 2 -1
-2 -1 6 0 0 2
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