TIN 085 Vybrané kapitoly z vypocetni slozitosti I zima 2008/2009
3. domaci ulohy - Expandery

do 9. ledna 2009

Uloha 1. Ukazte, ze pro vSechna 1 < k <n/2
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= —zlogyz — (1 — z)logy(1 — x). Hint: Pouzijte
binomickou vétu na ( 4 n= ’“)"

Uloha 2. Necht G je neorientovany d-regularni graf a necht Ay > Ao... > A\,
jsou vlastni ¢isla jeho incidenéni matice. Ukazte, ze:

a) Al =d.
b) A1 = Ao tehdy a jen tehdy, kdyz G je souvisly.

¢) A\ = —\, tehdy a jen tehdy, kdyz G je bipartitni.
Hint: Zkoumejte jednotlivé slozky piislusnych vlastnich vektoru.

Uloha 3. Necht G je hyper-krychle s 2™ vrcholy, to jest graf s vrcholy oznac¢enymi
{0,1}™ a hranami mezi vrcholy, pokud se jejich oznaceni lisi v pravé jedné slozce.
a) Ukazte, ze vektory v, = (vz), kde z,y € {0,1}" a v,, = (—1)2%¥%_ jsou
vlastni vektory matice sousednosti G. Naleznéte A2(G).

b) Ukazte, ze h(G) > 1. Hint: Pro kazdy par vrcholu z,y zvolte pevnou cestu 7y,
mezi nimi tak, aby pies kazdou hranu slo nejvyse 2"~! téchto cest. Z toho odvodte,
ze 7z kazdé ne piilis velké mnozina S musi vychazet mnoho hran.

c¢) S uzitim faktu (,},) ~ 1/ 22" naleznéte hornf odhad pro h(G).

n/2
Uloha 4. Dokazte Cauchy-Schwarzovu nerovnost platnou pro libovolnd redlnd
cisla ay,a9,...,an,b01,...,b,:
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Hint: Podivejte se na n = 2.



