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3. domáćı úlohy - Samoopravné kódy

do 25. dubna 2022

Úloha 1. Nechť G1 a G2 jsou generuj́ıćı matice kód̊u s parametry [n1, k, d1]q a [n2, k, d2]q.
Určete a zd̊uvodněte, jaké kódy generuj́ı následuj́ıćı matice

a) (
G1 0
0 G2

)
b) (

G1 G2

)
c)

G1 ⊗G2 =


a1,1G2 a1,2G2 · · · a1,n1G2

a2,1G2 a2,2G2 · · · a2,n1G2

· · · · · · · · · · · ·
ak,1G2 ak,2G2 · · · ak,n1G2

 .

Zde

G1 =


a1,1 a1,2 · · · a1,n1

a2,1 a2,2 · · · a2,n1

· · · · · · · · · · · ·
ak,1 ak,2 · · · ak,n1


a ai.jG2 je matice G2 vynásobená po složkách skalárem ai,j .

Úloha 2. Nechť n je kladné celé č́ıslo. Zkonstruujme následuj́ıćı kód: nechť zpráva
M je matice z GF [2]n×n. Jej́ı zakódováńı je M společně s paritou každého řádku, paritou
každého sloupce a paritou těchto parit (tedy matice (vektor) z GF [2](n+1)2). Kolik chyb
tento kód umı́ opravit? Jak chyby opravovat?

Úloha 3. V Reed-Solomonově kódu se zpráva m = m1m2 · · ·mk ∈ GF [q] interpretuje
jako koeficienty polynomu pm(x) a kódem pro m je (pm(α1), . . . , pm(αn)). Ukažte, že pokud
m přǐrad́ıme polynom p′m(x) stupně nejvýše k− 1 takový, že p′m(αi) = mi, pro i = 1, . . . , k,
a (p′m(α1), p

′
m(α2), . . . , p

′
m(αn)) prohláśıme za kód m, pak dostaneme opět Reed-Solomon̊uv

kód. Nalezněte generuj́ıćı matici takového kódu.

Úloha 4. Vezměme si neorientovaný graf G = (V,E) na m vrcholech s n hranami.
Podmnožiny hran tohoto grafu lze reprezentovat pomoćı vektor̊u z {0, 1}n, kde každá
souřadnice je přǐrazená jedné hraně a udává, zda tam daná hrana je nebo neńı. Defin-
ujme si kód Ccut ⊆ {0, 1}n vektor̊u, které reprezentuj́ı řezy v G, tj. množiny hran F ⊆ E
takové, že F = {{u, v}, u ∈ S & v 6∈ S} pro nějakou množinu S ⊆ V .
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a) Ukažte, že Ccut je lineárńı kód.

b) Ukažte, že pokud umı́me pro libovolné x ∈ {0, 1}n efektivně nalézt nejbližš́ı kódové slovo
z Ccut, pak umı́me též efektivně nalézt největš́ı řez v G. Hledáńı největš́ıho řezu v G je
takzvaný problém MAX-CUT, který je NP-těžký.

Úloha 5. Uvažujme kód na abecedou {-1,1}. Pro vektory u, v ∈ {−1, 1}n určete
vztah mezi Hammingovou vzdálenost́ı u a v a jejich skalárńım součinem 〈u, v〉 = Σn

i=1ui · vi.
Ukažte, že pokud v1, v2, . . . , vk ∈ Rn a 0 < α jsou takové, že 〈vi, vi〉 = 1 a pro i 6= j
〈vi, vj〉 ≤ −α, pak k ≤ 1 + 1

α . Odvoďte, že binárńı kód s relativńı vzdálenost́ı δ ≥ 1
2 + ε má

nejvýše 1
2ε + 1 kódových slov. (Hint: Pod́ıvejte se na 〈z, z〉, kde z =

∑k
i=1 vi.)
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