MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

BAKALARSKA PRACE

Michal Sekerka

Kolmogorovovska slozitost a
Shannonova informace

Informaticky tstav Univerzity Karlovy

Vedouci bakalarské prace: prof. Mgr. Michal Koucky, Ph.D.

Studijni program: Matematické metody informacni
bezpecnosti
Studijni obor: Mathematical Methods of
Information Security

Praha 2019



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalafskou préci vypracoval(a) samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroji. Tato prace
nebyla vyuzita k ziskani jiného nebo stejného titulu.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavieni licenéni smlouvy o uziti této prace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

Podpis autora



Podékovani. V prvni fadé bych na tomto misté rad podékoval svym rodi¢im za
jejich neutuchajici podporu, kterou projevovali po celou dobu mého studia. Dale
bych chtél vyjadrit sviij vdék panu profesoru Kouckému, za to, ze souhlasil s
vedenim této prace, nechal mi volné pole ptisobnosti a vzdy byl ochoten si na mé
udélat cas k prodiskutovani vznikajictho textu. V neposledni fadé dékuji panu
profesoru Hlubinkovi za poskytnuti reference k teorii pravdépodobnosti a panu
profesoru Zemlickovi, ktery se i pres délku textu ujal oponentury této préace.

i



Nazev prace: Kolmogorovovska slozitost a Shannonova informace
Autor: Michal Sekerka
Katedra algebry: Informaticky tustav Univerzity Karlovy

Vedouci bakalarské prace: prof. Mgr. Michal Koucky, Ph.D., Informaticky tstav
Univerzity Karlovy

Abstrakt: V priubéhu dvacatého stoleti vznikly dvé tspésné formalizace kvantita-
tivniho aspektu informace spojenym s komunikaci zpravy: Shannonova informace
a Kolmogorovovska slozitost. Obé zminéné definice vyplyvaji ze dvou separatnich
odvétvi matematiky. Shannonova informace vznikla jako aplikace elementarni te-
orie pravdépodobnosti a statistiky. Je definované jako funkce v pravdépodobnosti
s tim, Ze urcuje jakysi spodni odhad na bindrni kompresi. Kolmogorovovska slo-
zitost ma na druhou stranu koreny ve formalni logice a teorii Tesitelnosti. Jedna
se 0 délku miniméalniho algoritmického popisu zpravy. Je prekrasnym diisledkem,
ze za urcitych podminek tyto dvé veli¢iny vychazeji az na zanedbatelnou chybu
asymptoticky stejné. Moje prace ma za kol formalné zavést obé velic¢iny, porov-
nat jejich nedostatky, zamérit se na jejich podobnosti a rozdily a v neposledni
radé dokazat jejich kyzeny vztah.

Kli¢ova slova: Kolmogorovovska slozitost Shannonova informace Turingovy stroje
Entscheidungsproblem algoritmicka fesitelnost binarni komprese

Title: Kolmogorov complexity and Shannon information
Author: Michal Sekerka
Department of Algebra : Computer Science Institute of Charles University

Supervisor: prof. Mgr. Michal Koucky, Ph.D., Informaticky tstav Univerzity Kar-
lovy

Abstract: There arose two successful formalisations of the quantitative aspect of
information over the course of the twentieth century: Shannon information and
Kolmogorov complexity. Both afore mentioned definitions are rooted in mostly
separate parts of mathematics. Shannon’s information came to existence as an
application of the elementary theory of probability and statistics. It is defined
as a function in probability, with it being a lower bound on binary compression.
Kolmogorov complexity, on the other hand, springs from formal logic and theory
of computability. Kolmogrov defined it as the length of a minimal algorithmic
description of a message. It is a beautiful result that when certain conditions do
apply then those two functions behave asymptotically equivalently. My thesis is
concerned with formally defining both measures of information, comparing their
drawbacks, highlighting their similarities and differences and at last but not least
proving their coveted asymptotic relationship.

Keywords: Kolmogorov complexity Shannon information Turing machines FEnts-
cheidungsproblem computability binary compression

1ii



Obsah

_Gvod

(1.1  Opomenuti vyznamu| . . . . . . . . . . . . ... ... ... ....
(1.2 Literatura a Inspirace|. . . . . . . .. . . . ... ... ...

[2.2  Asymptotika informace a idealni kodovanil . . . . . . .. ... ..
2.3 Typické zpravy a C kodovani| . . . . . . . .. ... ... ...

[3 Kolmogorovovska slozitost)|
B.1  Motivacel . . . . . . ..
[3.2  Turingovy stroje|. . . . . . . ...
[3.2.1  Zakladni definice a poznatky|. . . . . . .. ..o
[3.2.2  Konstrukce Turingovych strojul . . . ... .. .. ... ..
3.2.3  Univerzalni Turinguv strojl . . . . ... .. ... ... ...

v ’

s

[3.3  Definice a zakladni poznatky|. . . . . . .. ... ...

[Zavér]

[Seznam pouzité literatury|

ot

11
11
19
27
36

38
38
41
41
46
o4
60
74

79
79
89

91

92



1. Uvod

Informace se v posledni dobé tési nevidané velké pozornosti jak ve védnim
tak i ve vefejném kontextu. Diky rostoucimu vlivu informace a vsech aspektt
jejl vymeény na politicky, ekonomicky a vseobecné socialni vyvoj, dokonce nékteri
lidé oznacuji dobu, ve které zijeme informacénim vékem (Wikipedia contributors,
2019a)). Presto ma jen malokdo jasnou predstavu o tom, co tento pojem ve sku-
tecnosti znamena. Koncept informace mé kotfeny v antické filosofii. Konkrétné
pochézi z praci staroteckého filosofa Platona. Jeho celozivotni dilo, kterym velice
vyznamné prispél do déjin filosofie, je dnes Siroce citované pod nazvem teorie
forem. Ta je spojena asi s nejznaméjsim podobenstvim filosofie, znamym jako
Platonova jeskyné. Platonova jeskyné byla sepsana v Sedmé knize republiky jako
sokratovsky dialog mezi Sokratem a Platénovym bratrem Glauconem. Dobre ilu-
struje o¢ v teorii forem jde: (prevyprdvéno, plnd verze napr. (Hamilton a Cairns,
1992)))

Predstavte si muze, ktefi jsou od narozeni drzeni v temné podzemni jeskyni. Je-
jich nohy a krk jsou spoutdany tak, zZe jsou nuceni divat se na prazdnou sténu
této jeskyné, neschopni rozhlédnout se okolo sebe. Za nimi zhne plamen, ktery
je osvétluje a promita jejich stiny na onu sténu. Pred timto ohném c¢as od casu
prochézi lidé nosici loutky a jiné predmeéty. Plamen vrha stiny téchto predmétu
na sténu sledovanou vézni. Z venku se navic ozyvaji ozvény zvukt linouci se dol
schodistém dovniti jeskyné az ke spoutanym muzim. Neschopni podivat se za
sebe a neznaje svét okolo nich jsou vézni presvédceni, ze stiny jsou vsim, co exis-
tuje. Pojmenovavaji je a prirazuji jim zvuky, které slysi zvenci. Pro vézné jsou
stiny realitou. Sokratés nasledné Glauconovi popisuje pribéh vézné jehoz pouta
jsou zlomena a ktery je nasilné vyvlecen na svobodu. Kdyz se dostane ven na
slunce, tak se zprvu neni schopen prizplisobit novému prostiedi. Z venkovniho
svéta je rozcilen a hleda ttéchu ve stinech okolnich objektt. Ale nakonec, kdyz si
jeho o¢i zvyknou, tak mu stiny zacnou pripadat oproti krasné rozlicnosti Sirého
okoli nudné a nezajimavé. Sokratés potom lici, jak se tento vézen vrati zpét do
jeskyné a nadsSené vypravi ostatnim véznim o neuvéritelném svété tam venku.
Ostatni vézni si mysli, Ze se pfi své cesté ven zblaznil a brani se tomu, aby je
odtahnul na svobodu. Kdyz ovSem neprestava naléhat, tak jej ve strachu zabiji.
(Tim se Platon oc¢ividné odkazuje na zivot jeho ucitele Sokrata, ktery byl za ru-
seni vefejného poradku v Aténach popraven.)

Toto neuvéritelné stimulujici a barvité podobenstvi dobte ukazuje zdkladni mys-
lenku Platonovy filosofie. Dle Platona vSechny predmeéty, které vnimame v redl-
ném sveété nejsou ni¢im jinym nez nedokonalym ztélesnénim jejich idealizované
formy. Tu Platén nazyva eidos (=eidos). Eidés tedy znamend néjakou idealizo-
vanou identitu predmétu, to ¢im doopravdy je zbavime-li jej vSeho jeho nadby-
tecného fyzického tvaru.(The Editors of Encyclopaedia Britannical, 2011]) Podle
Platona cokoliv, co vnimame je pouhym odrazem této esence ne nepodobnym
stinu na sténé. Rimsti filosofové navazujici na Platéna a Aristotela (napi. Cicero
a Augustin) zaménovali Tecké slovo eidds za latinské slovo informare, ze kterého
je oc¢ividné odvozené slovo informace. (Adriaans, 2019) Je velice zajimavé, Ze
anglickd slova idea (=eid6s) neboli myslenka a information (=informare) zname-
najici informace maji spolecnou etymologii. Z dnesniho uziti téchto slov je ovsem



citit, ze se za dobu pouzivani jejich vyznam od tohoto kotrene oddélil. Informace
se dnes pouziva v podstaté vyhradné v kontextu néjaké komunikace. Centralni
téma je ovSem stdale stejné. Informace spojena s néjakym sdélenim je jeho ide-
alni identitou. Tim ¢im doopravdy je, zbavime-li jej vseho jeho ,syntaktického®
(nadbytecnost ve formulaci, jazyce, pismu,...) a fyzického (médium prenosu, ko-
munikacni kandl,...) tvaru. Odstranime-li tedy ze zpravy vSechnu jeji redundanci,
tak to, co ndm zbyde, ona ¢ista koncentrovana esence této zpravy, je informaci,
kterou prenasi. Ze zminéné intuice je pomérné silné citit vztah informace a kom-
prese. Ten bude nesmirné diilezity pro zbytek nasi préce.

Posun v chapani pojmu informace od jeho filosofického kontextu po to, jak je
pouzivan dnes, nebyl bohuzel prfimocary a jeho vycet by vydal na samostatnou
praci. Popisovat jej zde tedy nebudeme. Zminme vsak, ze nejznatelnéjsi zmeéna se
udala ve dvacatém stoleti. Pficemz v jeho poloviné byla informace jiz védeckou
komunitou v podstaté vyhradné pouzivana ve smyslu néjaké méritelné abstraktni
veli¢iny schopné nést vyznam. Jako hybatele této zmény uvedme britského sta-
tistika R.A. Fishera, ktery roku 1925 jako prvni pouzil pojem informace v mate-
matickém textu (Oxford English Dictionary Contributors, 2009) a vyznamné tak
prispél ke zméné jejiho tehdejsiho vyznamu:

» 10, o cem jsme mluvili jako o chybové krivce, mize
byt stejné tak vnimdno jako mmnoZstvi informace v
jediném pozorovdani prislusném danému rozdélent.

Jiz jsme zminili, Ze informace je pojem, pomérné hluboce zakotenény ve védé.
Rzné védy si vsak uz ve dvacatém stoleti zacinaly na informaci vytvaret rozdilné
pohledy. Pricemz mezi nékterymi z nich je dodnes jen velice tézké hledat paralely.
Jinou interpretaci tohoto pojmu bude pravdépodobné mit biolog ve vztahu ke ge-
netické informaci, lingvista k informaci napsané v literarnim dile, nebo fyzik pri
premitani nad termodynamickou informaci. Dava viibec smysl porovnéavat kolik
informace je ulozeno v DNA a kolik je napsano v Shakespearové Hamletovi? Do
poloviny dvacatého stoleti se to zdalo nemozné. Informace byla chapana jako spise
filosoficky a obecné chabé definovany pojem. Zlomovym bodem bylo, kdyz roku
1948 americky elektroinzenyr Claude Shannon vydal ¢lanek Mathematical The-
ory of Communication (Shannon, |1948). Shannon si uvédomil, ze chcete-li méftit
informaci néjaké zpravy a zbavite-li ji veskeré jeji formy, tak to, co vam zbyde,
je koncept pravdépodobnosti. Ta v Shannonové teorii vystihuje miru prekvapeni
ve chvili, kdy danou zpravu obdrzime. Shannon tim ukézal, ze pristoupime-li na
nékteré pravdépodobnostni predpoklady, tak nejenze informace existuje, ale jako
jakakoliv jina fyzikalni veli¢ina je v praxi métitelnd a vysledky takového méreni
jsou naproti sobé porovnatelné.

S postupem casu zacinala byt ¢im dal zfetelnéjsi uzitecnost Shannonovy prace.
Kromé toho, ze pomohla vytesit nékteré komunikacni problémy spojené s nespo-
lehlivosti informaé¢niho kanalu (ke kterym byla urcena), tak nabidla matematic-
kou optiku k interpretaci kvantitativniho aspektu informace. Ve fyzice naptiklad
vyznamnym zpusobem posunula debatu nad nékterymi paradoxy, jako byl Ma-
xwelliv démon a dala novy pohled na vztah informace a energie zastoupeném na-
priklad v konceptech Szilardova motoru a Landauerova principu. Shannon takto
v podstaté jednim c¢lankem nastartoval intelektualni revoluci. Informace se od té
doby stala nedilnou soucasti vétsiny ved.



I pfes to vSechno neni zddnym tajemstvim, ze Shannonova teorie zdédila nékteré
koncepcéni nedostatky z teorie pravdépodobnosti. Sovétsky matematik Andrej Ni-
kolajevi¢ Kolmogorov nabidl (Kolmogorov, |1968)) (mimo jiné) k vyplnéni mezery,
kterou tyto nedostatky zanechaly alternativni pohled na miru informace. Kolmo-
gorov byl informacni teorii fascinovan. Vidél v ni totiz zplisob, jak vyfesit urcité
problémy aplikovatelosti axiomatické teorie pravdépodobnosti (Porter] 2014)). K
tomuto ucelu ovsem bylo potieba sprostit definici informace zavislosti na hodnoté
pravdépodobnosti. Definice, kterou navrhl, proto méfila miru vnitini algoritmické
struktury zpravy. Tato definice je dnes zndma pod pojmem Kolmogorova slozi-
tost. Nasla siroké uplatnéni v odvétvich, ve kterych je vyhodnéjsi vnimat zpravu
spise izolované nez v ramci néjakého globalniho kontextu. D4 se s ni setkat vsude
od strojového uceni, algoritmické statistiky, az k formalizaci zdanlivé nesouviseji-
cich konceptii ndhody a Occamovy britvy. Dobry prehled vsech aplikaci 1ze nalézt
napiiklad v knize (Li a Vitanyi, 2008).

Cilem mé préce je formalné zavést obé veli¢iny vcetné alternativniho pohledu na
asymptotiku Shannonovy informace a jejiho vztahu ke kompresi. Ukézu jejich vy-
hody a nedostatky a v neposledni fadé dokazu jejich asymptoticky vztah. Vztah
Shannonovy a Kolmogorovovy teorie je dle mého nazoru jednim z nejhezc¢ich di-
sledki matematiky. Ukazeme v ném, ze délka algoritmického popisu zpravy a
Shannonova mira informace asymptoticky splyvaji a nalezneme tak souvislost
mezi dvéma v podstaté separatnimi odvétvimi matematiky:.

P1i zavadéni Kolmogorovovské slozitosti se nevyhneme tivodu do algoritmické te-
sitelnosti. Jako model vypoc¢tu jsme zvolili Turingovy stroje. V ramci této c¢asti
mé prace prezentuji konstrukci univerzalniho Turingova stroje a snazim se zde
vyplnit nékteré formalni mezery, které jsou v literatute pri konstrukei stroji ob-
vykle ponechany. Pro zdraznéni role deskripéniho Turingova ¢isla jako popisu
Turingova stroje jsem zavedl pojem isomorfismu Turingovych stroji. Z koncepc-
nich divodu tuto sekci zakoncéuji forméalnim dikazem nerozhodnutelnosti logiky
prvniho fadu a problémem rozhodnuti.

Vsechny dilezité definice jsou v textu odiivodnéné a pokud je tieba, tak je k nim
uveden kratky historicky kontext.



1.1 Opomenuti vyznamu

Jisty aspekt informace tak, jak je pojata Shannonem a Kolmogorovovem miize
byt matouci. Rad bych jej tedy vzpomenul diive nez se pustime do formalni teorie.
Potom, co Shannon vydal praci zabyvajici se komunikaci po informac¢nim kanale,
nastal obrovsky boom v propagaci a reinterpretaci této teorie. Nékdy tomu tak
bylo az do bizarnich rozmért. Roku 1956 se v Londyné konalo tfeti informacni
sympoOzium, ve kterém se objevila aplikace informacni teorie v tak rozli¢nych obo-
rech jako byla lingvistika, psychologie, neurofysiologie, fonetika, politologie, atp.
Mnoho clanki, které v této dobé vznikaly (¢asto v casopisu IRE) navic byly jen
povrchni reinterpretaci Shannonovy teorie do v podstaté nesouvisejicich obort.
(Aftab a kol., 2001)

Shannon se k tomuto fenoménu vyjadril ve ¢lanku s nazvem ,The Bandwagon“
(Shannon, 1956). Upozornil v ném, zZe informacni teorie jim byla formulovina
pouze za ucelem vyuziti v inzenyrské praxi a varoval, ze pri aplikacich v jinych
oborech by se mélo pristupovat s nejvyssi opatrnosti. Shannon se sdm nechal
slyset, ze se mu zdalo nepravdépodobné, ze by kdy mohl existovat koncept in-
formace, ktery by vystihl celou s$irku kontextu, ve kterém se dany pojem uzival.
(Shannon, |1950))

Prestoze se Shannonova teorie setkala s vysokou mirou nadseni, nasla se mensi
skupina akademik, kteri tuto teorii kritizovali uz v podstaté od samého zacatku.
Jednim z hlavnich predstavitel byl Donald McKay. Ten na osmé Macyovské kon-
ferenci kritizoval Shannonovu teorii pro opomenuti sémantiky. Ve zkratce méla
podle néj byt informace ulozena ve zpravé chéapana spise ve smyslu toho, jaky
vyznam nese pro prijemce, nez aby byla omezovana, na to jakym signalem je po
informac¢nim kandale komunikovana. To neznamenad, ze Shannonovu kvantitativni
definici uplné zavrhnul. Oznacil ji vsak za pouhy jeden z informacnich aspekti.
Ten nazval selekéni (dnes nékdy také syntaktickou) informaci. Zminény nazev
urcil na zakladé faktu, ze je v Shannonové definici mira informace dana vybérem
zpravy z néjaké vétsi mnoziny. McKay a rada dalsich akademikt jako Gregory
Bateson, se snazili prijit s teorii informace, ktera by v sobé zahrnovala vyznam.
Podobnych praci vznikla cela fada. Dané teorie vSak nikdy nedosahly ve védecké
komunité néjakého Sirstho uznani. Shannonova teorie nad nimi méla vzdy navrch
pro to, jak jednoduse byla v praxi odhadnutelna, interpretovatelna, aplikovatelna
a pro svou nepopiratelnou matematickou eleganci. (Logan, [2012))

Shannon se proti vyse zminéné kritice nijak nebranil. Byl si totiz védom, Ze jeho
definice nutné nekorespondovala s tim, jak je dany pojem v bézné komunikaci po-
uzivan. Jiz ze ¢lanku Mathematical Theory of Communication lze vSak vytusit, ze
volba oprostit informaci od jejiho vyznamu byla ze Shannonovy strany védoma a
cilena. Hned na prvni strance Shannon totiz pise: ,,Sémantické aspekty informace
jsou irelevantni vuci inzenyrskym aplikacim.* (Shannon, |1948) Nejedna se tedy
o nahodu, ale o fundamentalni ¢ast Shannonovy préace. Je nemozné popsat o jak
silny predpoklad se v té dobé jednalo. Odtrzeni informace od jeji sémantiky se do
té doby zdélo nemozné a bizarni. Je to vsak pravé koncept informace oddéleny
od jejtho vyznamu, ktery Shannonovi umoznil dokézat obecna tvrzeni tykajicich
se komunikace po informac¢nim kanéle a zajistil tak vSeobecny tspéch této teorie.
Pti intepretaci Shannonovy teorie na kazdodenni problémy ovsem ¢lovék z tohoto
divodu narazi na fadu paradoxi. V Shanonové teorii napriklad nejvice infor-



mace nese nahodny Sum pismen. To se vSak zda byt pomérné neintuitivni. Tézko
bychom asi v bézném kontextu ndhodnému Sumu priradili néjaky vyznam. Mize
tedy informace existovat bez jakéhokoliv vyznamu? Racional lidi, ktefi tento po-
stoj zastavaji, byva obvykle nésledujici. Pokud je pred vami kniha formulovana
néjakym mrtvym jazykem, napsana pismem, které jiz neni nikdo schopen precist,
potom tomuto textu ani neni nikdo schopen priradit néjaky vyznam. To ovSem
neznamena, ze v dané knize zadnda informace ulozend neni. Vyznam je néco, co
vyvstane, ve chvili, kdy informaci interpretujete. Jinymi slovy informace neni ani
tak spojena s vyznamem jako spis s potencidlem néjaky vyznam nést. Neni tedy
zavisla na dodatecné interpretaci.

V pripadé ndhodného Sumu mu jeho statistické vlastnosti (nepredvidatelnost) v
jistym smyslu umoznuji nad néjakym hypotetickym idedlnim komunikacni pro-
tokolem prenaset velké mnozstvi vyznamu. Proto z tohoto pohledu nese notnou
dévku informace. (vice v nésledujici kapitole)

Tento postoj mé samoziejmé fadu oponentit. Uplné stejné se d4 totiz argumen-
tovat, ze v podstaté cokoliv v prirodé mutze nést informaci. Nemé vsak smysl o
informaci v daném kontextu mluvit bez nékoho, kdo by k ni byl schopen néjaky
vyznam pritadit.

V podstaté kdekoliv se téma Shannonovy informace objevi, tak je predmét opo-
menuti sémantiky dodnes zhavé debatovany (bez existence néjakého koneéného
konsensu). Zavérem tedy feknéme néasledujici. Je jasné, ze pod pojmem informace
se bézné zahrnuje jak jeji syntakticky, tak jeji sémanticky aspekt. Sémantika se
zatim vSak (spésné) matematické formalizaci brani. V nasi praci se tedy budeme
zabyvat vyhradné kvantifikaci syntaktické informace.



1.2 Literatura a Inspirace

V pripadech, kdy jsem na urcitych mistech v textu udélal néjaka historicka
tvrzeni, jsem se snazil uvést bud hned u toho ¢i na konci prislusného odstavce
zdroj. Myslim si, Ze je ovSsem vhodné na jednom misté sepsat, z jaké literatury
jsem ve které sekci cerpal véetné toho, ktera ¢ast matematiky je odkud prevzata ¢i
inspirovana. Prace na podobné téma byla sepsana Peterem Griinwaldem a Paulem
Vitdnyim (Grinwald, [2003)). A¢ se moje préace od jejich ¢lanku v podstaté ve vSem
odlisuje, tak byl jednou z mych hlavnich inspiraci pro sepsani této prace. Tedy
domnivam se, Ze je vhodné jej zde zminit. Ostatni préce na toto téma se obvykle
drzi podobné struktury jako zminovany clanek. Dle mé znalosti v ceské literature
zadnda prace na toto téma nevznikla.

« Uvod (kapitoly 1.1 a 1.2) V tvodu jsme se pokusil shrnou historickou
proménu pojmu informace. Zacal jsem jeho historickymi koreny. Pfi tom
jsem Cerpal hlavné ze vzdélavaci stranky Standfordské univerzity (Adria-
ans, 2019), ¢lanku Marka Burgina: Ideas of Plato in the Context of Con-
temporary Science and thematics (Burgin), 2018), vzdélavajicich videl by-
valého tutora na université v Oxfordu Tima Wilsona, Plato’s cave analysis
(Wilson, 2011) a ze ¢lanku v encyklopedii Britanice (The Editors of En-
cyclopaedia Britannica, |2011). V podstaté vsechna informace z textu, ve
kterém popisuju historii spojenou s Shannonvou teorii, je dohledatelna ve
¢lancich: What Is Information?: Why Is It Relativistic and What Is Its Re-
lationship to Materiality, Meaning and Organization od Robert K. Logana
(Logan|, |2012) a Information Theory and The Digital Age od autoru Aftaba,
Cheunga, Kima, Thakkara a Yeddanapudiho (Aftab a kol., |2001)).

« Shannonova teorie (celd kapitola 2) Vzhledem k tomu, ze historie Shanno-
novy teorie byla nastinéna v tvodni kapitole, tak v druhé kapitole popisuji
¢isté matematiku Shannonovy informace. Tvrzeni 2.1.1, 2.1.2 jsou pozmé-
néna a dotdhnutd do konce ze vzdélavaciho textu Toma Cartera (Carter,
str. 15 - 16). Tvrzeni 2.1.5-2.1.7 jsou v podstaté prevzata z knihy Garetha A.
Jonese a J. Mary Jonesové: Information and Coding (Jones a Jones| 2000],
Theorem 3.7-3.10). Tvrzeni 2.1.3 jsem dokézal sam, ale predpokladam, ze
se jedna o standartni tvrzeni.

Cést zabyvajici se pfibliznou asymptotikou a idedlnim kédovanim jsem pii-
dal pro usnadnéni znaceni a nebyla prevzata odnikud. Tvrzeni 2.2.1, 2.2.2
a 2.2.3 jsou standartni tvrzeni teorie pravdépodobnosti a jsou v podobnych
variantach nalezitelné ve skriptech docenta Hlubinky (Hlubinka, [2018)) a
knize Olava Kallenberga (Kallenberg, 2002). Ke tvrzenim 2.2.4, 2.2.5 jsem
nenasel citaci, ale byla probrana na cviceni z predmétu Pravdépodobnost a
statistika vedenym doktorkou Sarkou Hudecovou (pfednéska pana docenta
Hlubinky).

Vétsina ¢asti zamérené na typické mnoziny a SVAR byla prevzata z Thomas
M. Coverovi a Joy A. Thomasovy knihy: Elements of Information Theory
(Cover a Thomas, 2006), kapitoly 3. Jmenovité se v mé praci jednd o tvr-
zeni 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3. Lemma 2.3.4 je poupravené tvrzeni Theorem 3.3.1
z téze knihy (neni tam k nému uveden tuplny dikaz, ale je tam napsany
jakysi ndvod v Problem 3.3.11). Véta 2.3.5 je mnou jak naformulovana, tak



dokéazana na zakladé inspirace timto lemmatem. V Coverové a Thomasove
knize jsou nékteré technické detaily ponechény predstavivosti. Abych kédo-
vani C' (u nich diskuze na zac¢atku sekce 3.2) zbavil zavislosti na €, tak jsem
zavedl pojem semioptimalni hodnoty chyby 7, a dokazal tvrzeni s nim spo-
jena. Cover také explicitné nemluvi o parovaci funkci, kterou jsem pouzil v
definici 2.3.5 a nezabyva se nastanim kolize v rdmci typickych (¢i netypic-
kych zprav). K tomu jsem v dané knize nenasel oduvodnéni. Tvrzeni 2.3.10,
2.3.11 jsou ma.

Kolmogorovovska slozitost motivace (kapitola 3.1.) Tato kapitola je
primarné historicka a motivacni. Popisuji jakou potiebu plnila ve své dobé
definice Kolmogorovovské slozitosti. Cerpal jsem zejména ze dvou zdrojiL.
Jednalo se o knihu Ming Liho a Paula Vitanyiho: An Introduction to Kolmo-
gorov Complexity and Its Applications (Li a Vitanyi, [2008) str. 49-58 a ze
¢lanku Christophra P. Porterova: Kolmogorov on the Role of Randomness
in Probability Theory (Porter, [2014). Na zdkladé néplné kapitoly mi ptislo
vhodné také popsat filosoficky spor o frekventivistické vs bayesovské inter-
pretaci pravdépodobnosti. Tato c¢ast textu byla z velké ¢asti inspirovana
¢lankem De Finetti Was Right: Probability Does Not Exist (Nau, 2001)) od
Roberta F. Nau.

Turingovy stroje (kapitoly 3.2.1-3.2.3) V této kapitole podavam tvod to
Turingovych stroji. Hlavni historickou inspiraci, co se tyce klimatu v teh-
dejsi matematické komunité ve spojeni s Turingovymi stroji a k Turingo-
vym tezim mi byl ¢lanek Orona Shagrira G6del on Turing on Computability
(Shagrir, |2007)). Na strandch 27-36 v knize Ming Liho a Paula Vitanyiho: An
Introduction to Kolmogorov Complexity (Li a Vitanyi, [2008]) je v kostce shr-
nuto odkud se bere definice Turingova stroje a zdkladni fakta (bez detaili),
ktera jsou znama. V knize Micheala Sipsera (Sipser, 2012)) v kapitolach 3.1
a 3.2 je poskytnuta skvéla intuice, co se tyce vypoctu Turingovych stroji.
Na zakladé intuice z této knihy jsem formuloval v podstaté vsechny definice
z kapitoly 3.2.1. Az na definici 3.2.1 zde ovSsem nebyly formalné sepsany. To
bylo mym tkolem. Abych sloucil Turingovy stroje, které pocitaji stejné az
na prejmenovani prvka jsem formuloval definici 3.2.7. Ji a vSechny tvrzeni
s ni spojené jsem formuloval a dokazoval sdm. VSechny konstrukce stroji a
oduvodnéni koncepce algoritmického popisu prace stroje (tzn. celd kapitola
3.2.2) v kapitole 3 (at uz se jedna o priklady 3.2.1-3.2.2 ¢i lemmata 3.2.3-
3.2.9) jsem formuloval a dokazoval také ja. Jedinou inspiraci ke konstrukei
strojui byl ¢lanek Jasona Teutsche: Universal Turing Machine o konstrukei
univerzalniho stroje (Teutsch)). Z néj jsem cerpal pii definici Turingova ¢isla
a pri konstrukei univerzalniho stroje. V danych konstrukcich (zejména uni-
verzalniho stroje) jsem z tohoto ¢lanku prevzal myslenku. Konceptuédlné a
technicky se od néj ovsem kapitoly 3.2.2 a 3.2.3 v podstaté ve vSem odlisuji.

Resitelna zobrazeni a Problém zastaveni (kapitola 3.2.4) V této ka-
pitole se zabyvam zejména problémem rozhodnuti. V podstaté cela kapi-
tola smétuje ke konstrukei logiky, kterou jsem dohledal ve ¢lanku Gurama
Bezhanishviliho a Lawrence S. Mosse: Undecidability of First-Order Lo-
gic (Bezhanishvili a Moss, 2019). Byla v ni po ¢astech déna skoro celd



konstrukce z definice 3.2.14. Tu jsem upravil, aby vyhovovala mé definici
Turingova stroje a doplnil jsem body, které byly ponechany jako cviceni.
Zbytek prace vcetné toho, jaké se pouziva ztotoznéni Turingovych stroja
s bindrnimi Tetézci s jeho odivodnénim a v podstaté cely formalni dikaz
véty 3.2.24 byl ponechan predstavivosti. Z tohoto ¢lanku také cerpam vel-
kou ¢ast historického kontextu. Zbytek historie o Hilbertové programu jsem
nasel v prvnich trech kapitolach ¢lanku Hilbert’s Program Then and Now
od Richarda Zacha (Zach, 2006)) a véetné skvélé intuice o formalni logice
také v knize Roberta S. Wolfa: A Tour through Mathematical Logic (Wolf,
2005)) (kapitol 1.,3.). Vytah z historie teorie modelt véetné prikladu o formal-
nim polynomu/polynomidlnim zobrazeni mam z recenze Jeremyho Avigada
na clanek The Birth of Model Theory: Lowenheim’s Theorem in the Frame
of the Theory of Relatives od Calexto Badesy (Avigad). VSechny formalni
definice a tvrzeni mam nastudovany z knihy Vitézslava Svejdara LOGIKA
netiplnost, slozitost a nutnost, z kapitol 3.1 a 3.2 (Svejdar, 2002). Problém
zastaveni je opét mozné bez formalnich detailt dohledat v knize Michaela
Sipsera (Sipser, 2012, Theorem 4.11).

Definice a poznatky (kapitola 3.3) VSechna tvrzeni v kapitole 3.3 jsou
standartni tvrzeni literatury. jejich myslenky jsou dohledatelné napriklad
ve ¢lanku Bruno Duranda a Alexandera Zvonkina Kolmogorov Complexity
(Durand a Zvonkin, [2007)), pricemz k nim jsou doplnény drobné formalni
detaily. V pripadé véty 3.27. se jednd o zna¢né formélni detaily (vcetné
potiebné konstrukce stroje).

Vztah Kolmogorovovy a Shannonovy teorie(kapitoly 4.1 a 4.2) Cela
prvni ¢ast kapitoly 4.1 sméruje k dikazu Zvonkinovy véty. Ten je na-
znacen (pro stfedni hodnotu) ve tvrzeni 14.3.1 v knize Thomas M. Co-
verovi a Joy A. Thomasovy knihy: Elements of Information Theory (Cover
a Thomas|, [2006). Predélal jsem ji na konvergenci v pravdépodobnosti a
vSechny formélni detaily (tzn. tvrzeni 4.1.2-4.1.8) jsem doplnil. Problém
pouziti/odkazéani jsem nasel ve ¢lanku Kolmogorov Complexity and Infor-
mation Content, Fouada B. Chedida (Chedid, [2017). Na zdkladé ného jsem
pro ilustraci vytvoril priklady 4.1.3 a 4.1.4. Hammerova véta v kapitole 4.2
se bez fady formalnich detail vyskytuje ve ¢lanku Inequalities for Shannon
Entropy and Kolmogorov Complexity od Daniela Hammera, Andreie Ro-
maschenka, Alexandera Shena a Nikolaie Vereshchagina (Hammer a kol.,
2000))(jednd s o Theorem 1).



Znaceni

e mnoziny: Pismeny IN minime mnozinu ptirozenych ¢isel, Ny mnozinu pri-
rozenych ¢isel s nulou, R mnozinu realnych ¢isel, R~y mnozinu kladnych
realnych ¢isel. Symbol C znac¢i podmnozinu a C vlastni podmnozinu. Pro
mnoziny A,B je A x B jejich kartézskym soucinem a A ~ B jejich mnozi-
novym rozdilem.

» Tetézce: Necht ¥ = {ay,as,...,a,} je libovolnd konecnd mnozina a n € N,
potom
Y=Y XxY¥X..xX.

n

Dale definuji o+ = (J 2.

Zmakem ¢ budeme glylslet prazdny tetézec.

Pro ngj definuji X0 = {¢} a 3* = X U {¢}.

At a € X" pro néjaké n € Ny, potom ¢(a) := n.

Zapise # a; v a € X* myslime pocet znaku a; v fetézci a.

Napiseme-li pro a,b € ¥* vyraz a o b, tak tim myslime a konkatenované s b
(tzn. napsany Tetézec a a za nim b).

Nékdy, kdyz zapiSeme Tetézec tim, ze vyjmenujeme jeho znaky, tak jej ohra-
ni¢ime od zbytku textu uvozovkami, napr. '534A".

» funkce a operace: Mame-li néjakou funkei f, potom I'm(f) znadi jeji obraz
a D(f) jeji definicni obor. Vyrazem [a] pro a € R rozumime horni celou
¢ast Cisla a a vyrazem |a] spodni celou ¢ast ¢isla a.
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2. Shannonova informace

2.1 Definice a intuice

Roku 1948 byl na svétlo svéta vypustén ¢lanek mladého elektroinzenyra Clau-
da E. Shannona, Mathematical Theory of Communication (Shannon, |1948)). Ten
od zakladu zménil to, jak je mezioborové chapan pojem informace. Centralnim
tématem této prace byla komunikace zprav po informacénim kanéle. Pficemz hlav-
nim problémem bylo, jak na jednom misté vybrat néjakou zpravu, zakédovat ji
a na néjakém jiném misté ji zpétné zrekonstruovat tak, aby nedoslo ke ztraté in-
formace. PTi tom Shannon narazil na to, jak mnozstvi informace ve zpravé meérit.
Jeho myslenka byla az prekvapivé jednoducha.

Pro jeji ilustraci si predstavme nasledujici modelovou situaci:

Priklad 2.1.1. Alice a Bob hraji hru s kostkami. Alice v kazZdém kole hodi kostkou,
poskytne Bobovi trochu informace o tom, jaké cislo na ni padlo a vyzkousi, jestli
jej Bob bude schopen uhodnout. Tedy Alice hodi kostkou poprvé a ndsledné Bobovi
napovi, zZe na dané kostce padlo néjaké cislo v rozmezi mezi 1 aZ 6. Bob si po
chvili vahdni tipne a zvoli spatné. Inu Alice se proto rozhodne, Ze mu pomize
o neco vice. Hodi kostkou podruhé a nyni mu odhali, Ze na kostce padlo cislo
sudé. Bobovi se bohuzel tip opét mepodari. Alici se v tu ranu Boba zZeli, proto
hodi kostkou naposledy a rekne Bobovi, Ze na ni padla 5. Po kterézto radé Bob s
vypéetim vsech sil zvoli spravnou variantu.

Je intuitivné zrejmé, ze Alice nejméné informace odhalila s prvni napovédou,
v niz Bobovi o nastalé situaci nesdélila viibec nic. Potom se druhou a nejvice se
treti. Kdyz se nad tim zamyslime, tak ovsem neni zcela jasné proc¢. Napriklad
situace, kdy na kostce padne sudé cislo a ta pfi niz ¢islo 5 nemohou nastat obé
zaroven. Tedy nelze Tict, ze tfeti napovéda uklada vice informace nez druha, pro-
toze by druha sla vydedukovat ze treti. Nehledé na to, Zze v nasem prikladu se
jednd o rizné hody.
V podstaté jedinym precedentem Shannonovy teorie byla Hartleyho kombinacni
teorie (Hartley, [1928). Hartley se k daném problému postavil nasledovné: Zatimco
¢islo pét muze na kostce padnout jen jednim zptisobem, tak sudé ¢islo mtze pad-
nout zpisoby tiemi. Cim méné kombinacemi tedy dostanu néjaky hod, tim vice
informace je spojeno s jeho komunikaci.
Tento pristup se zda byt pro tuto modelovou situaci uspokojivi. Nékteré véci
z néj ovsem nejsou zcela zrejmé. Jak bychom kuprikladu porovnavali informaci
spojenou se situacemi, kdy jednotlivé kombinace nejsou takto zcela jasné urceny,
nekteré z nich mohou nastavat ¢astéji nez jiné, ¢i hur je jich nekonec¢né mnoho.
Shannon se s touto vyzvou vyporadal tak, ze vyuzil Kolmogorovovy teorie prav-
dépodobnosti. Ta vznikla par let po zvefejnéni zminovaného Hartleyho ¢lanku.
Na jejim zédkladé mtzeme Tict, Ze protoze ndhodny jev oznacujici padnuti sudého
¢isla je vice pravdépodobny, nez ndhodny jev dany padnutim 5, tak nese méné
informace. Mira informace je tedy funkce v pravdépodobnosti.
Situace, kterou jsme uvedli vyse dozajisté na ¢tenéare pusobi zcela uméle. Uvédo-
mme si ovSem, ze dany fakt vsichni chapeme intuitivné z vlastni bézné zkusenosti.
Zda se byt pomérné jasné, ze zdaleka ne vsechna slova ¢i fraze v kazdodenni ko-
munikaci nesou stejné mnozstvi informace. Tento fakt souvisi s tim, ze jak s
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danou zpravu, tak s jazykem, ve kterém je formulovana, se poji néjaka apriorni
oc¢ekavani. Tato feknéme struktura nevyhnutelné vede k jisté mire redundance.
Vezméme si priklad formalniho dopisu. Nikoho z nas by patrné na jeho zacatku
neudivila slovni spojeni jako ,Dobry den“, ¢ ,Vazeny pane/pani“. Jelikoz se
dané fraze v tomto kontextu pouzivaji takto frekventované, tak jsme je v pod-
staté schopni uhodnout jesté pred tim, nez danou zpravu viibec otevieme. Z
hlediska informace jsou tyto fraze v prislusné zpravé v podstaté nadbytecné. Pri
¢teni bychom je z tohoto divodu dost mozna pouze prelétli pohledem. Informace
se koncentruje na mistech, kterd neoc¢ekavame. Cim vice je tedy néjaks ¢ast textu
nepredvidatelna tim vice informace nese. Jinymi slovy mnozstvi informace spo-
jené s néjakou casti textu je neprimo timérné pravdépodobnosti na jeji vyskyt.

O tom, zZe probéhla komunikace urcitého slova, véty nebo celé zpravy, se da uvazo-
vat jako o ndhodné udalosti. Neni tézké si rozmyslet, Zze v tomto obecném pripadé
dojdeme k analogické intuici. Neboli ¢im pravdépodobnéjsi je néjaka udalost, tim
vice informace je spojeno s tim, ze nastala. Pomérné dobrou volbou na funkci
méiici informaci by tedy bylo zobrazeni ', kde P(A) je ona pravdépodobnost

P(A)’
jevu A. My bychom ovsem pro nezavislé jevy A,B radi zachovali aditivitu, tzn.

I(P(ANB)) =1(P(A)-P(B)) = I(P(A))+ I(P(B)). Shannon proto navrhl brat
funkci I(P(A)) = logz(ﬁ). Slovy Shannona, vSak hlavni argument pro tuto
definici tkvi v jejich dtsledcich.

Je pomérné zajimavé, ze kdyz vypiseme par vlastnosti, které bychom od této
funkce ocekavali, tak ji uré¢ime v podstaté jednoznacné.

O kterych vlastnostech mluvime? 1. V prvni fadé jako funkce v pravdépodobnosti
by jeji definiéni obor mél byt roven (0,1]. Nékdo by mohl namitnout, ze pravdé-
podobnost mize byt i nulova, ale z oc¢ividnych divodi nema pro jev, ktery ma
pravdépodobnost nula smysl kvantifikovat, jak moc informace je spojeno s tim,
ze nastal. 2. Mira pravdépodobnosti by méla byt jisté nezaporna. 3. Pomérné
rozumnym pozadavkem je, aby s malou zménou pravdépodobnosti byla spojena
mald zména v mife informace. Tim se v matematice obvykle mysli spojitost. 4.
Pro dva nezavislé jevy bychom méli dostat stejné informace, kdyz se dozvime, ze
nastaly oba jevy, jako kdyz se dozvime, ze nastal kazdy z nich zvlast. 5. Zda se
navic nepravdépodobné, ze bychom si pfi méreni informace vystacili s konstantni

funkci. Mame tedy nasledujici vlastnosti:
1. D(I) = (0,1]

2. I(p) > 0, Vp € D(I)

w

. I je spojita funkce (na (0,1])
4. I(p-q) = I(p) + I(q), ¥p,q € D(I)
5. I neni konstantni
Nyni tedy pristupme k dikazu (slabé) jednoznacnosti funkce I.

Lemma 2.1.1. Necht funkce I spliuje vlastnosti 1.-5., potom pro kazdé p € (0,1]
ar € R, r >0 plati

I(p") =rl(p)
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Diikaz. Nejprve si uvédomme, Ze ze 4.: I(p") = I(p-p" ') = I(p) + I(p"!) pro
kazdé n € IN. Tedy induktivné pro libovolné n € IN plati I(p™) = nl(p). Neni tézké
tento vztah rozsitit na vsechna raciondlni ¢isla, nebof pro vSechna n ptirozena
odsud plyne I(p) = I((p=)") = nl(p~), tedy L1(p) = I(pw). Zbytek préce za nas
udéld vlastnost 3. Méjme néjaké r € R. Jelikoz r = 7= < @ < %’Ll =r+ %, tak
ﬁ;—ﬂ konverguje z véty o dvou straznicich k r. Ze spojitosti I a obecné mocniny
tedy:

[nr]

rl(p) = lim ——1I(p)
. [nr]
= I )
iMp 00 [nr]
= I(p' ")
=1(p")

Véta 2.1.2. Jestlize funkce I splnuje vlastnosti 1.-5., pak existuje b > 1, Ze

—log,(z) = I(x)

pro kazdé x € (0,1]. Na druhou stranu, kaZdd funkce tvaru — log, spliiuje vlastnosti
1.-5.

Diikaz. Vlastnosti logaritmu jdou dohledat v kazdé ucebnici funkciondlni ana-
Iyzy. Zaméime se tedy na existenci b > 0, ze —log, = I. I je z vlastnosti 5.
nekonstantni, tedy existuje a € (0,1], Ze I(a) # 0. Proto z lemmatu [2.1.1]

0# I(a) = I(e™@) = I((e™) ") = ~In(a)I(e™")

odsud kazdopadné I(e™!) # 0. Z vlastnosti 2. pak I(e™!) > 0. Z asymptotiky
1

exponencidly tedy pro b := eI~ plati b > 1. Pro libovolné x € (0,1] odsud
konec¢né

I(x) = —In(x)I(e™ )

=—In(z)————

= —In(x)

In(b)
= —logy ()

]

Z vlastnosti 1.-5. tedy vzesla t¥ida funkci {—log,, b > 1}. Zdklad logaritmu v
tomto pripadé nehraje néjakou vétsi filosofickou roli. Jeho volba nese v podstaté
charakter vybéru jednotek. Je dobré si totiz uvédomit, ze dané funkce se lisi jenom
o prenasobeni konstantou. Pro redlna ¢isla a,b > 1,p € (0,1] totiz — log,(p) =
— s = — R s — —logy(a) log,(p) V nafem pifpadé vybereme zdklad b = 2,
jedna se spise o prakti¢nost.
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Definice 2.1.1. (Shannonova informace) Necht A je ndhodny jev. Potom mnoz-
stvim informace jevu A rozumime cislo

1
I(A) := log, <P(A))

Dodnes se nad obecnou definici informace vedou vasnivé (filosofické) debaty
bez néjakého veétsiho konsenzu. Existuje vSak jeden motiv, ktery se vyskytuje
v podstaté univerzalné. Informace je né¢im, co nam umoznuje vybrat konkrétni
moznost z danych alternativ. To reflektuje i jednotka Shannonovy informace. In-
formace se méri v takzvanych bitech. S timto pojmem prisel sém Shannon a jedna
se o zkratku ze souslovi binary digit, neboli binarni &slice. Casto se pouzivé jako
oznaceni pro prvek mnoziny {0,1}. Jeho pivodni vyznam je vSak od obrazu bi-
narni veli¢iny o néco odlisny.

Bit je mnozstvi informace, které je tfeba na rozliSeni mezi dvéma stejné prav-
dépodobnymi disjunktnimi jevy A;, As, tvoricimi rozklad pravdépodobnostniho
prostoru. Vezméme si napriklad hod poctivé mince. Na rozliSeni mezi tim, zda
dopadla nahoru panna, nebo orel je tfeba praveé jeden bit. Vysledek takového po-
kusu se pak da zakédovat znaky 0/1. Odpovidajici ¢islice vsak sama o sobé neni
bitem. K tomu, aby bylo mozné mluvit o informaci je tfeba néjaky minimalni
kontext.

Tuto myslenku lze zcela prirozené rozsitit na libovolny konecny pocet n tako-
vych jevi. Na to abychom zvolili jeden prvek z n moznych alternativ tvoricich
disjunktni rozklad pravdépodobnostniho prostoru, je tieba log,(n) bitt a dany
prvek lze zakédovat [log,(n)] znaky z {0,1}. Lepsi predstavu o tomto faktu déava
nasledujici lemma.

Lemma 2.1.3. Bud B néjakd neprazdna konecnd mnoZina.

e Ddle méjme prosté zobrazeni ¢ : B — {0,1}*, potom existuje m € B, Ze

((¢(m)) > |logy(|B])]
e Navic existuje prosté zobrazeni v : B — {0,1}1022(15D]
Diikaz.
o Uvédomme si, ze mnozstvi navzajem ruznych prvki, které je mozné zakoé-
dovat nejvyse k znaky z {0,1}, je pravé 'Zkl|{0,1}i| = Zk:12i = 2(2F - 1).

Bud tedy k nejvétsi takové, Ze |B| > 2(2F —1). Jinymi slovy k je maximaln{
prirozené ¢islo splnujici, ze B nelze zakdédovat méné nez k + 1 znaky. Odsud
tedy existuje m € B, ze {(¢(m)) > k + 1 a jelikoz navic k bylo nejvétsi
takové, pak jisté |B| < 2(2* —1). Odsud tedy:

[logo(|B])] < [logy(2¥7% = 2)] = k +1 < (¢(m))
.« Plati, 7e |B| = 20008) < 2llosa(B) — [{0,1}s20B01[. Jingmi slovy pocet
prvkil B je maximalné takovy jako pocet prvki [{0,1}11°82(BDT| Tedy prosté
zobrazeni 1) : B — {0,1}119820BDT jists existuje.

]
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Pokusme se nyni formalizovat mnozstvi informace ulozené ve zpraveé. V pod-
staté kazda forma komunikace, at uz probihd organicky v prirodé (vymeéna gene-
tické informace mezi bunkami, ptaci zpév, vceli tance), nebo mezi lidmi (pisemny
projev, morseovka, koufové signaly), lze rozdélit na néjakou konecnou atomic-
kou strukturu, nad kterou se da uvazovat jako nad pismeny. Crick a Watson za
nalezeni takové chemické 4-pismenné struktury v DNA ziskali Nobelovu cenu.
Pro formu komunikace, kterda jde rozdélit na koneény pocet pismen, miizeme
definovat mnozstvi informace ve zpravé na zakladé pravdépodobnostniho roz-
déleni na mnoziné vsech zprav dané délky. Formalné je zprava m délky n in-
stanci néjakého nahodného vektoru M,,. Mnozstvi informace spojené se sdélenim
této zpravy potom neni nic jiného nez informace jevu [M,, = m], tedy hodnota
I(m) = logQ(m). Zakladnim problém je, ze v béznych aplikacich ndm dané
rozdéleni neni znamé a bez toho, zZe bychom o ném néco védéli nelze aproximovat.
Shannon pracoval extenzivné s vice modely tohoto rozdéleni. Model, ktery se v
dnesni literatute pro svou jednoduchost uchytil nejvice pracuje s pismeny, ktera
jsou z néjakého fixniho rozdéleni emitovana nezavisle na sobé. Nékdy se 1tika, ze
takova zprava je generovana (silné) staciondrnim zdrojem. Za téchto podminek
pak P neni problém odhadnout naptiklad z empirickych cetnosti.

Definice 2.1.2. Necht nahodné veliciny X1,Xs,... ~ X tvori nahodny viybér z X .
Ndhodnou zprdvou délky n potom rozumime ndhodny vektor M, = (X1,Xz,....X,).
Libovolng prvek m € Im(M,) nazgvdme zpravou (délky n). MnoZstvim informace
zprdavy m pak rozumime cislo:

1

I(m) == I([M, = m]) = logz(m

)

Informace nam déva nastroj, jak ve chvili, kdy se dozvime vysledek ndhodného
pokusu kvantifikovat miru, jakou je dana udélost odchylena od néceho, co bychom
bézné ocekavali. Nékdy se tato skutecnost shrnuje ve sloganu, informace je mira
prekvapeni. Predstavme si nyni, Ze bychom méli dany vysledek uhodnout. Nejlépe
bychom urcité udélali, kdybychom zvolili ten nejpravdépodobnéjsi z nich. Jak
jisti si ovSsem nasim vybérem miizeme byt? Lze to néjak mérit? Shannon prisel s
prekvapivé jednoduchou formuli, kterd pravé tento ucel spliuje.

Umluva. Pro kaZdou ndhodnou velicinu X budeme z technickijch divodi v prii-
béhu textu mlicky predpoklidat, Ze pro libovolné a € X plati P(X = a) > 0.
Nejedna se o nijak omezujici predpoklad. Pro nase ucely nedavd prilis velky smysl
o prvcich s nulovou pravdépodobnosti mluvit.

Definice 2.1.3. Entropii konecné ndhodné veliciny Z rozumime cislo:

HZ) = Y PZ=a)owlp

acIm(Z) = (I)

)

Jinymi slovy entropie urcuje stfedni hodnotu informace IE1(7), kterou obdr-
zime s odkrytim hodnoty ndhodné veliciny Z. Jak uz jsme zminili, tak se na ni
da z urc¢itého pohledu koukat jako na néjakou miru nejistoty. Termin entropie
ve skutecnosti pochazi z fyziky. Hraje pomérné dilezitou roli ve statistické ter-
modynamice. V jistém smyslu zde vyjadiuje miru neusporadanosti spojenou se
stavem néjakého uzavieného systému. Mame-li makrokonfiguraci daného systému
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(hodnota tepla, tlaku apod.), pak lze entropie spojend s timto stavem vyjadril
jako ky Y. P(a)In(P(«)), kde W jsou vsechny mikrokonfigurace (pozice, rych-
acW

lost a smér pohybu atomi), které davaji danou makrokonfiguraci. Neni tézké si
vsimnout, Ze tato definice se lisi od té Shannonovy jen prenasobenim néjakou
konstantou. Jednd se o jednu z prvnich paralel mezi fyzikou a Shannonovou teo-
rii.

Podivejme se nyni na néjaké zakladni vlastnosti entropie.

Tvrzeni 2.1.4. Necht Z je konecnd ndhodnd velicina, potom
H(Z) >0,
kde rovnost nastdvd prave tehdy, kdyz existuje a € Im(Z), ze P(Z = a) =1

Diikaz. Tvrzeni je viceméné jasné, nebot log,(1/z) > 0 pro kazdé x € (0,1]
pricemz rovnost nastava prave tehdy, kdyz x = 1. Druhou c¢ast véty dostaneme z
toho, ze pokud mé néjaky prvek obrazu I'm(Z) pravdépodobnost rovnou 1, tak
je v daném obrazu sam. O]

Umluva. Po zbytek této kapitoly zafizujeme néjaky pravdépodobnostni prostor
(Q, F,P) a na ném konecnou nahodnou velicinu X takovou, Ze

Im(X) = {ay,a2.,....ai}, kde | > 2 a P(X = a;) € (0,1),Vi = 1,2,...,l. Z tech-
nickych diuvodi si neprejeme aby H(X) # 0, tedy opomijime trividlni ndhodnou
velicinu.

Nyni se pokusime stanovit maximum entropie. K tomu budeme potiebovat
dvé lemmata.

Lemma 2.1.5. Pro libovolné = kladné plati In(z) < x —1 kde rovnost plati prave
tehdy, kdyz x =1

Diikaz. Polozme f = x—1—In(z). Snadno zjistime, ze f'(z) =1—z"'a f"(z) =
x72. Protoze f'(x) = 0 pravé tehdy, kdyz z = 1 a f”(z) > 0 pro kazdé = > 0, tak
f nabyva (ostrého) globélnitho minima f(1) =0 v bodé x = 1. O

Lemma 2.1.6. Necht i pi = i q¢; =1 pro p;,q; > 0, potom
i=1 i=1

> pilogy(E) > 0

i=1 i
Dukaz.

lemma 215 ™ q;

épz‘ In (Z) < Z(f — Upi



kde rovnost nastava pravé tehdy, kdyz ¢; = p; pro libovolné i = 1,2,....,n. Ale
protoze In(2) > 0 tak nerovnost 3 p;In(%) = In(2) 3° p;ilogy(L) > 0 nastava
i=1 i i=1 :

pravé tehdy, kdyz > p; logQ(%) > 0 pricemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz
i=1 i

¢; = p; prot = 1,2,.i,n a tim jsme hotovi. O
Véta 2.1.7. Necht Z je konecnd nahodnd velicina, kde [Im(Z)| = n, potom
H(Z) < logy(]Z])

kde rovnost nastavd prave tehdy, kdyz pro kazdé a,b € Im(Z) plati vztah
P(Z:a):P(Z:b):%

Diikaz. At Z = {ay,az,...,a,} a P(Z = a;) = p;, potom

H(Z) - ogy(n) = Y- (ilows( ) — og, 0

i

@
I
—

= .” (pi 10%2(l) - :LIOg?(n))

=1 i

kde rovnost z lemmatu nastéva pravé tehdy, kdyz = = p; pro kazdé i =
1.2,...n ]

Uvédomme si, ze tato vlastnost perfektné sedi s nasi intuici o entropii. Jestlize

je pravdépodobnost rovnomérné rozdélend mezi vSechny prvky obrazu, potom si
nemuzeme byt jisti zadnym vybérem hodnoty.
Jiz jsme zminili, jaky je vztah mezi informaci a entropii. Entropie je mira toho, jak
si mtzeme byt jisti, ze se nejpravdépodobnéjsi znak objevi na zdroji a informace
je mira prekvapeni spojena s danymi znaky ve chvili, kdy se je dozvime. Existuje
ovsem jesté jeden fundamentalni vztah, ktery jsme nezminili. Tento vztah souvisi
s kompresi. Dle naseho modelu jsou jednotlivi pismena emitovana na zakladé
néjakého fixniho rozdéleni nezavisle na sobé. Proto by se pro zpravy dostatecné
délky mél pomér pismen abecedy v této zpraveé blizit jejich teoretickym pravdeé-
podobnostem. Jinymi slovy by pro abecedu Im(X) = {ay,as,....,a;} mél:

#a; ve zpravé m = (my ma,...,m,) ~ nP(X = a;)

Odsud by z nezavislosti mélo platit

l
P(M, =m) = P(X; =mi,..X,, =my) = [[ P(Xi = ;)" F=%) = 7

i=1

Ale tim padem vsechny dlouhé zpravy, na které ,typicky“ narazime maji priblizné
stejnou pravdépodobnost 7. Tedy, kdybychom se ndhodné vybranou zpravu (emi-
tovanou timto zdrojem) snazili identifikovat, tak bychom v podstaté rozhodovali
z priblizné % alternativ, které vSchny nastavaji s priblizné stejnou pravdépodob-
nosti. My uz ovSem z uvodu této kapitoly vime, ze mnozstvi informace, které
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potifebujeme na rozhodnuti mezi % stejné pravdépodobnymi jevy je logs(m). Tedy
pro zpravu m € I'm(M,) by mélo platit

I(m) = log,(m) = i"P(Xi = “i)logz’(P(X,-l:ai)

=1

) = nH(X)

V naésledujici podkapitole se budeme zabyvat asymptotikou Shannonovy infor-
mace o néco blize a tento disledek dokazeme formalné.
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2.2 Asymptotika informace a idealni kédovani

V minulé kapitole jsme zavedli pojem Shannonovy informace a uvedli jsme
néjaké zakladni poznatky o tom, odkud se dana definice bere. Naznacili jsme
navic, ze pro ndhodnou zpravu M, délky n emitovanou zdrojovou veli¢inou X
by mélo platit, ze I[(M,,) ~ nH(X), tzn. informace ulozend ve zpravé by méla
byt priblizné rovna délce zpravy krat entropii veli¢iny, ze které je dana zprava
emitovana. Nez tento disledek dokazeme a uvedeme, co ve skutecnosti myslime
symbolem =, tak je vhodné se zamyslet nad asymptotikou ndhodnych veli¢in.

V této praci budeme pouzivat pojem priblizné asymptotiky. V pripadé realnych
¢isel tim budeme myslet nésledujici. Mame-li posloupnosti ¢, : N — R+, tak
rekneme, ze se ¢ asymptoticky chova ptiblizné jako i, ¢i ze ¢ je asymptoticky
ekvivalentni s v, pokud

M SNy |

(n)
V takovém pripadé totiz ¢(n) = ¥(n) + o(e(n)) = ¥(n) + o(y(n)). Tedy ¢ je
pro velka n tak velké jako v az na chybu, kterd je zanedbatelnd jak vici velikosti
©(n) tak vadi velikosti ¥(n). Tuto skutecnost budeme znacit jako ¢ = 1. Hodi
se ji zminit ve chvili, kdy z né&jakého diivodu neplati [p(n) — ¥ (n)] =% 0, ale
chceme vyjadrit, ze se dané posloupnosti presto chovaji podobné. Stejna intuice
stoji za relaci: ¢ neni vyrazné vétsi nez 1. Ta plati ve chvili, kdy pro kazdé € > 0

an € IN dostateéné velké % > 1 — €, coz budeme znacit ¢ < .

Priklad 2.2.1. At p(n) =n, ¥ (n) = n +logy(n), potom ¢ =~ 1, nebot

P b
sy = = o)

Radi bychom tuto intuici rozsitili na posloupnosti nahodnych veli¢in. Je ovsem
dobré si uvédomit, ze popsat asymptotiku v tomto pripadé je v lecCems slozi-
t€jsi, nez je tomu v pripadé redlnych cisel. Z definice zde totiz muze kazdému
n misto jedné hodnoty odpovidat zobrazeni s pomérné slozitym obrazem, kde
do toho, ktera hodnota bude nakonec onou veli¢inou vybrana vstupuje vyznam-
nym zpusobem ndhoda. Jak tedy vyjadrit, ze se posloupnosti nahodnych veli¢in
{ X, }n, {Yn}n chovaji asymptoticky stejné? Mohli bychom Fict, ze dané veli¢iny
k sobé konverguji pravé tehdy, kdyz pro kazdé € > 0 a n € IN dostatecné velké
P(]X,, — Y,| <€) = 1. Pro posloupnosti, které by tento vztah spliiovaly, bychom
mohli s jistotou usoudit, zZe jejich pokrocilé cleny jsou od sebe vzdaleny o zane-
dbatelny rozdil (jako v pfipadé konvergence posloupnosti realnych ¢isel). Tato
definice je ovSem pro nase ucely prilis striktni. Jeden zpusob, jak ji rozsirit, je
pripustit, ze s néjakou minimalni pravdépodobnosti mize nastat jakasi anomalie,
kdy jsou od sebe dané velic¢iny vzdéalené o vice jak o €, za predpokladu, ze prav-
dépodobnost nastani takové anomalii je pro pokrocilé ¢leny danych posloupnosti
minimalni. Tuto intuici formalizuje takzvand konvergence v pravdépodobnosti.

Definice 2.2.1. Necht { X, }n,{Yn}n jsou posloupnosti nahodngch velicin, potom
rekneme Ze X, konverguje v pravdépodobnosti k'Y, , pokud pro kaZdé ¢ > 0

P(X, =Y, <e) =21

Tento fakt znacime X, it Y,
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Priklad 2.2.2. Necht X1,Xs,... a Y1,Ys,... jsou posloupnosti nahodnich velicin,
kde pro kazdé n prirozené Im(X,) = {0,1} = Im(Y,,), X,, a Y, jsou nezdvislé
a P(X, =1) = P(Y, = 1) = L. Potom pro libovoné ¢ > 0 z véty o iplné
pravdépodobnosti (Hlubinka, |2018)
P(IX, — Y| <€) < P(X,=1NY, =1) + P(X, =0NY, = 0)
=P(X,=1)P(Y,=1)+P(X,=0)P(Y, =0)

n—1\2 12 n—00
= —-) —1
(=) )
Odsud lze nahlédnout, Ze X, LN Y, (resp. X, LN 1). Jingmi slovy pravdépodob-

nost, Ze X,, a'Y,, jsou od sebe vzddleny o méné jak o libovolné kladné cislo €, jde
k nule: P(|Xn - Yn| > 6) =1- P(’Xn - Yn| < 6) EEE ” 0; .

V predchozim prikladu si lze vSimnout nésledujiciho. Kdyby posloupnosti
{X, }ny {Yn}n spliiovaly definici a my bychom z nich pro jednotlivd n na-
hodné (dle P) vybirali po jednom prvku, tak bychom shledali, ze dané hodnoty
jsou k sobé s rostoucim n ve vétsiné pripadi ¢im dal blize a ze vykyvy jsou méné
a méné casté. Pravdépodobnost néjaké anomalie, tedy toho, ze dané hodnoty od
sebe budou vzdalené o vic jak o ur¢ité e > 0, by totiz méla byt z definice pro
rostouci n ¢im dal blizsi nule. Pointou je, ze pokud k sobé dvé posloupnoti na-
hodnych veli¢in konverguji v pravdépodobnosti, pak jsou od sebe tyto velic¢iny
pro velkd n skoro jisté vzdalené o zanedbatelny rozdil (at zanedbatelnym rozdi-
lem myslime cokoliv). V ,redlu“ bychom tedy vycet takto tazenych hodnot od
klasické konvergence nerozeznali.

Pro nasi praci jsou pomérné dulezité néasledujici ¢tyri zakladni vlastnosti konver-
gence v pravdépodobnosti. U prvnich tii neuvadim diikaz. Jedna se o standartni
tvrzeni.

Véta 2.2.1. (Sluckého-Cramerova) Necht X, X1,Xs,..., Y,Y1,Ys,... jsou nahodné
veliciny, kde X, LN X, Y, LN Y, potom

XY, 5 Xy,
Pro kazdé a,b € R navic
aX, +bY, LaX + by
(Kallenberg, 2002, Corollary 3.5)

Véta 2.2.2. (Slaby zdkon velkych cisel) Budte X1,Xs,... nezdvislé a stejné rozdé-
lené nahodné veliciny s konecnu stredni hodnotou X, a s konecnym rozptylem
var(Xy). Potom

(Hlubinka), 2018, Véta 31)

Véta 2.2.3. (O spojité transformaci) Budte X1,Xs,... ndhodné veliciny a a € R
konstanta, zZe X, L 4. Ddle meéjme funkci ¢ spojitou v kazZdém bodé definicniho
oboru, spriujici, Ze Im(X) C D(¢) a a € D(¢). Potom

A(Xn) = d(a)
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(Hlubinkal, |2018, Konvergence spojité transformace)

Lemma 2.2.4. Necht X1,X5,....X,, jsou konecné ndhodné veliciny tvorici nd-
hodny vgbér a ¢ néjaké zobrazeni splnujici Im(X1) C D(p). Potom ndhodné
veliciny Y; := @ o Xy, pro i = 1,2,....,n také tvori nahodny vyber.

Diikaz. Je pomérné oc¢ividné, ze Im(Y;) = Im(Y;) pro i,j = 1,2,...,n a Ze dané
veli¢iny jsou stejné rozdélené. Zbyva ukazat nezavislost. Méjme tedy libovolné
indexy i1 < is < ... <ig z {1,2,....,n} a mnoziny A;, C Im(Y}), potom

P(ﬂ [Y;k € Alk] ) = P(m [Xlk € (20—1<Aik)] )

k k
neZHP Xi, € p1(43))

—HPY € A;,)

O

Disledek 2.2.5. Necht X1,X5,... jsou nahodné veliciny tvorici nahodny viybér,
kde Im(Xy) = {ay,a9,...,a,}. Pro kazdé i = 1,2,....u an € N definujeme ndhodnou
velicinu Si(") znacici pocet a; v ndhodném vektoru (X1,Xs,...,X,). Potom plati

s
! i P(Xl = CLi)
n

Diikaz. Pro kazdé i = 1,2,...,v uvazujme zobrazeni x; : Im(X;) — {0,1}, ze
Xi(a) = 1 pravé tehdy, kdyz a; = a. Pro néj si uvédomme, ze SZ-(n) =Y xioX;.
=1

Protoze jsou X; navic konecné, tak yoX; maji z definice konec¢nou stfedni hodnotu
a rozptyl. Dle lemmatu tedy x o X; tvoif ndhodny vybér. Z véty odsud
konecné

1
fZSi()iEonl
n._

= Ex(X1)
:P<X1:al)
[

Konvergence v pravdépodobnosti nam dava mimo jiné nastroj, jak formalizovat
priblizné chovani ndhodnych veli¢in.

Definice 2.2.2. Necht X je ndhodnd velicina a a € R. Potom rekneme, Ze X > a
pokud P[X > a] = 1. Analogickd definice plati pro ostatni relace <, <, >, =.

Definice 2.2.3. Necht { X, }n, {Yn}n jsou posloupnosti nahodnych velicin, Ze
X, > 0,Y, > 0, potom rekneme, Ze X, se chovd (asymptoticky) priblizné jako
Y,, c¢i Ze X,, je asymptoticky ekvivalentni s Y,, pokud

21
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nebo-li pokud Ve : P(|)f,—: — 1| <€) === 1. Tento fakt znacime X,, =Y,. Navic
rekneme, Ze Y, neni vyrazne vetsi nez X, tzn. Y, X X,,, pokud

X’n n—0o0

Pro zbytek této prace je vhodné uvést néjaké zakladni vlastnosti relaci ~, <.
Udélame tomu tak ve tvrzeni Vsimnéme si, Ze v souladu s intuici se tyto
relace v urcitém smyslu chovaji jako =, <. Napriklad skutecnost, ze se néjaké
dvé posloupnosti veli¢in chovaji priblizné stejné by méla jisté byt tranzitivni, coz
zminuje hned druhé vlastnost v tomto tvrzeni. Ukazuje se dokonce, ze = je ekvi-
valenci. Na tridach ekvivalence definovanych ~ navic < dava c¢astecné usporadani.
Celkovy ditkaz tohoto tvrzeni by byl ovSem zbytecéné technicky a pro zbytek prace
irelevantni. Uvadét jej zde tedy nebudeme. Nez se do toho pustime, tak se pro
dalsi postup hodi dokazat nasledujici lemma. [2.2.6

Lemma 2.2.6. Necht A,,B,, jsou posloupnosti nahodnjch jevi a at P(A,) — 1
a P(B,) — 1. Potom

P(A,NB,) —1aP(A,UB,) —1
Diikaz. 7 véty o inkluzi a exkluzi (Hlubinka) 2018, Véta 2) plyne, ze

P(A,NB,) = P(A,)+ P(B,) — P(A,UB,)

> P(A,) + P(B,) — 1
—1+1-1=1.

Jenomze z definice pravdépodobnosti plati P(A,, N B,,) < 1, tedy z véty o dvou
straznicich P(A,NB,) — 1 a to jsme chtéli. Sjednoceni se dokaze analogicky. [

Lemma 2.2.7. Necht {X,,}n,{Yn}n, {Zn}n jsou posloupnosti kladnijch nahodnijch
velicin. Jestlize :

1. X, =Y, pakY, =~ X,

2. X,=Y,aY, =2, potom X, = Z,

3. X,2Y,aY, X, potom X, =Y,

4. Y, X, aZ,rY,, potom Z, = X,
Diikaz.

1. Uvédomme si, ze platl = > () atedy ()71 je spojitd v kazdém bodé Im()é—)
Z v&ty o spojité transformam 2.2.3| tedy plati

Yn o Xn L -
S (7”> H1t=1
2. 7 predpokladu vime, ie X D1 e B Tedy ze Sluckého véty

7”
Xn _ X o
Z, Y,

NS
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3. Méjme libovolné € > 0. Z predpokladu mame Y,, < X,

P(§“21—e)—>1

Polozime-li € := 15 > 0, pak z predpokladu X, =Y, plyne

P(&§1+6):P(£> 1 )

Y, X, " 1l+e
Y,
=P(¢zi-11)
:P(}?ng)—u

Ale tim padem z lemmatu dostaneme

P(|§i"—1|§e):P<);”§1+60§L21—6)—>1—|—1—1:1

n n

4. Bud € > 0. Z predpokladu vime, ze P(}Z/—: >1—¢)> P(’% — 1| <¢). Tedy

trivialné P(;—: > 1 —¢) — 1. Dale si uvédomme, ze pro € := § > 0 plati
E2—€6 =€(1—- i) < ¢ proto (1 — €)% > 1 — €. Odsud, z predpokladu
<1

Y, = X, a z lemmatu pro € > 0 konec¢né plyne

P(ZZl—E)IP(Q~ZZl—E)
ZP();/:.Zz(l—é)z)
zp((if”ng)m(?zug))

]

Nyni jiz mame dostatecné velkou slovni zasobu na to, abychom formulovali a
dokazali vétu o asymptotickém chovani Shannonovy informace, které jsme odvo-
dili v minulé kapitole. V anglické literatute se o této vlastnosti nékdy hovori jako
o asymptotic equipartition property, nebo-li AEP. V nasi praci jej zaménime za
cesky nazev slabda vlastnost asymptotické rovnosti.

Tvrzeni 2.2.8.
I(M,)

n
Specidalne Ve > 0 dng € N Vn € IN,n > nyg

5 H(X)
1 n
P(] - - ;logQ(P(Xi)) —H(X)[ <€) >1-c
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Diikaz. Pro libovolnu zpravu m = (my,ms...,m,) € Im(M,) z nezavislosti plati
ze:

I 1
) L logy(P(M, = m)
- logy (P(X1 = my, Xy = my,.... X, = my))
1 n
. log2(H P(Xz = mz))
i=1
1 n
= —= > log,(P(X; = my))
=1
1 n
=~ —logy(Px,(m;))
iz
Oznacme tedy Y; := —log, oPx, o X;. Nebot X;,Xs,...,X,, jsou konecné a tvori

nahodny vybér, pak Y7,Ys,....Y,, jsou konecné a tvori nahodny vybér z lemmatu
2.2.4) Z konecnosti Y; navic plyne var(Y;) < oo a EY; < co. Ze slabého zdkona
velkych ¢isel (véta [2.2.2)) tedy ihned dostaneme:

I(m)

1 n
0 axt

5 Ey
= > PMYi=a)-a

ac€Im(Yy)

= > P(X1=0))logy(Px, (b))

beIm(X1)

= Y P(X,=b)-logy(P(X, = b))

beIm(X1)

— H(X)

Tedy ukéazali jsme, Ze % LNyl (X). Neboli Ve > 0 posloupnost
P(|M) _ f(X)| < €) konverguje k 1. Tedy pro 1 — € > 0
dng € N Vn € IN,n > ng, ze
—H(X)|<e)>1—c¢
a to jsme chtéli. O
Véta 2.2.9. (Slabd vlastnost asymptotcké rovnosti (SVAR))
[(M,) ~ nH(X)

Diikaz. 7 ptredchozi véty vime, ze

I1(M,
(Mn) p, H(X)
n
Ze Sluckého véty tedy navic
I(M,) p 1
— HX)=1
nH(X) H(X) (X)
A to jsme chtéli. ]
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V souvislosti s informaci nads mtze napadnout fada logickych otézek: Jak moc
je informace ve zprave? Jak se informace chova asymptoticky? Kolik informace
pripada v priméru na jeden znak dlouhé zpravy? Uvédomme si, ze v nasi axio-
matice uz jsme na né na vsechny odpoveédéli. Mnozstvi informace ve zpravée m je
logQ(m). Tato veli¢ina se asymptoticky z dusledku [2.2.9 pro dlouhé zpravy
chova priblizné jako nH(X). S pravdépodobnosti blizkou jedné je z pro do-
statecné dlouhé zpravy primérné mnozstvi informace prichazejici na jeden znak
priblizné H(X). Vsechny tyto body maji pomérné zajimavé dusledky pro kom-
presi. Nez se do vztahu mezi Shannonovou informaci a kompresi ovsem pustime,
tak je tfeba ustalit néjaké zakladni ndzvoslovi tykajici se kodovani.

Definice 2.2.4. Libovolné prosté zobrazeni 1,
¢ |J Im(M,) — {0,1}"
n=1

nazveme (bindrnim) kédovanim. O jednotliviich prvcich obrazu budeme nékdy
mluvit jako o kodovych slovech ¢i kodech.

V 1vodu jsme mluvili o etymologii slova informace. Pfipodobnili jsme jej k
néjaké idealni identité zpravy. Identitou v nasem pripadé myslime obraz zpravy
vzhledem k néjakému ,rozumnému* kédovani, co se tyce komprese. Co ovsem déla
n¢jaké kodovani rozumnym ¢i idedlnim a jaky je jeho vztah délek kédovych slov s
Shannonovou informaci? Je dobré si uvédomit, ze at zvolime kdédovani ¢ libovolné,
tak bude existovat zprava m € Im(Ms) a kédovani ¥, ze £(ip(m)) < £(ep(m)).
Tzn. kazdé kritérium, které vybereme bude nutné minimalizovat délku néjaké
zpravy na ukor jinych zprav. Jaké kritérium tedy déla kodovani objektivné dobré?
Ve vétsiné praci se autofi zabyvaji asymptotickym chovanim stfedni hodnoty
délek, to méa ovsem sva tskali (vice v kapitole . My se opét budeme zabyvat
konvergenci v pravdépodobnosti. Zde prichazi na scénu pojem idealniho kédovani.
Takové kodovani spliuje, ze jeho délka neni vyrazné vétsi jak délka libovolné
zvoleného jiného kédovani.

Definice 2.2.5. Rekneme, Ze kédovdni ¢ je idedlni, pokud pro kaZdé kédovini ¢
plati

U(P(My)) = L(p(M,)).

Tato definice jinymi slovy tikd, Zze mame-li idedlni kédovani ¢, tak pro kazdé
jiné kédovani ¢ jde pravdépodobnost toho, ze bude kédové slovo ¢(m) vyrazné
delsi nez p(m) prom € Im(M,) (zvolené na zdkladé P), s rostouci délkou zprav k
nule. Idealni kédovani odsud ztélesnuje jakési optimalni asymptotické chovani, co
se tyce délky. Jako u kazdého kodovani se sice miize stat, ze se néjaké jiné kddovani
bude chovat lépe na jednom, dvou ¢i tisici zpravach. Ale jak roste délka, tak se
drive nebo pozdéji tento rozdil srovna. Pokud potom pro dlouhé zpravy néjaky
rozdil nastane byva s délkou dané zpravy zanedbatelny.

Tento predpoklad se zda byt pomérné silny. Nékoho by na tomto misté tedy jisté
mohlo napadnout, jestli takova definice viibec nékdy muze byt splnéna. Na tuto
otazku odpovime kladné ve tvrzeni[2.3.10

Neni tézké si uvédomit, ze pokud se délka néjakého kdédovani chova asymptoticky
ekvivalentné s délkou idedlniho kédovani, pak je také idedlni a ze délky idedlnich
kédovani se chovaji asymptoticky ekvivalentné.
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Tvrzeni 2.2.10. Jestlize ¢ je idedlni kédovani a ¢ je kédovdani spliujici

((p(Mp)) = £($(Mn)),

potom je ¢ také idedlns.

Diikaz. Méjme libovolné kddovani 1. Z predpokladu plyne £(p(M,,)) = £(1p(M,))
a l(Pp(M,)) ~ l(p(M,)). Tedy z lemmatu dostaneme £(p(M,)) = L(p(M,))
a to jsme chtéli. O

Tvrzeni 2.2.11. Jestlize 11,1 jsou idedlni kédovdini, potom

L1 (M) = £(1a(M,))

Diikaz. 7 definice idedlniho kédovani plati, ze (¢ (M,)) < £(Yo(M,)) a
((ho(M,,)) =2 £(Y1(M,)). Tedy z lemmatu.2.7ihned £(y1 (M,)) ~ €(¢o(M,)) O

Uvédomme si, ze kdybychom na tomto misté védéli o existenci idedlniho ko-
dovani, pak bychom mohli na zdkladé predchozich dvou lemmat kazdé idealni
kédovani charakterizovat nasledujicim zptisobem: ¢ je idealni praveé tehdy, kdyz
pro kazdé idealni kdédovani ¢ plati €(o(M,)) =~ £(H(M,)).
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2.3 Typické zpravy a C kédovani

Tato podkapitola je vyvrcholenim nasi prace o Shannonové informaci. Jejim

cilem je nalezeni vztahu Shannonovy informace a délky kédovych slov idedlniho
kédovani. Vse, co jsme doposud v tomto kontextu uvedli v podstaté smétuje ke
tfem tvrzenim. Ve tvrzeni ukazeme, ze informace uloZzend ve zprave je néja-
kym (pfibliznym) spodnim odhadem na délku kédovych slov. Potom nalezneme
idealni kédovani C', o kterém ve véte [2.3.10| ukdzeme, ze se délka jeho kodovych
slov priblizné chova jako Shannonova informace. Ve vété navic zjistime, ze
tato vlastnost je jak nutnou, tak postacujici podminkou k tomu, aby libovolné
zvolené kédovani bylo idedlni. Urcéitym zplisobem se tedy vratime na zacatek
nasi prace, kde jsme pojem informace pti liceni filosofického kontextu, ze kterého
vzesel, pripodobnili k néjaké idedlni identité zpravy. Tim bude nas formalismus
kompletni. Z praktického hlediska tim navic ukédzeme, ze hranice nastavena Shan-
nonovou informaci je pomoci binarni komprese priblizné dosazitelna.
Na konci iivodni podkapitoly v této sekci jsme pii odvozovani SVAR zminili, ze
vSechny dlouhé zpravy, na které typicky narazime by méli mit ptiblizné stejné
rozlozeni pismen abecedy. To by se mélo vice méné tidit teoretickymi pravdépo-
dobnostmi na jejich vyskyt ve zdrojové veli¢iné. O zpravach, které takové krité-
rium spliuji se nékdy mluvi jako o silné typickych. V nasi praci se z technickych
divodi budeme zabyvat zobecnénim silné typickych zprav, takzvané (slabé) ty-
pickymi zpravami. To jsou takové zpravy, u nichz informace, kterd v priaméru
pripadne na jeden znak, vychazi jako entropie zdrojové veli¢iny, v nasem pripadé
H(X). Neni tézké si uvédomit, ze slaba typickost je (na silné staciondrnim zdroji)
opravdu zobecnénim silné typickosti. Ze SVAR navic maji tyto zpravy pomérné
zajimavé asymptotické vlastnosti. Ty zjistime vzapéti.

Definice 2.3.1. Necht € > 0. Potom tekneme Ze m = (mq,ma,...,m,) € Im(M,)
je e-typickou zpravou délky n, jestlize

H(X)—e< —Tllzn:log(P(Xi =m;)) < H(X) +e

=5 1(m)
MnozZina vsech e-typickych zprav délky n se znaci T, .

Typickost splyva s nasim pojetim néceho, co je ,bézné“. Je pomeérné zaji-
mavé, ze ne vzdy ty zpravy, které jsou nejpravdépodobnéjsi jsou také bézné.
Kdyby Im(X) = {0,1}, P(0) = 0.9 a P(1) = 0.1, pak by m = 00...0 byla sice

106
nejpravdépodobnéjsi zpravou. Bézné bychom ovsem cekali, Ze priblizné kazdy de-

saty prvek m bude roven 1. SVAR tuto nasi intuici formalizuje. Navic tika, ze
pro dlouhé zpravy bude nas odhad toho, se kterymi zpravami se mizeme bézné
setkat vétsinou spravny. Nasleduji tii zakladni charakteristiky typickych mnozin,
které dobte demonstruji jejich dilezitost.

Tvrzeni 2.3.1. Necht m € T,, ., potom

27n(H(X)+e) < P(Mn _ TTL) < 27n(H(X)7e)
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Diikaz. Z definice T, . pfendsobenim nerovnosti ¢islem —n ihned plati, ze
“n(H(X) + €) < logy(P(M, = m)) < ~n(H(X) — ).

Jenomze 2!092(P(Mn=m)) — P(M, = m) a 2% je rostouci funkcei. Odsud ihned do-
staneme Tetézec nerovnosti z naseho tvrzeni. O

Tvrzeni 2.3.2. Pro kazdé e > 0 existuje ng € IN, Ze pro libovolné n € IN;n > nyg:
P(M,eT,.)>1—¢

Diikaz. 7 definice absolutni hodnoty a T}, . je ocividné, Ze

T = {(masmasesma) € Im(My) - | — iilogZ(P(Xi — i) — H(X)| < e},
Kyzené ng € N tedy existuje z SVAR viz Vé_ta 2.2.9] Tim je dikaz hotovy. n
Tvrzeni 2.3.3. Pro libovolné € > 0 existuje ng € N, Ze pro kazdé n € IN,n > ng

(1— 6)2”(H(X)*6) < T < gn(H(X)+e)
Diikaz.

1. Nejprve ukazme pravou nerovnost. Tvrzeni[2.3.1]iikd, Ze pro kazdé m € T,,
a n dostatecné veliké: 2 "HX+9) < P(M, = m),Vm € T, . Protoze to
plati pro vSechny prvky 7, ., tak v souctu pak:

| T c|2 " HE*) < P(M, € T,.) < 1
a po prenasobeni nerovnosti éislem 27H(X0+9) dostaneme: [T, | < 2nH(X)+e

2. Zbyva nam leva nerovnost. Horni zavora z tvrzeni [2.3.1 ndm pro dostatecné
velké n a m € T, déva P(M, = m) < 27"HE)=9 Tedy vezmeme-li
tuto nerovnost opét pres vsechny prvky 7T, ., pak spolecné s tvrzenim m
dostavame:

1—e< P(M, €T, <2 "HX=9 T |

no a odsud konecéné (1 — €)2nHX)+9) < |77 |
[

Tvrzeni [2.3.2 ika, ze zvolime-li € blizké 0 a n dostatecné velké, pak se néjaky
prvek z mnoziny 7, . na zdroji objevi s pravdépodobnosti blizkou 1. Kvili tomu
jsou typické zpravy jako pojem nesmirné dilezité pii zkoumani asymptotického
chovani k6di. Jednd se o vysek zprav, jejichz kodova slova reprezentuji to, jak se
kédovani v realité bude chovat jako celek. Spolecné tvori mnozinu o priblizné veli-
kosti 2"7(X) (viz tvrzeni . Z logiky véci a tvrzeni by tedy na zakédovani
nahodné vybrané zpravy délky n mélo byt potieba alespon log, (|1}, (|) =~ nH (X)
bitt. To nam dava jakysi spodni odhad na binarni kompresi. Dokazat tento fakt
formélné je jiz o néco oSemetnéjsi.

K diikazu zminéného tvrzeni nejprve potrebujeme formulovat nasledujici lemma.
To v podstaté tika, ze mame-li libovolnou posloupnost mnozin zprav rostoucich
délek, kde kazdy prvek zminéné posloupnosti nastava s pravdépodobnosti vétsi,
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nez je néjaka fixni mez, potom jsou pokrocilé ¢leny této posloupnosti srovnatelné
velké s mnozinou typickych zprav. Zminény fakt jisté neni nikterak prekvapivy.
Typické zpravy koncentruji vétsinu pravdépodobnosti. Je tedy logické, ze nevy-
hnutelné bude mit kazd4 nezanedbatelné pravdépodobnd mnozina dlouhych zprav
s typickymi zpravami néjaky netrivialni prinik.

Znaceni. Mejme libovolné n € N, potom pro kazdé B C Im(M,) oznacme
B¢ :=Im(M,)\ B

Lemma 2.3.4. Bud {ny}y rostouci posloupnost prirozenijch cisel, Ze pro kazZdé
k € N plati B, C Im(M,, ). Ddle necht 6 € (0,1), Ze Ik € N Vk € N,k > ky :

P(M,, € B,,) >1-19,

potom ¥y >0 dkg € NVE € Nk >k :
1
—logs(| By, |) > H(X) —~
ng

Diikaz. M&me v > 0 a polozme € := min{%, 52} > 0. Z lemmat a
existuje ko € IN, Ze pro kazdé k € N,k > ko plati P(T,, ) > 1 — ¢ a kazdé
m € Ty, . splimje P(M,, = m) < 27%HX)=9 Dohromady s piedpokladem a
deMorganovymi pravidly tedy pro kazdé k € N, k > max{ky,ks} plati:

1. P(T,,.NB,,)=

mGBnkﬁTnk’E

< 27 (H(X)=¢) |B,,,|

Kombinaci 1. a 2. pak |B, \ (1 — e — 8)2mHE)=9)  Jelikoz navic € < 152 tak
l—e—0>1-— 12;5 — 6 = 122 > 0. Tuto nerovnost tedy miizeme zlogantmovat a
tak dostaneme

1

- (loga(1 — e —0) + ni(H(X) —¢)).

1
ﬁlog?ankD >

log2(1—e—6) k—oo

Ocividné plati, ze > 0. Proto existuje k3 € IN, Ze pro kazdé
ke Nk > ksg: %766) > —1. Tedy protoze n, > k, tak odsud a z volby
€ pro kg := max{kl,kQ,kg} a kazde k € N,k > ky dostaneme:

logs(1 — € —9)
ng

+H(X)—e>—%+H(X)—%:H(X)—fy

1
loga(|B,]) >

O
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Pristupme nyni k dikazu faktu, ve kterém uréime nH (X) jako spodni fadovy
odhad délky kodovych slov. Myslenka je nasledujici. Kdyby existovalo kédovani,
které by onu hranici vyrazné podlezlo, pak by jisté existovala vysoce pravdépo-
dobnd posloupnost mnozin B,, C I'm(M,,), jejiz délku by toto kédovani minima-
lizovalo (pod nH(X)). Ovsem lemma nam na velikost takové posloupnosti
mnozin dava jistou omezujici podminku. Jak se ukaze, tak ze zminéné podminky
jsou tyto mnoziny tak velké, ze kdybychom je opravdu chtéli zakédovat vyrazné
lépe nez na délku nH(X), tak by ndm na to v nékterych pripadech nevyzbyly
bity. Takto bychom dostali spor.

Véta 2.3.5. Meéjme libovolné kodovdani 1, potom:
nH(X) 2 L(p(My))

Diikaz. Sporem: Necht existuje ¢ > 0 a kodovani 1, ze P(E(f;(‘;[’g))) > 1-)
nekonverguje k 1. Tedy 3e > 0 Voo € N In(® € N, n(® >« :

<£(¢(Mn(a)))
n@ H(X)

>1—-()<1l-—e¢

(M, ()
i 2 1= =1-P

tedy € := 1 — € pak pro libovolné a € IN plati

<€(¢(Mn(a) ))
n® H(X)

LM (o))

SOHN) < 1 — (). Polozime-li

Uvédomme si, ze P(

<l-¢>1-¢ (2.1)
Uvazujme nyni pro kazdé n € IN mnozinu

Bn::{melm(Mn):%<1—C}

a posloupnost {n;}>°, takovou, ze n; := n" a pro i > 2 n; := nl), kde j je
nejmensi takové, ze n¥) > n;_;. Potom z ({2.1)

P(B,)>1—¢ VkeN

Mgjme tedy v := (H(X). Z lemmatu existuje k; € IN, Ze pro libovolné
ke N, k> ky:

1 gl
Llogy((18,,)) > H(X) - ] (22)
ng
Uvédomme si navic, ze pro ky := f%} > % a pro kazdé k € IN, k > ky jisté
3 k
1< < = kHX) - 3) = k(H(X) - 7)
2 2 2
a ekvivalenté
Y Y
RH(X) =) <k(H(X) = 5) =1 < [K(H(X) = 7)) (2.3)
Ozacme tedy [ := max{ky,kz}. Z definice B, je pro kazdé m € B,,
(pm)) < m(1 — QH(X) (24)
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Protoze je navic n; > [, pak dohromady:

Im(H(X) — 1))

£3)
’ n(H(X) — 7)

[log(|Bn,[)]

X)(1 -
' (4 (m))

Tedy £(1p(m)) < |log,(|Bmnl)| pro kazdé m € B,,. To je ovSem spor s lemmatem
2.1.39 [

V tuto chvili jiz neni tézké dokazat prvni stézejni bod této podkapitoly, kterym
je role Shannonovy informace jakozto dolni zavory na binarni kompresy.

Disledek 2.3.6. Pro kaZdé kodovdani 1 plati, Ze
I(My) = U(p(Mn))

Diikaz. 7 véty vime, ze [(M,,) ~ nH(X) a z véty nH(X) 2 ((M,)).
Tedy tvrzeni nam dohromady dava I(M,) < ¢(v(M,))
[l

Nasim tkolem po zbytek této kapitoly je nalézt idedlni kodovani a popsat

chovani délek jeho kodovych slov. V predchozim textu jsme se snazili zduraz-
nit jeden dulezity fakt, ktery prochazi jadrem toho, jak Shannon ve své préci
pii feSeni tohoto problému postupoval. Pointou e typickych zprav T, . je, ze v
porovnani s celkovym pocétem zprav dané délky, je jejich pocet pomérné maly.
Ptesto si uzurpuji absolutni vétsinu pravdépodobnosti. Jiz jsme totiz ukazali, ze
pravdépodobnost zbyvajici na ostatni zpravy je rovna e. Tato skutecnost vedla
Shannona k néasledujicimu triku.
Kdybychom se pro dané délky primarné snazili minimalizovat kédovani typickych
zprav a ostatni zpravy kodovali v podstaté libovolné dlouze, tak by se to pti redlné
komunikaci projevilo nejvyse s pravdépodobnosti rovnou €. Hodnota € v tomto
pripadé tedy nese charakter jakési ,chyby“. Ukazuje se, Ze jak roste délka zprav,
tak je mozné tuto chybu volit libovolné blizkou nule. Coz je skvélé, nebot nasim
cilem je pro dana n vybrat € co mozna nejmensi. Tak totiz minimalizujeme kod
co moznd nejuzsi typické mnoziny 7, . soustfedujici vétsinu pravdépodobnosti.
Takovych ¢ > 0, ze P(M,, € T, ) > 1 — e mize ovSem byt nespocetné mnoho.
Tedy idealné mala hodnota € pro uréitou délku zprav nemusi existovat. Nam bude
stacit pro dané délky n vybrat néjaké takové hodnoty m, > 0, které budou spl-
novat P(M,, € T,, r,) > 1 — m, a které pijdou pro rostouci n k nule. Proto dale
budeme zkoumat semi-optimalni hodnotu chyby , a (semi-optimalné) typické
zpravy T,,.

Znaceni. Oznacme E,, ={e>0: P(M, €T,.)>1—¢€}
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Tvrzeni 2.3.7. Ezistuje ng € N, Ze pro kazdé n € IN,n > ng plati
E,#0

Diikaz. Bud € = %, potom z tvrzeni existuje ng € N, zZe pro libovolné
prirozené n > ng plati

1 1
tedy 3 € {¢ >0: P(M, € T,,.) > 1 — ¢} = E, pro libovolné n > n.
[

Definice 2.3.2. Uvazujme ng € N z turzeni[2.3.7. Potom pro kazdé n € W,n >
ng vyberme néjaké pevné m, € E,, Ze m, < % +inf E,,. Rekneme, e T, = T,
je mnozinou semi-optimdlné typickych zprdv délky n. O cislu m, budeme hovorit
jako o semi-optimalni hodnoté chyby pro zpravy délky n
Tvrzeni 2.3.8. lim P(M,, ¢ T,) = lim 7w, =0

n—oo n—oo
Diikaz. Nejprve si uvédomme, ze inf E, “—= 0. Bud ¢ > 0, potom dle tvrzeni
2.3.2| pro € := min{3,e} € (0,1) existuje ny € N, Ze pro libovolné n € N,n > ng
plati: P(M,, € T,,z) > 1 — €. Tedy

—e<0<infFE,<é<e

v 7 v . n—ro0, .
To ovSem znamen4, ze inf £, —— 0. A odsud ihned

1 1
0< limm, < liminfF, +—=IliminfFE, + lim —=0+0=0
n—r00 n—00 n n—00 n—00 n,

]

Umluva. Pro ta n € N, pro kterd T, neni definovino, dodefinujme T, := 0 a
T, = 2.

VySe jsme zminili Shannontv trik na nalezeni idedlniho kédovani. Spocival
v tom zvlast zakodovat typické zpravy a zvlast zpravy zbylé. Pro tento cel lze
vyuzit naptiklad lemma [2.1.3] ve kterém jsme pro libovolnou koneé¢nou mnozinu
B nalezli kédovani B — {0,1}M1°8208)1 Toto lemma miizeme pouzit pres viechny
délky jednotlivé na typické a na zbylé zpravy, vse slepit dohromady a takto defino-
na ktery pfi tomto pocinani ovsem narazime je, jak zaridit abychom nepridélili
dvéma zpravam stejny kod. Rozdélenim na piipady si lze uvédomit, ze kolize zde
muze nastat dvéma zpusoby. Bud se néjaké typické zpravé a néjaké netypické
zprave priradi stejny kéd nebo dvé mnoziny zprav stejného typu pro rizné délky
budou mit shodny pocet prvki a kolize nastane timto zptisobem. Prvni z ptipada
ma pomeérné jednoduché reseni. Pred typické a pred atypické zpravy muzeme vlo-
zit néjaky specificky prefix, ktery od sebe bude dané mnoziny odlisovat. Napriklad
pred typické zpravy lze vlozit 0 a pred atypické zpravy 1. Timto zptsobem jisté
nenastane kolize mezi typickymi a atypickymi zpravami. Osettit druhy typ kolize
zakodovat jeji délku. Ale z oc¢ividnych divoda ji tam nemizeme prosté jen vlozit,
protoze tak bychom mohli vytvorit zase jiné kolize. Zde nam prijde vhod néjaka
parovaci funkce. Tak se v informatice nazyvaji prosta zobrazeni, ktera slucuji dva
(¢i vice) libovolné binarni fetézce do jednoho.
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Definice 2.3.3. Libovolné prosté zobrazeni v : {0,1}*x{0,1}* — {0,1}* nazveme
parovaci funkci.

Predstavme si, ze mame dva binarni retézce a = ajas...a,,b = bibs...b,, a
chceme je sloucit néjakym unikatnim zpusobem dohromady. Nejjednodussi cesta,
jak to provést, je zdvojit kazdy znak obou fetézcli, na jejich konec vlozit 01
a takto upravené Tetézce napsat za sebe. Vysledny retézec by tedy byl tvaru
a1010203...0,0,01b1b1bobs...b,,b,,01. Postfix 01 by zde kddoval jakousi ¢arku. Kdy-
bychom od sebe totiz chtéli tyto dva Tetézce opét oddélit, tak bychom prosté pro-
chézeli cely tetézec zleva doprava, vynechéavali kazdy druhy prvek a ve chvili, kdy
bychom narazili na 01, tak bychom védéli, ze tam kond¢i prvni fetézec a zacina
druhy. Jesté si uvédomme, zZe druhy retézec odsud v podstaté neni tieba trans-
formovat. Casto je viak tfeba parovaci funkci pouzivat na vice jak dva fetézce a
takto se da zaridit, ze dané zobrazeni bude univerzalné pouzitelné.

Dalsi typicky pouzivanou moznosti, jak parovaci funkei definovat je transformo-
vat kazdy z parovanych fetézci ¢ do tvaru ¢ = 1490 o ¢, tedy za kazdy znak c
vlozit pred ¢ jednu jednicku a tento prefix zakoncit nulou. Takto upravené prvky
by se opét napsaly za sebe. Zde je tedy c¢arka svym zpiisobem zakdédovana pred
mistem, kde jsou dané dva Tetézce slepeny. I pres jejich jednoduchost ani jednu
z téchto parovacich funkci pouzivat nebudeme. Hlavnim divodem je, Ze nemaji
prilis priznivé asymptotické vlastnosti. Délka vysledného kédu by ndm po radé
vysla jako 2(a) +20(b) +4 a 2¢(a) + 2((b) + 2. Nase parovaci funkce bude krapet

vvvvvv

Definice 2.3.4. Pro a; € {0,1}* oznacme
< a; >= ({(ay)),0a; = 1120 (£(ay))g 0 ay
Pro obecné n a ay,as,....a, € {0,1}*, kde n > 2 pak definuji
AL,y > =<< A >, < A, .y >

Neni tézké si rozmyslet, ze < , > definuje parovaci funkci. Uvédomme si,
ze ,carka® mezi Tetézci je zde zakédovand o néco sofistikovanéji, nez tomu bylo
v predchozich pripadech. Pred kazdym z Tetézcu je vlozena jejich délka, kterd
jednoznac¢né urcuje, kde dany retézec konc¢i. Abychom oddélili binarni zapis délky
od daného fetézce, tak jsme pouzili druhou z nasich naivnich parovacich funkei.
Jesté si vS§imnéme, ze vyslednd délka kédu < a > pro a € {0,1}*, je v tomto
pifpadeé ((< a >) = {(a)+2|logy(¢(a))] +3 = £(a) +o({(a)), coz je mirné zlepseni
od naivnich parovacich funkci.

Priklad 2.3.1.

<1011,01 >= 111 0 100 1011 11 0O 10 01
~—~ ~—~ ~—~ ~—~
1£(1011)2 £(1011)2 1£01)2)  £(01)2

Definice 2.3.5. Pro kazdé n € IN meéjme prosta zobrazeni
Un Ty — {071}Dog(\Tn|ﬂ a @, T — {Ojl}flog(lTﬁm'

Potom definuji kodovani

C(m) := 1 o < (n)2,on(m) >, prom € T,
"0 0 < (n)g, Yn(m) >, pokud m € T¢
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Poznamenejme, ze kédovani C' neni v zddném pripadé mysleno k praktickému
pouziti. Neni v ném totiz néjak explicitné ddna souvislost mezi zpravami urcité
délky n a jejich obrazy. Tedy aby mohl pocitac¢ timto zptisobem kédovat, tak by
si musel pamatovat obrazy vsech 2" prvkia. Paméfové naroky pro toto kédovani
tedy rostou exponencialné. Pro nas C nese ¢isté teoreticky vyznam. Symbolizuje
néjaké idedlni asymptotického chovani, kterého lze na statickém zdroji dosahnout.
K ditkazu toho, ze je C' opravdu idedlni jiz zbyva v podstaté jen ukazat, jak se
asymptoticky chova délka jeho kédovych slov. Protoze typické zpravy koncent-
ruji vétsinu pravdépodobnosti, tak by dle definice C' méla jeho délka priblizné
vychédzet jako log,(2"7X)) = nH(X). To ukdzeme hned v nasledujici vété.

Véta 2.3.9. Plati, Ze
((C(M,)) = nH(X)

Dikaz. Bud m € T, potom z tvrzeni|2.3.3

((C(m 1
L SR = i (o + o)
1
H(X)

- s o) o1 = )+ (X))

3

v

(o(n) +log,((1 — mp)2" ) 7m))

3

>

~o(n) T s oo
S oHX) Hx) !

o(n) +log, (|T]))

(
< ! (o(n) + log2(2”(H(X)+””)))
(

o(n) +n(H(X) + 7Tn>)

~o(n) T oo
= WH(X) +H(X) +1—=1

Kombinaci 1. a 2. jsme tedy ukazali, ze Ve > 0dng e NVn € N,n >noVm e T, :

0(C(m))
| nH((X) 1| <e

Ovsem P(M, € T,)) > 1 — m,. To znamen4, Ze po dosazeni ¢ = m,, mame

n—o0

>1—-m, —1

Disledek 2.3.10. C je idedlni kédovdni.

Diikaz. Bud ¢ libovolné kédovani. Z véty vime, ze nH(X) = ((Y(M,)).
Jenomze tvrzeni nam dava ((C(M,,)) ~ nH(X). Tedy z tvrzeni plyne
U(C(M,)) =2 L(p(M,)). To jsme chtéli O
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Od tvodni kapitoly jsme smétovali ke vztahu informace a idedlniho kédovani.
Tato véta je nyni uz viceméné jen lehkym diisledkem jiz dokazanych tvrzeni.
Jak se v ni ukaze, tak pojem Shannonovy informace a délek idedlniho kédovani
jsou priblizné jedno a to samé bez ohledu na to, jaké idealni kédovani vybereme.
Spolecné s existenci idedlnitho C' kddovani z predchozi véty davaji tyto dvé tvrzeni
celistvy obrazek o vztahu komprese a Shannonovy informace. Zavrsuji tak prvni
kapitolu této prace.

Véta 2.3.11. Libovolné kédovani ¢ je idedlni pravé tehdy, kdyz plati
(M) = 1(M,)
Diikaz.

« Bud ¢ idedlni kédovani. Vime, ze ((C(M,,)) ~ I(M,,) (viz|2.3.10). Jenomze
Y a C jsou idedlni, tedy z tvrzeni [2.2.11] plati £(¢(M,)) ~ ((C(M,)). Z
lemmatu koneéné ¢(y(M,)) ~ I(M,)

o Necht ¢(¢(M,,)) =~ I(M,) a ¢ je libovolné kédovani. Potom plati I(M,,) <
U(p(M,)) a tedy z lemmatu jisté L((M,)) 2 U(H(M,y,))

]

35



2.4 Diskuze

Literatura zabyvajici se statistickym pohledem na bindrni kompresi se vesmés
shoduje na tom, ze dlouhé zpravy jdou za urcitych podminek zakédovat nH (X)
bity a ze lépe to nejde. Zda se ovSsem pomérné problematické vystihnout, co to
znamend formalné. Obvykle se pii tom pracuje se stfedni hodnotou délek.(Cover
a Thomas| 2006, Theorem 5.4.1)

Stredni hodnota je bezpochyby dtlezity ukazatel. Vzpomenme si, ze jako para-
metr nam urcuje néjakou v jistém smyslu oc¢ekdvanou délku (IgleiI]E[{l E(X —a)? =

E(X) (Hlubinka, 2018, str 28)). Casto se ovSem opomind, Ze sama o sobé nepo-
dava zadnou informaci o tom, jak jsou okolo ni jednotlivé hodnoty rozmistény
(v pravdépodobnosti). Jinymi slovy, pokud ukézeme, Ze stfedni hodnota délky
kédovych slov je asymptoticky ekvivalentni s nH(X), tak nemame zaruku, ze
délka kédu zpravy, kterou ndhodné vybereme (dle P), bude s néjakou vysokou
pravdépodobnosti pobliz nH (X). Z daného faktu totiz neplyne nic o tom, jak se
asymptoticky chova variance délek. Hlavnim prinosem této prace v ramci kapi-
toly o Shannonové informaci je véta [2.3.5] V ni jsme ukézali alternativni pohled
na nH(X) jako spodni odhad na binarni kompresi v podobé priblizného chovani
nahodnych velic¢in.

Neni tézké si uvédomit, ze z této véty pomérné primocare plyne, ze nH(X) je
spodnim odhadem i na chovani stfedni hodnoty. Z tohohle pohledu je tedy nase
véta [2.3.5] 0 néco obecnéjsi.

Tvrzeni 2.4.1. Necht ¢ je kédovani a bud'e > 0 libovolné. Potom existuje ng € IN,
ze pro kazdé n € N, n > ng :

El(o(Mn))

>1-
nH(X) = °©

tzn. nH(X) <X EL(H(M,))

Dikaz. Bud € > 0 a poloZzme € := mm{4,4} 7 véty [2.3.5] existuje ng € IN, Ze pro
kazdé n € IN,n > ny:

>1-¢)>1-¢

Potom, ale pro B,, := {m € Im(M,) : g?{(&))) > 1 — ¢} plati:

meImiMo) nH(X el nH(X)
> > (1—&)P(M, =m)
mEBn
=(1—-¢&P(M, € B,)
> (1 —¢)?
—1—¢2—¢)
Ovsem pokud € — i, tak z definice €:
7 1 1
e>1>—=—-(2—-—-)=¢€2—-¢
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Jestlize naopak € = , pak € < 1, tedy
(- )= =a2-9
=9 Te Ty T
V kazdém pripadé € > €(2 — €) pro kazdé n € IN dostateéné velké. Dohromady
tedy mame E% > 1—¢€. A to jsme chtéli. n

Sam Shannnon ukézal néco podobného nasim vétam pro blokové
kédy. Ona véta je znama jako Shannon’s source coding theorem. (Shannon) [1948])
a v literatufe se vyskytuje pomérné casto. Ve zkratce, Shannon uvazoval pro
kazdé n € IN kody, kde kazdy z nich zobrazoval néjakou A,, C Im(M,) do in-
dexové mnoziny {1,2,...,|A,|}. Takovy kéd by zahlésil chybu pokazdé, kdy by se
mu na vstupu objevila zprava mimo A,,. Kédovani tohoto typu Shannon nazyval
(n-tym) blokovym kédem. Ty pak charakterizoval kédovym pomérem (=coding
rate) R, = ~1ogy(|A,|) a pravdépodobnosti chyby P = P(M, ¢ A,). KdyZ po-
tom zkoumal dané parametry asymptoticky, tak dokazal, ze existuje posloupnost
n—tych blokovych kédu jejichz parametry splhiuji R, — H(X) a P¢ — 0 pro
n — oo. Jeho argumentace pti tom byla podobna té nasi z véty o C' kdédovani
2.3.9] Zajimavéjsi je vSak druhd ¢ast této véty, tzv. converse part of Shannon
source coding theorem, ktera urcila, ze pro kazdou takovou posloupnost, pro niz
existuje ¢ > 0, ze R, < H(X) — ¢ pro vsechna n € N, plati P¢ — 1.

Zminéna véta byva obvykle interpretovana nasledovné: Mame-li néjaky kod, po-
tom pravdépodobnost na vysek zprav, ve kterém na jedno pismeno vychazi méné
(o néjakou fixni mez) nez H(X) znakt 0/1 jde s rostouci délkou zprav k nule
(Wikipedia contributors, 2019b). S tim se ovSem vynofuje fada otazek. Prvné
R, mé, z toho, co jsem vytusil, pii této intepretaci urcovat kolika znaky z 0/1
lze zakédovat index dané zpréavy v {1,2,...,|A,|}. Pro¢ jde ovsem kazdy prvek
{1,2,...,]A,|} zakédovat nejlépe log, (| A, |) bity? A co to v tomto pripadé znamend
nejlépe (stredni hodnota, konvergence v pravdépodobnosti,...)? Jakou v danou
chvili hraje roli pravdépodobnost jednotlivych prvkia? Ve standartni literatute
((Yeung, 2008, str. 104-105), (Shannon, 1948, sekce 13)) se mi na tyto otazky
nepodarilo dohledat uspokojivou formalni odpovéd. Kdybychom vsak chtéli tuto
vétu aplikovat na asymptotiku délek kodt, tak je tfeba na tyto otazky odpove-
dét. Mé osobné nenapada, jak by se v pripadé zkoumani konvergence délek kdéda
v pravdépodobnosti dalo vyhnout néjaké analogii krokti, které jsme provedli v
dikazu véty [2.3.6]

Nakonec si vSimnéme, ze pri ditkazu vSech tvrzeni o asymptotice délek kodi jsme,
jinak nez ve formé SVAR, viibec nepouzivali nezavislost nahodnych veli¢in. Uka-
zuje se, ze vlastnost SVAR plati i v obecnéjsich pripadech, nez je ndhodny vybér.
Shannon-McMillanova-Breimanova véta napiiklad tika, ze SVAR plati pro sta-
cionarni ergodické procesy. Stacionarni ergodicita zcela zjednodusené znamena,
ze dana posloupnost ma néjaké homogenni vlastnosti tykajicich se pravdépodob-
nosti vyskytu jednotlivich podfetézci a ze odhad jejich parametri (vybérovy
prumér-stiedni hodnota,..) konverguje k jejich realné hodnoté. Timto zptisobem
se da zbavit predpokladu nezavislosti.
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3. Kolmogorovovska slozitost

3.1 Motivace

Pokusme se nyni shrnout kritiku, kterd se proti Shannonové teorii obcas uplat-
nuje. O tom, ze Shannonova teorie netfesi sémantiku jsem mluvil v tvodu. Tato
vytka byva v literatufe pravdépodobné nejcastéjsi. Existuje ovsem i kritika for-
malniho charakteru. Vse se tyka vlastnosti onoho pravdépodobnostniho rozdéleni.
V prvni tadé, aby ¢lovék mohl o Shannonové informaci néco rozumného tvrdit,
tak musi ve vétsiné pripadia o daném rozdéleni néco netrividlniho predpokladat.
Obvykle se predpoklada, ze pismena tvori nahodny vybér. V obecnéjsi varianté se
pracuje se staciondrnimi ergodickymi procesy. V praktickych aplikacich se ovSem
zda, ze se v obou pripadech jedna o pomérné silné zjednoduseni reality. Stacio-
narita by znamenala, ze pravdépodobnost vyskytu kazdé konec¢né posloupnosti
pismen by byla vSude v textu stejna. To se vSak nezdd byt pravdivé. Co se tyka
aplikovatelnosti samotné teorie vSak Shannonova definice pravdépodobné nejveétsi
problém zdédila ze zakladu axiomatické teorie pravdépodobnosti.

Roku 1933 rusky matematik Andrej N. Kolmogorov vydal prilomovy c¢lanek
Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, diky némuz se teorie pravdé-
podobnosti stala vSeobecné uznavanou matematickou disciplinou. V ném axio-
maticky zavedl pravdépodobnost na zdkladé néjakych jednoduchych vlastnosti
(spojenych s mnozinami elementarnich jevi), které bychom od takové definice
ocekavali. Kolmogorovym primarnim cilem bylo nalezeni axiomi, se kterymi by
se dobfe manipulovalo (Li a Vitanyi, 2008| str. 50). Z tohoto diivodu ovSem zmi-
novana teorie uz ze své podstaty nemohla odpovédét na nékteré fundamentalni
otazky: Vezmeme-li libovolny ndhodny jev, jako padnuti rubu na hozené minci,
lze zarucit, ze pravdépodobnost daného jevu bude existovat? A pokud danéd hod-
nota existuje, jaka je jeji interpretace? Jak ji v praxi odhadneme? V nasledujicim
textu se v kostce pokusim nastinit dva vétsinové postoje ke zminénym problé-
mum. Skvély detailni popis lze nalézt naptiklad v (Nau, 2001)

To, jak lidé dodnes pristupuji k interpretaci pravdépodobnosti, se da viceméné
rozdélit na dva proudy: na frekventisty a bayesovce. Tradicné byla pravdépodob-
nost vnimana z frekventistické perspektivy. Frekventisté berou pravdépodobnost
jako danou vlastnost ndhodné udalosti. Pravdépodobnost podle nich vyvstava
jako relativni frekvence opakovani prislusného procesu za stejnych ¢i podobnych
podminek. Pomineme-li prakti¢nost frekventivistického pohledu na véc, tedy ze
zadnd uddlost nemuze nastat dvakrat za zcela stejnych podminek (uz vibec ne
nekonecnékrat po sobé) a Ze definovat podobné podminky, aby jejich rozdily
vysledek daného pokusu neovliviiovaly je skoro nemozné, tak i presto dojdeme k
pomérné podstatnému problému. V prvni fadé neni nijak zaruceno, ze dana limita
relativni frekvence uspéchu viubec existuje. Nemiize se navic stat, ze budeme-li
provadét dvé série pokustu paralelné a nezavisle na sobé, ze se budou blizit k
riznym hodnotam? To vse motivovalo De Finettiho a jeho nasledovniky jako
Ramsaye, Savage a Lindleyho, k praci na subjektivni mife pravdépodobnosti.
Pojicim motivem jejich teorii bylo, prijeti faktu, ze objektivni mira pravdépodob-
nosti nemusi existovat. Pravdépodobnost v jejich pojeti byla pouze mira toho, jak
je jednotlivec ze své zkuSenosti ochoten vsadit na nastani néjaké udalosti. Onen
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clovék se samoziejmé muze pri svém rozhodovani oprit o jakykoliv frekventisticky
¢i logicky aparat. Jak k dané hodnoté ovsem nakonec dosel neni podstatné. Na
cem zalezi je pouze ona hladina jistoty.

Pro ilustraci si predstavme, ze chceme hodit dvoustrannou minci. Jaka je pravdeé-
podobnost, hodime-li ji do vzduchu, ze dopadne rubem nahoru? Muzeme prijmout
frekventivisticky pristup, podivat se na predeslé pokusy a Tict, ze pomér toho ko-
likrat nahoru dopadnul rub mince je ptiblizné stejny jako pocet udalosti, kdy
spadl lic a tedy priradit této udalosti pravdépodobnost rovnou jedné poloviné.
Co kdyz je ovsem néci predesla zkusSenost diametralné odlisna a rub mu spadl
jenom v poméru 1 : 37 Nemiizeme navic nékdo zaujmout klasicky pristup a tict
si, ze mince ma dvé strany, zakony fyziky ji umoznuji dopadnout stejné dobte
obéma témito stranami nahoru, a k hodnoté % dojit takto? Jinymi slovy kazdy
clovek miize ze zkusSenosti dojit k rtiznym hodnotam pravdépodobnosti, ale i k
jedné hodnoté muze dojit rizymi zpusoby. Pravdépodobnost je tedy z tohoto po-
hledu relativni a urcuje nase vnitini presvédcéeni o tom, ze dané udalost nastane.
Jenomze tim jsme v podstaté nepochopeny termin pravdépodobnost pouze zameé-
nili za jiny abstraktni termin vnitini mira presvédcéeni. Je viibec mozné takovou
miru objektivné mérit? Kdy je tato hodnota % a kdy zase é? Jak by takova
meérici metoda viibec probihala?

Dilezité je si tedy uvédomit, ze at uz zaujmeme kteroukoliv pozici k interpretaci
pravdépodobnosti, tak v redlu nemusi tato hodnota vibec existovat.

Z nékterych pramenu jako (Kolmogorov, [1998) lze vytusit, ze Kolmogorov vi-
dél Teseni zminéné otazky aplikovatelnosti v néjaké tupravé Von Misesovy prace
na frekventistické teorii pravdépodobnosti. Ta byla hlavnim precedentem jeho
jiz zminovaného c¢lanku z roku 1933. Bohuzel se potykala s fadou problémii. Na
konferenci v Zenevé roku 1937 Maurice R. Fréchet formuloval seznam formalnich
nedostatki, které dana definice obsahovala a tim, i pres nékteré pozdéjsi snahy
o jeji reformulaci, byla v podstaté ponechana v propadlisti déjin. (Lambalgen)
2002)

Von Mises zadefinoval pravdépodobnost jako limitu relativni frekvence tspéchu
v posloupnosti, za podminky, ze dana posloupnost spliovala jisty predpoklad
nédhody (formalni detaily napiiklad v (Porter, 2014)). Ten zajistoval, ze urcita
pravidla pravdépodobnostniho kalkulu budou pii pocitani s témito relativnimi
frekvencemi zachovana. Kromé toho, ze existence zminéné limity se ukazala jako
pomeérné silny predpoklad, tak hlavnim problém se stala pravé podminka na-
hody. Nalézt definici nahody bez odvolani k existenci pravdépodobnosti se stalo
pomérné tézkym oriskem. Sdm Kolmogorov byl informacni teorii fascinovan do
ur¢ité miry prave proto, ze v ni vidél zpusob, jak se s timto problémem popasovat
(Porter, [2014]).

Asi nenf tfeba zmifnovat, ze ndhoda je pomérné silné spjata s informaci. Cim je né-
jaka posloupnost ndhodnéjsi, tim méné je predvidatelnd, o to méné je tim padem
také redundantni a o to vice informace tedy nese (Gleick, 2011} str.343). Kolmogo-
rovova snaha proto tkvéla v nalezeni miry informace, ktera by byla schopna mérit
informaci individualnich fetézct bez néjakych dodateénych pravdépodobnostnich
predpokladi. Klicovou myslenkou v dané teorii byl popis zpravy. Ilustrujme tuto
myslenku na prikladu:

Predstavme si, Ze jsme uréitym zpusobem bez néjakych dalsi znalosti obdrzeli
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retézec:

000000000000000000000000000000

nic dalsiho o tomto retézci nevime. Jak moc informace jsme timto dostali? Intuice
nam 1iké, Ze moc asi ne. Je to jenom nula napsana tricetkrat po sobé. Na druhou
stranu je-li ten Tetézec naptiklad

10 11 1011111011 1101 10001
S . - —
2 3 5 7 11 13 17

tak se nam ocividné nékdo snazi sdélit prvnich par prvocisel. Pointou je, Ze za-
timco prvni posloupnost jde popsat pomérné snadno: napis nulu 30-krat za sebe,
tak kdybychom se snazili popsat druhou posloupnost, tak bychom museli nejen
predat, kolik prvocisel je v této posloupnosti napsano, ale také popsat co to viibec
prvocislo je (jak jej otestovat). Slozitost nejjednodussiho algoritmu, ktery tako-
vou posloupnost emituje se da brat jako mira vnitini informace onoho Tetézce.
Kolmogorov tedy informaci definoval jako minimalni popis zpravy, ze kterého je
zpétné zrekonstruovatelna.

Pro tuto definici samozfejmé musime nejprve ur¢it, co myslime algoritmickym
popisem. Pti tom je tfeba abychom postupovali pomérné opatrné. Neformalni
uchopeni slova popis bylo za historii matematiky ptivodem rady matematickych
paradoxl. Asi nejznameéjsim je takzvany Berryho paradox:

s je nejmensi ¢islo, které nejde popsat méné jak 1000 slovy

Touto vétou jsme jednoznacné popsali cislo s. Problém je, ze zminény popis ma
méné jak tisic slov. To nas vede ke sporu. Spor je pravé v tom, jak si mizeme
vylozit slovo popis. V matematice se tim v podstaté vyhradné mysli algoritmicky
popis. O ném se dozvime v nésledujici kapitole.

Cilem této kapitoly bylo ukazat potfebu pro alternativni definici informace. Prijde
mi vhodné ji tedy zakoncit nasledujicim Kolmogorovovym citatem.

LJaky smysl, ale md napriklad otdzka typu, kolik informace je
obsazeno v Tolstojové Vilce a Miru? Je rozumné uvazovat da-
ny romdn jako prvek mnoZiny vSech ,moznych romdni“, ¢i na
této mnozine vibec postulovat existenci nahodného rozdéleni? “

(Kolmogorov, |1968, str. 162)
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3.2 Turingovy stroje

3.2.1 Zakladni definice a poznatky

Mnoho matematikti bylo na prelomu devatenactého a dvacatého stoleti fasci-
novano lidskym uvazovanim a otazkou, zda-li je tato ¢inost mechanizovatelna. Z
casti byla fascinace této frakce matematické komunity jisté motivovana tim, ze
¢im dal castéji se vynorovaly otazky, které narazely na to, co je a co neni mecha-
nicky dokazatelné. Jedna z nejznaméjsich takovych vyzev je znama pod jménem
Entschediungsproblem (=problém rozhodnuti). Tento problém byl formulovany
Davidem Hilbertem. V podstaté slo o to, jestli je mozné nalézt postup, ktery v
kazdé sadé axiomu zjisti, jestli je z nich libovolné zvolené tvrzeni dokazatelné,
nebo ne. Tento problém a vsechny podobné problémy narazely na tu samou pre-
kazku. Neni mozné ukézat, ze néco jde (resp. nejde) bez toho, abychom presné
formulovali, co tim myslime. Neboli bylo potfeba definovat, co to formalné zna-
mend mechanické reseni problému. V dnesSni terminologii bychom fekli, Ze bylo
potieba definovat pojem algoritmus.

Do poloviny tricatych let vznikala fada praci snazicich se tento pojem formalizo-
vat. Zminme napiiklad Churchiv lambda kalkulus a Kleeneovi rekurzivni funkce.
Nékteré z téchto formalizaci se navic zdaly byt pomérné uziteéné k rozlousknuti
zminénych problémii. Alonzo Church naptiklad ukazal, Ze v jeho axiomatice al-
goritmus popsany zminénym Entscheidungs problémem neexistuje. Ovsem tato,
ani zadna jind formalizace, nebyla matematickou komunitou néjak siroce ptiji-
ména. Jednim ze zndmych skeptikt ohledné lambda kalkulu (jakozto formalizace
mechanické procedury) byl napiiklad Kurt Godel ( (Zach, [2006, str. 3), (Shagrir,
2007, str. 7) ). Status quo pretrvaval do doby, nez jej prolomil tehdy jesté mlady
student na univerzité v Cambridge, Alan Turing. Ten byl na jednom z kurzt
vyucovanych N.W. Newmanem predstaven Entscheidungs problému. Turinga na-
padlo velice elegantni a intuitivni feSeni, které se na tento problém divalo z aplné
jiného uhlu nez jeho predchiidci. Misto toho, aby se zabyval specifickymi opera-
cemi a jak je mozné je v algoritmu skladat dohromady, tak se podival, jak pti
reseni problému lidé obecné pracuji se symboly. Velkou inspiraci mu pti tom byli
takzvani computers.

Computer bylo zaméstnani, ve kterém jste podle néjaké sady instrukei vykona-
vali vypocetni ¢innost. Slavné napiiklad pro NASA zpracovavali a vykreslovali
data z testti na vétrnych tunelech ve vyzkumném stredisku v Langley (McLen-
nan, 2011). Cinili tak pouze za pomoci sady instrukei definujicich danou tlohu,
papiru a tuzky (pripadné mechanické kalkulacky). Turing si vSimnul, Ze jejich
prace je pomérné pravidelna. Podle Turinga bylo to, jak se computer v kazdém
kroku kalkulace rozhodne popsatelné dvéma veli¢inami. Na jaké ¢islo se zrovna
kouka a v jakém je computer stavu mysli. Stav mysli reprezentuje napriklad to,
jestli si pri séitani clovék drzi jednicku, jestli hleda néjaké ¢islo na papire, atp.
Podle téchto dvou veli¢in computer udélal néjakou snadnou operaci, napsal si jeji
vysledek na papir a podival se v sadé instrukci, co ma délat dal.

Turinga napadlo zkonstruovat jednoduchy matematicky model stroje, ktery by
tuto praci napodoboval. Udélal pii tom par omezujicich predpokladi. Zaprvé
computer podle néj nepotireboval dvojdimenzionalni papir. Papir by totiz mohl
byt rozstiihany na jeden dlouhy prouzek, na kterém by se ¢lovék mohl pohybovat
jenom doleva a doprava. Zadruhé kazdy computer mize v jednu chvili vnimat
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jenom jeden z néjakého konecného poctu symbolt. Je pravda, ze napriklad cisel,
se kterymi teoreticky mtize pracovat, mize byt nekonecné mnoho, ale v jednu
chvili je stéle schopen prijmout jenom konecny pocet ¢islic. Napisi-li napriklad
999999999 tak si ¢tenar jisté bude muset toto ¢islo rozdélit na ¢asti skladajici se
z mensiho poctu ¢islic. Vétsina lidi si dlouhd cisla, jako telefonni ¢islo, déli na
trojice. A posledni podminka je, ze podle Turinga ¢lovék muze umét v dobé, kdy
dany problém ftesi, provadét jenom koneéné mnoho operaci. Tedy Tesena tloha
musi byt popsatelnd v konené mnoha stavech mysli (to je jediny bod ktery byl
ve své dobé trochu kontroverzni (Shagrir, 2007)).

Jednou z Turingovych tezi bylo, Ze model, ktery vytvoril, umél libovolnou tlohu,
kterd tyto podminky spliovala, Tesit. Teoreticky se tento stroj skladal ze z jedné
strany nekonecné pasky, ¢teci/zapisovaci hlavy a koneéné mnoziny vnitinich stavi
(@ odpovidajicich stavim mysli. Pii praci stroj manipuloval s néjakou konec¢nou
mnozinou vstupnich symbolu ¥ (reprezentujici napiiklad ¢isla). Ta policka, ktera
stroj jesté nezménil a ta kterd vymazal, byla vyplnéna specialnim prazdnym sym-
bolem €. Symboly si stroj navic mohl pfi praci podobné jako ¢lovék vSemozné
oznacovat. Pricemz mnozina vsech téchto symbolt dohromady tvorila pracovni
abecedu A tohoto stroje. To, jak na sebe jednotlivé kroky navazovaly urcovala
transformacni funkce . V kazdém kroku hlava prepsala prvek, nad kterym byla
nastavena, zménila vnitini stav a posunula se o jedno policko doleva, nebo do-
prava. Stroj pocital do té doby, dokud se nedostal do specialniho koncového stavu

dh-

Definice 3.2.1. (Turingiv stroj) At
e AX.Q jsou neprazdné konecné mnoZiny, Ze X C A
e c€EANYE, h# g €Q
c o @~ x A Qx Ax (1,1},

potom sedmici T = (A,X,Q,0,qn,qs,€) nazgvdme (deterministickym) Turingovym
strojem a:

e () konecnou mnozinou stavi

e A pracovni abecedou, X vstupni abecedou

e qn koncovym stavem, qs pocatecnim stavem
e € prazdnym znakem

e 0 transformacni funkci

Definice 3.2.2. (Bindrni Turingiv stroj) Turingiv stroj T nazveme bindrni, po-

kud ¥ = {0,1}.

Determinismus v tomto pripadé znamend, ze to, jak se stroj zachova, je v
kazdém kroku ur¢eno pouze tim, na jaké pozici pasky se nachazi hlava stroje tim,
jaky je v danou chvili na dané pozici symbol a v jakém je vnitinim stavu. Této
trojici se také nékdy rika konfigurace stroje. Poznamenejme jesté, ze v literature
se pracuje i s nedeterministickymi stroji.

42



Definice 3.2.3. Necht T = (A,X,Q,0,qn,9s,€) je Turingiv stroj, potom trojici
K= (a,py) € A*xQxN, kde a = (ay,...,a,) ai < n nazveme konfiguraci stroje
T. Pokud navic p = qn, potom rekneme, zZe K je koncovou konfiguraci stroje T

Stroj pocita nasledovné. Na zacatku je hlava stroje nastavend na prvni pozici
pasky, stroj je v pocateénim stavu a na pésce je vstup nasledovany nekonecénym
retézcem prazdnych znaki. Néasledujici konfigurace je urcena transformacni funkci
0. Jak bylo zminéno, tak podle vystupu ¢ stroj prepise symbol, zméni vnitini stav
a posune hlavu doleva, nebo doprava. Kdyby pri posunu doleva ovsem mél sjet
z pasky, tak zlistane na misté. Takto pocita, dokud se nedostane do specidlniho
koncovém stavu. V ném skoné¢i praci. Vse, co pak na pasce zbyde po vynechéni
znaktt mimo vstupni abecedu, se bere jako vystup. Stroj tedy nedéla nic jiného
nez jakési retézeni konfiguraci.

Definice 3.2.4. At Ky = (ay,01,71) je néjakd konfigurace stroje T'. Potom pro i >
2 prirozené, kde Bi_1 # q, oznacime (¢ @ 7)) = 5(6”‘”,@’;?) a definujeme
i-tou konfiguraci K; (stroje T') pri vstupni konfguraci Ky ndsledovne:

e Polozime f3; == @, v = max{ly_1 + ﬂ(i)}’
) {a§~’fl), J# %1

¢(z)7 j = %Yi-1
a pro n; := max{vy;n;_1} v pripadé n; = n;_1 + 1 dodefinujeme a,, := e.

alf

; pres vsechna j < n;_1 prirozend

Celkové potom mdme K; := (a;,0:,v:), kde o := (agz)...a(i))

Pokud pro néjakou konfiguraci L stroje T existuje i € N, Ze K; = L, potom
rekneme, Ze konfigurace Ky implikuje ¢i ddvd (na stroji T') konfiguraci L. Tento
fakt znacime K, Lo posloupnosti Kq,Ks,....,KK,, nekdy budeme mluvit jako
retézci konfiguraci stroje T', budeme jej znacit K1 — Ky — ... = K,

Definice 3.2.5. Necht T = (A,X,Q,0,qn,9s,€) je Turingiv stroj a méjme vstup
o, a# @
€, =0
K, = (d,q5,1). At navic Ky, = (8,qp,1), kde 5 = by....b,, € A* je koncovd konfigurce
stroje T' takovd, Ze K KN Ky. Potom definuji

a=ay...a, € X doT. Potom pro & := uvazZujme vstupni konfiguraci

T(a) =T(ay....a,) = by,...b;

l

kde b;,....b;, € ¥* je retézec vybrany z 5 splnujict, Ze V5 € {1,2,...m} ~A{i1,d2,...,01 }
plati b; ¢ ¥. T'(«) se pak nazyvd vystup T pri vstupu a. O Kj, nékdy budeme
mluvit jako o koncové konfiguraci (stroje T') implikovanou vstupem o. Pokud K
Zadnou koncovou konfiguraci neimplikuje, potom rekneme, Ze T nedefinuje vystup
na vstupu «, ¢i Ze T'(«) neni definovany.

Na tomto misté je mozna dobré si uvédomit, ze zdalekane na vsech tetézich
musi libovolny Turingiv stroj definovat vystup. Ilustrujme to na nasledujicim
priklade

Piiklad 3.2.1. Méjme stroj T= ({0,1,e},{0,1},{qs,qn},9,qn,qs,€) ), kde & je urceno
vztahy:

(QSyl) — (qs,l,l), (QSao) - (%7071)7 (QS7€> — <QS7671)

Potom T' na libovolném vstupu nikdy neskonci prdci.

43



Stroj z prikladu [3.2.1] se na libovolném vstupu nikdy nepfepne na jiny nez
pocatecni stav. Odsud nema Sanci se dostat do stavu koncového. Je tedy v ne-
konecném cyklu. Mnozina vsech vstupi, na kterych tento stroj skonc¢i praci, je
jinymi slovy prazdné. Analogicky by se dalo Fict, Ze defini¢ni obor tohoto Turin-
gova stroje je prazdny.

Definice 3.2.6. (definicni obor TS) Necht T je Turingiv stroj. Potom mnoZinu
D(T) ={a: T(a) je definovany} nazveme definicnim oborem stroje T .

Priklad 3.2.2. Ndsledujici bindrni Turingiv stroj vrdti vstup nezménén.
Polozme T= ({0,1,e},{0,1},{qs,q1},0,qn,qs,€), kde § je urceno vztahy:
(QS)1> — <Qh7171)7 <QS70) — (Qhaoal)u (QS7€) — <Qh7671)

Priklad 3.2.3. Necht ¥ je konecnd mnozina a € € ¥.. Potom pro ajas...a, € 3*
existuje stroj, ktery na libovolném vstupu ze ¥* definuje vystup aias...a,. Timto
strojem je T = (A,2,Q,0,qn,Dayas...an, €), kde A =3 U {e},
Q = (Payas...an > Pagas...ans-Pans> Posdn) @ 0 je uréené ndsledujicimi vztahy:
(Pasaisr.an:b) = (Pazsr..an-@is1), pro vsechnai=123,.n—1abec A
(Pa,sb) = (pg,an,1), pro kazdé b € A
(Ps,b) = (pgs€,1), pro kazdé b € X
(p¢,6) — (Qh,ﬂ - 1)

Turing své poznatky publikoval roku 1936 v ¢élanku (Turing, 1937) (On com-
putable Numbers and Entscheidnugsproblem). Velice brzy poté se ukézalo, ze
definice Turinga a Churche byly ekvivalentni. To Churche motivovalo k formulo-
vani hypotézy. Ta je dnes zndmé pod pojmem Church-Turingova teze. V ni stalo,
ze nas intuitivni pojem toho, co je algoritmicky resitelné, splyva s tim, co je fe-
sitelné Turingovym strojem. Poznamenejme, zZe dodnes nebyl vynalezen pocitac,
ktery by toho zvladnul vytesit vic nez ten jednoduchy model stroje, matematicky
zkonstruovany roku 1936 mladym nadéjnym studentem, Alanem Turingem.

Nez se pustim do konstrukce nékterych Turingovych stroji, tak jesté formalizujme
pojem isomorfismu Turingovych stroji. Ucelem je sloudit dohromady stroje, je-
jichz vypocet probihd stejné, az na prejmenovani abecedy a vnitinich stavi.

Definice 3.2.7. Necht T = (A,X,Q,0,qn,qs,¢) a S = (B,ILH7y,pp,ps,w) jsou Tu-
ringovy stroje. Rekneme, Ze T je isomorfni s S nebo Ze T je stejny jako S aZ na
prejmenovdant prvki, pokud 3 = 11 a pokud existuji bijekce : Q — H, o : A — B
takové, Ze

U(gs) =ps , V(@) =pn , p(e) =w , p(a) =a,Va € X
a pro viechna aM,a® € A, ¢V ,¢® € Q a b b € B, Y h? ¢ H spliujict
p(aM) =D, y(gW) =

a vztahy
5((_](1)7&(1)) = (q<2)aa(2)7j) ’ 7<h(1)ab(1)) = (h(2)ab(2)7k)

, plati
p(@?) = p(g®) =n®, j=k

Tento fakt znacime T (gp) S, nebo jenom T ~ S. Dvojici zobrazeni (¢,1) navic
nazveme isomorfismem T s S.
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Lemma 3.2.1. Relace byt stejny aZ na prejmenovdni prvkid pro Turingovy stroje
je ekvivalenci definovanou na mnozine vsech Turngovich strojii.

Diikaz. Pro libovolné stroje T1,75,T3 neni tézké ovérit nasledujici:

. ;. (id,id)
1. reflexivita: Plati, ze T} =~ T

e ; Y R0 oo, b0t
2. tranzitivita: Necht Ty (o) Ty, Ty (p292) T, potom T (ropagrona) T

(e0) (@ ™)

3. symetrie: Pokud T Ty, pak T, ~ T

]

Znaceni. Tridu ekvivalence danou vztahem byti stejny az na prejmenovdani prvki
pro stroj T' oznacime jako [T'.

Definice 3.2.8. Rekneme, Ze stroje T = (A,2,Q,0,qn,qs,€) @
S = (B,I1,H,v,pn,ps,w) se shoduji na vstupu, pokud Il =X, D(T) = D(S) a pro
kazdé a € D(T)

Lemma 3.2.2. Isomorfni Turingovy stroje se shoduji na vystupu.

Diikaz. Necht T' = (A,3,Q,0,qn,qs,€) a S = (B,I1,H y,pn,ps,w) jsou stejné az na

prjmenovani prvku. Potom existuji (¢,v), ze T (@iﬁb) S a plati IT = X. Chceme
ukazat, ze D(T) = D(S) a VYa € D(T),T(a) = S(a). Bud tedy a € D(T) a
polozme K; = (gs,a,1) a L1 = (ps,a,1). Ddle méjme Ky — Ky — ... — K, Tetézec
konfiguraci na stroji 7" a Ly — Ly — ... — L, Tetézec konfiguraci na stroji S.
Tvrdim, 7e pro kazdu i € {1,2,....n} plati p(a;) = b;,0(¢®) = B a ;@ = kO,
kde KO — (¢ @ ) LO Z (30 @ k©). Ukazme to indukei.

o 7 definice izomorfismu plati, ze ¢ (qs) = ps a jelikoz a € ¥ =11, tak p(a) = a

o 7 LP. plyne, ze p(a® V) = p0=1 op(qi=1) = pli-D 5 j0-1) = =1 7
definice isomorfismu a faktu, ze 6(a,¢1) = (a®,¢® 1) pro ndjaké [ €
{1, — 1} a §(h D p=1) = (b pD v) pro n&jaké v € {1, — 1}, plyne, ze
(@) = b9 () = h® al=v. Oviem odsud
79 = max{j0Y + 1,1} = max{k®V +v,1} = k. A to jsme chtéli.

Jenomze z definice isomorfismu je K, koncovou konfiguraci préavé tehdy, kdyz
je L, koncovou konfiguraci. Je tomu tak, nebof obraz koncového stavu T pri
zobrazeni 1) je koncovym stavem S a naopak to plati z faktu, ze v je prosté. Odsud
tedy D(T) = D(S). Protoze navic ¢ je bijekce fixujici X, tak se po vynechani
prvki mimo ¥ fetézce a™ b™ rovnaji. Tedy se rovnaji i dané vystupy a tim jsme
hotovi. O

Je dobré poznamenat, ze o isomorfnich strojich toho lze fict mnohem vic nez
jenom to, ze definuji stejné funkce. Pokud isomorfni stroje na daném vstupu
skonci, tak takto uc¢ini po stejném poctu krokt vypoctu, v kazdém kroku je jejich
paska stejné az na prejmenovani prvki, atp. Minuly dikaz vse dobre ilustruje.
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3.2.2 Konstrukce Turingovych strojt

Mnoha lidem mozné na prvni pohled prijde, ze Turingovy stroje toho moc ne-
umi. Také se jedna o relativné jednoduchy model vypoctu. Church-Turingova teze
se proto zda byt pomérné neintuitivni. Presto se vétsina publikaci formalnim kon-
strukcim stroji vyhyba. Diikaz toho, ze existuje stroj, ktery resi néjaky problém,
redukuji na jakysi algoritmicky popis prace tohoto stroje. Hlavnim divodem je
bezesporu ¢itelnost. Kdyby autofi ¢tenari predlozili vycet vnitinich stavi, znakt
predpisu jisté ztratil. Problém ovsem je, Ze neni uplné jasné, co do takového al-
goritmického popisu zahrnout, aby vsSe bylo stale formalné korektni. V literatute
se obvykle néjaké vymezeni a odtivodnéni toho, co je mozné v popisu vynechat,
opomiji. O co ja se v této kapitole pokusim, je tedy nastavit a odtvodnit pro
zbytek této prace néjaké jasné mantinely toho, jak Turingovy stroje konstruovat
a v neposledni radé se pokusim ukéazat, ze Turingovy stroje jsou mnohem silnéj-
sim modelem, nez se na prvni pohled zda. Diisledkem tohoto vseho ovSem je, Ze
nasledujici podkapitola bude pomérné technicka. Ty stroje, které zde zkonstruu-
jeme, budou odkazovany zejména v ¢asti zabyvajici se univerzalnimi Turingovymi
stroji. Ctenaf, ktery daveruje Church-Turingové tezi, ovsem miZe tuto podkapi-
tolku preskocit a vracet se k ni naptiklad pouze, kdyz odsud budou dana lemmata
odkazovana ve zbytku této prace.

Lemma 3.2.3. (Posuvny stroj, P) Necht % je konecnd mnozina a X,Y,C € X,
potom existuje stroj T se vstupni abecedou X2, ktery na libovolném vstupu

aX Y

kde znaky XY mnejsou obsaZeny v retézcich o, € ¥*, davd vystupni konfiguraci
s retézcem

aXCpY

(tzn. T' posune vstupni retézec zacinajici za X a na uvolnéné misto viozi C')

Diikaz. Nejprve popisme, jak bude stroj T pracovat algoritmicky. T" za¢ne vypocet
v pocatecni konfiguraci krokem 1., se vstupem na pasce a s hlavou nastavenou na
jeho prvnim prvku:

1. T mé nastavenou hlavu na néjakém prvku A. Mame dvé moznosti. Jestlize

(a) A # X, pak T posune hlavu o jeden prvek doprava a pokracuje krokem
1.

(b) A= X, pak si T zapamatuje X, vlozi na jeho misto C, posune hlavu
o jeden prvek doprava a pokracuje krokem 2.

2. Hlava stroje T' je nastavena na prvku B a stroj si pamatuje néjaky znak A.
T vlozi A misto B.

(a) Jestlize A # Y, pak T misto B vlozi A, posune hlavu o jeden prvek
doprava a pokracuje krokem 2.

(b) Jestlize A =Y, pak T misto B vlozi A a skonéi praci.
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Zbyva definovat stroj T' = (A,X,Q,0,qn,qs,€) formalné. Necht ¥ je jako v zadani.
Potom polozime A = ¥ U {¢}, Q = {¢s,qn} U U po. Uvédomme si, ze protoze A
acx

je konecnd, pak i @ je konec¢na. Tedy vse je formalné korektni. Nakonec je tedy
tfeba definovat zobrazeni 0. To je ur¢eno nésledujicim diagramem.

L. (QSaa) — (QSaCL?l)aa 7é X, (QS>X) — (ancvl)

2. (a) (pasb) = (pvsa,1),a #Y
(b) (py,b) = (qn,Y,1)
O

Priklad 3.2.4. llustrujme prdci stroje z lemmatu |3.2.4) na prikladu pro a = 1,
B=45, X =#, Y =%, C=7

1

1445 % €e...||qs
l

1445 * €e...||qs
!

1745 * ee...||py

17#% * €€...||pa
17#4 ¥ ee...||ps
174£45¢...||p.

17445 * é||qh

V této konstrukei jsme udélali par triki, které jsou obecné pouzitelné (a po-
uzivané). Vstup se Casto proklada néjakymi specidlnimi znaky, v nasem pripadé
X,Y. Tyto znaky obvykle plni funkci jakéhosi oddélovace sektorti pracovni pasky
a umoznuji stroji se na pasce orientovat. V predchozim lemmatu napiiklad X
oddéluje sektor, ktery ma stroj posunout od sektoru, ktery ma ztstat nezmé-
nén. Dalsim pomérné oc¢ividnym diisledkem je, zZe se neni tieba pti algoritmickém
popisu prace stroje zabyvat tim, na jakém policku je ve kterém kroku nasta-
vena hlava. Pokud je pozice totiz jednoznacné popsatelna pomoci néjakého prvku
(nebo sekvence nalezeni prvki), pak je pomérné trividlni se na toto policko do-
stat. Stroj se prosté pozadovanym smérem posnuje dokud na dany znak nenarazi.
V nasem pripadé tomu napriklad odpovida vnitini stav g5, ve kterém stroj hleda
znak Y. Potom by na to mohl navazat dalsim stavem ¢(?) ve kterém by zase nasel
jiny prvek a takto by pokracoval. Jediné, co je podstatné, je, aby danych hledani
bylo konecné mnoho. Poslednim dusledkem je, Ze stroj je schopen nacist a zapa-
matovat si néjaky prvek. V predchozi konstrukci tuto roli plnil stav p,, kde a v
dolnim indexu je dany znak abecedy. Tim stroj miize pti rozhodovani o dalsim
postupu pracovat s vice nez jen jednou proménnou v podobé znaku, nad kterym
se v daném momentu nachazi jeho hlava. Neni uz velkym myslenkovym krokem,
ze stroj takto umi nacist fetézec z néjaké konecné mnoziny retézcu.
Poznamenejme jesté, ze stavy gs,p, pomérné dobre ilustruji intuici z ivodu mi-
nulé podkapitoly, tedy to, ze jednotlivé stavy odpovidaji jakémusi ,stavu mysli“
tohoto stroje. Kdyz je stroj ve stavu ¢, tak je ve stavu kdy, prohlizi jednotlivé
znaky a hleda Y. Ve stavu p, si stroj pamatuje znak a, ktery se chysta vlozit na
nasledujici policko.
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Lemma 3.2.4. (Posuvny stroj, L) Necht ¥ je konecnd mnozina a méjme X,Y,Z €
Y2, potom existuje stroj T, ktery na libovolném vstupu

XaYBZext

kde znaky X,Y,Z nejsou obsaZeny v retézcich o, € X1, ddvd vystupni konfiguraci
s retézcem

XY B Ze,
pro néjaké € € {e}*.
(tzn. T posune cely retézec ohraniceny Y a Z doleva vedle prvku X )

Dukaz.

1. T projde vstup zleva doprava, najde Y a vSechny prvky (kromé X,Y') po
cesté nahradi e. Pokracuje krokem 2.

2. V aktudlni konfiguraci je néjaky fetézec ajas...anee...€bibs...by,, kde a;,b; €
3. T prohodi b; s € z levého konce tetézce e. Tedy transformuje pasku do
tvaru ajas...a,bi€c...€bs...b,,. Pokracuje krokem 3.

3. V aktudlni konfiguraci je néjaky fetézec ajas...anee...€biby.. by, kde a;,b; €
3.

(a) Pokud by = Z, pak T prohodi Z s € z levého konce fetézce e a skonéi
praci.
(b) Pokud by # Z, pak pokracuje krokem 2.

Opét uvedeme diagram definujici funkci . Pokud neni uvedeno jinak, pak a,b € ¥
jsou libovolné

1. (gs,a) = (Se,a,1), (86,a) = (Se,6,1), a £ Y, (s6,Y) — (ny,e, — 1)
2. (np,e) = (np, €, —1), (np,a) = (vp,a,1),a # €, (vy,a) — (1,b,1)
3. (Le) = (I,e1),

(a) (1,Z) — (ke,— 1), (k,e) = (ke,— 1), (k,a) = (v,a,1),a # €,
(U’a> — (Qhaz71)

(b) (I,b) — (np,e, — 1), b# Z, ¢
]

V nékterych reSenich je nutné, aby si stroj pamatoval, ktera policka uz navsti-
vil, zkopiroval, zkontroloval atp. Protoze jich ovsem pro nékteré problémy miize
byt libovolné mnoho, tak si stroj néjak dané pozice na pasce musi oznacit. Pro
dalsi postup je ovsem casto potieba, aby si nesmazal informaci o tom, jaké prvky
se tam pred zminovanym oznac¢enim nachazely. Redlné se to da resit tak, ze se pro
kazdy znak a vybere néjaky symbol, ktery slouzi jako jeho oznacené dvojce. Jak
jej oznacime je v podstaté jedno. Jediné co je potieba, je, aby dané oznaceni bylo
jednozna¢né a meélo prazdny prunik se zbytkem pracovni abecedy. V prikladu za
nasledujicim lemmatem jsme pro ilustraci vybrali ,podtrzeni“ a ,oteckovani“. V
tom pripadé by oznacené dvojce a bylo a resp. a
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Lemma 3.2.5. (Stroj shody) Necht ¥ je konecnd mnozina a X,Y,Z € 3, potom
existuje stroj T = (A,X,Q,0,qn,s,€), ktery na libovolném vstupu:

w=XaY pZecx",

kde znaky X,Y,Z nejsou obsaZeny v retézcich o, € Xt ddvd vystupni konfiguraci
(WthJ); kde
souradnice zacdtku nejlevéjsiho podretézce o, ktery je roven [3

souradnici Y, jestliZe takovy podretézec neexistuje

Diikaz. Uvazujme néjaké dvé libovolné mnoziny B, C, kde |B| = |A| = |C] jsou po
dvou disjunktni a zvolme néjaka pevnd prosta zobrazeni p : A — C, ¢ : A — B.
O obrazech ¢, 1) budeme mluvit jako o oznacenych prvcich. T pracuje nasledovné:

1. Necht a je prvni znak na pasce. T misto néj vlozi ¥(a) a pokracuje krokem
2.

2. Na pasce je prave jeden znak c oznaceny 1. Nechf a je prvni znak neoznaceny
¢ za ¢ (doprva) a b je prvni neoznaceny prvek ¢ za Y. T vlozi misto a znak
¢(a). Pokud navic

(a) a =0, pak T oznaci pomoci ¢ i b a pokracuje krokem 2.
(b) a # b, pak jestlize

i. b= Z, pak T pokracuje krokem 4.

ii. b# Z, pak T pokracuje krokem 3.

3. T vsechny prvky, které jsou na pasce oznaceny ¢ odznaci. Necht a je pravy
soused prvku oznaceného 1. Pokud

(a) a =Y, pak T odznaci znak oznaCeny 1) a skonci s hlavou nastavenou
na Y.

(b) a # Y, pak T oznaceni 1 posune o jeden prvek doprava. Pokracuje
krokem 2.

4. T vse oznacené p odznaéi, prvek oznaceny ¢ také odznaci a skonéi s hlavou
na jeho pravém sousedovi.

Formalné stroj T' = (A,2,Q,0,qn,qs,€) definujeme nésledovné. Necht

o(X) :={p(a) :a € L} (X)) :={¢(a) : a € ¥} a polozme A = XU p(X) Up(2),

Q = {qs,q1,2%,2% 2 00} U U n™* U U nY). Funkee 6 je dana nasledujicim
acXx a€X

diagramem.



(b) i (n*Z) = (zW.Z, - 1)
ii. (nmo7b) — (2.0, — 1), ¢ ()b # Z,a
3. (2%).0(a)) = (2¥,a, - 1),a €%, (2¥,a) = (2,a,—1),a € X
(23 (a)) = (0,a,1),a € %
(a) (0,Y) — (v,Y,1), (v,a) = (qn,a, — 1)
(b) (0,a) = (P (a),1),a # Y

]

Priklad 3.2.5. Ndasledujici tabulka ilustruje prici stroje z lemmatu|5.2.

a = 10110 a f = 11. Jako oznaceni p(a) bereme a a jako 1(a) bereme a. Nejednd
se o zndzornéni retézce konfiguraci (krok za krokem). Nékteré konfigurace jsou
vynechdny, souradnice hlavy je aZ na jednu vyjimku také opomenuta. Celkovy
vypis by zabral zbytecné moc mista.

X10110Y11~Z7

Xiotoyilz

Xiotoyilz

X10110Y11Z7

X10110Y11Z

X10110Y11~Z7

X1o0i10vi1z

X1oiioyiiz

X10110v1iz

XlOilOYllZ

Vidime, ze diagram urcujici funkci 6 uz zac¢ind byt pomérné slozity. Pred-
stavme si, jak dlouhy by asi byl vypis konstrukce stroje, ktery by realizoval néjaky
netrividlni algoritmus. Pro ¢tenafe by takova konstrukece byla jisté necitelna. Ceho
je ovSsem mozné si vsimnout, je, ze vétsina polozek nevyhnutelné popisuje vice
méné stéle to samé dokola. Presouva hlavu z mista na misto, podle aktualniho
prvku rozdéluje dalsi postup na pripady, oznacuje prvky atp. V diskuzi za lemma-
tem [3.2.4] jsme naznadili, Ze neni v algoritmickém popisu tieba se starat o to, kde
se nachéazi hlava konstruovaného stroje. Argumentovali jsme néjakym obecnym
postupem, ktery nejprve nasel jeden prvek, potom druhy, a tak pokracoval, do-
kud se nedostal na pozadované misto. Jeden problém jsme tedy rozdélili do vice
mensich podproblémti. Neni tézké si rozmyslet, ze kazdému z téchto dil¢ich hle-
dani odpovida néjaky stroj. Otazka zni jak obecné 1ze tento trik pouzivat. Neboli
jak a za jakych podminek Ize na vstup postupné poustét stroje z néjaké konecné
mnoziny, které nam budou upravovat vnitini konfigurace do konec¢né podoby.
V takovych pripadech by Sel libovolny stroj popsat pomoci jiz zkonstruovanych
a trividlné zkonstruovatelnych stroji. Nadéale bychom se tedy mohli vyvarovat
formalni konstrukci a praci stroje popsat ¢isté algoritmicky pomoci toho, co je
trivialni a toho, co je jiz zkonstruované. Pouzitelné mantinely toho, jak je mozné
tento postup pozivat nastavuji nasledujici dvé lemmata.
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Lemma 3.2.6. (Existence sekvencniho stroje) At T = (A,X,Q,0,qn,qs,€), S =
(BJIL,H y,pp,ps,€), kde A D B a QN H = ¢. Necht navic (by,qn,ia), je koncovd
konfigurace stroje T pri vstupu a € D(T). Pro ta a € D(T), pro kterd exis-
tuje koncovd konfigurace stroje S pri vstupni konfiguraci (by,ps,ja), ji oznacme
(Ca,Phsia). Potom existuje stroj U, ktery na libovolném vstupu a € D(T), na kte-
rém je konfigurace (Cq,pn,ja) definovand, ddva vistupni konfiguraci (¢q4,pn,ja) @ na
zbylych vstupech stroje T nedefinuje vystup.

(tzn. U na libovolny vstup nejprve pusti stroj T' a potom stroj S)

Diikaz. Stroj U se pomérné snadno zkonstruuje tak, ze polozime

U :=(3,45,01 UQyUv,&.qs,pn.€), kde v ¢ Q1 U Qs je libovolné a & splnuje:
E:=0U yu U ((Qhaa)7<v7a71)) U U ((U>a)7(psaa7 - 1))7

a€Ag acAg
tzn.§ je rozsitené o vztahy (qu,a) — (v,a,1), (v,a) = (ps,a, — 1), které viceméné
jen dostanou hlavu na spravné misto. Nakonec si uvédomme, ze protoze ()1 a Qo
jsou konecné, pak také Q1 U @y U {v} je koneéna. Tim je konstrukce hotova [

Poznamenejme jesté, ze disjunktnost mnozin stavii ve znéni predchoziho lem-
matu neni problém. Pti néjakych aplikacich, lze bez jmy na obecnosti predpo-
kladat, nebot pfi nejhorsim mizeme jednotlivé prvky prosté prejmenovat.

Lemma 3.2.7. (Spoustéci stroj)Necht A je konecnd mnozina, X\Y,Z € A, Ap C
ANA{X)Y,Z} a T je stroj s pracovni abecedou Ar a prdzdnym prvkem e € Ar.
Potom existuje stroj U, ktery na libovolném vstupu

vy XaY pZ

kde znaky X,)Y,Z nejsou obsaZeny v retézcich v,a,3 € Ak dd vystupni konfiguraci
s retézcem
vyXarY g Z

kde ar je retézec koncové konfigurace, kterou implikuje stroj T na vstupu o €
D(T) a nedefinuje Zadny vystup, pro o ¢ D(T) .
(tzn. U pracuje jako T na dseku ohraniceném X a'Y')

Diikaz. Stroj U bude pracovat s oznacenim ¢, pomoci kterého si bude pamatovat,
na jakém prvku pasky méa spoustény stroj v dané chvili nastavenou hlavu.

1. U oznaci prvni prvek za X pomoci ¢ a zapamatuje si ¢;.
2. Necht ¢(a) je jediny oznaceny prvek na pasce a U si pamatuje stav q. Jestlize

(a) a =Y, potom U posune cely vstup za Y doprava a na uvolnéné misto
vlozi p(€) (viz stroj. |3.2.3)), odznadi Y. Pokracuje krokem 2.

(b) a = X, potom U posune oznaceni o jeden prvek doprava a pokracuje
krokem 2.

(c) a# XY ad(g.a) = (g,b,1), kde
i. g = qn, pak U misto ¢(a) vlozi b a skonéi praci

ii. g # qn, pak U misto p(a) vlozi b, oznaceni vlozi o i € {1, — 1}
prvki doprava a pokracuje krokem 2.
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]

Uvédomme si, jak silny nastroj nam dveé predchozi lemmata davaji. Sekvencni
stroj nam umoznuje postupné upravovat pasku zpusobem, ktery pripomina volani
knihovnich funkci a spoustéci stroj nam umoznuje, aby dané stroje pracovaly na
néjakém izolovaném tuseku pasky a neménily zbytek.

Jesté poznamenejme, ze jsme zatim v kazdém lemmatu pracovali s néjakymi
specifickymi znaky neobsazenymi na zbytku péasky. To se zda byt pro sekvencni
stroj pomérné svazujici. Stroj U, ktery bude dané stroje volat, si ovsem mtze tyto
oddélovaci znaky sam vytvorit. Udéla to tak, ze tam, kde si to algoritmus zada,
dané prvky prosté néjak specificky oznaci. A ve chvili, kdy volany stroj skon¢i
praci, si je pak zase odznadi.

Co tedy uz vSsechno umime?

o Rozdélit tlohu na mensi podilohy. Ty vytesit néjakymi stroji a praci téchto
stroju zretézit.

e Spustit stroj na néjakém izolovaném segmentu pasky

« Dostat se na libovolné policko, které je popsatelné pomoci sekvence hledani
prvku

» Posunout néjaky podretézec doprava a na uvolnéné misto vlozit néjaky znak
o Posunout néjaky podretézec doleva
o Nacist néjaky prvek nebo fetézec z koneéné mnoziny retézct
o Specificky oznacovat prvky.
Vsechny tyto polozky pouzijeme v nésledujicich dvou dulezitych lemmatech.

Lemma 3.2.8. (Substitucni stroj 1) Necht ¥ je konecnd mnozina, X,Y,Z € ¥,
B C ¥* je konecnd mnozZina a € : B — X je néjaké konecné zobrazeni. Potom
existuje stroj T s prazdnym znakem €, vstupni abecedou Y a pracovni abecedou
obsahujici XU B, ktery na libovolném vstupu

XaY B2,

kde X)Y,Z jsou znaky, ktery nejsou obsazeny v retézcich o, € ¥*, ddvd vystupni
konfiguraci s retézcem

XC)YBZe

pro néjaké € € {e}*.
(tzn. T' substituuje retézec o retézcem € (a)).

Dikaz.

1. U nacte Tetézec a mezi X a Y. VSechny jeho prvky pritom nahradi e.
Zapamatuje si € ().

2. U vypiSe mezi znaky X a Y Tetézec, ktery si pamatuje (zavold vypisovaci
stroj z ptikladu na ¢asti izolované X a V).
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3. Nyni je na pésce fetézec X €(a) € Y [ Z, pro néjaké € € {e}*
U posune fetézec Y [ Z vedle € (a) (viz lemma [3.2.4) a skonci préci.

]

Lemma 3.2.9. (Substitucni stroj 2) Necht 3 je konecnd mnozina a W XY, Z €
Y., potom existuje stroje T, ktery na libovolném vstupu

WaXpY~yZwV
kde znaky W. XY, Z V' nejsou obsazeny v retézcich o,B,y,w € 3, ddvd vystup
WaXpYaZwVe

pro néjaké e € {e}*
(tzn. T substituuje Tetézec ohranicny Y,Z za ten ohraniceny W, X )

Dikaz.

1. Necht a je prvni neoznaceny prvek za W a b je prvni neoznaceny prvek za
Y

(a) Pokud a = X, potom jestlize
i. b= Z, pak skond¢i praci

ii. b # Z, pak T posune fetézec Z w V doleva vedle b (viz lemma
3.2.4]).

(b) Pokud a # X, pak jestlize

i. b = Z, pak T posune cely tetézec za Z o jedno policko doprava
a na uvolnéné misto vlozi a (viz lemma [3.2.3]). Potom oba prvky
oznaci a pokracuje krokem 1.

ii. b+# Z, pak T vlozi a misto b, oba prvky oznaci a pokracuje krokem
1.

]

93



3.2.3 Univerzalni Turingiv stroj

V podkapitole jsme mluvili o isomorfismu Turingovych stroji. Zadefi-
novali jsme tak tridu ekvivalence []| ,byti stejny az na prejmenovani prvkia“.
Ukazali jsme navic, Ze stroje, které jsou ekvivalentni, v podstaté pracuji stejné.
Kazda trida ekvivalence, ktera je definovana timto isomorfismem, nam tedy dava
néjaky unikatni postup. Pokud naopak néjaké dva stroje prislusi rtiznym tiidam,
tak fromalizuji odlisné algoritmy. Ukazuje se, ze kazdému algoritmu lze jedno-
znacné priradit néjaky binarni fetézec. To jisté v dnesni dobé plné pocitacovych
programu neni zadnym prekvapenim. Pokusme se to vSak ukéazat formalné.
Definice 3.2.9. Necht T = (A,X,Q,0,qn,qs,€) je Turingiv stroj. Potom pétici

(q,0,G,d,1) € Q x A x Q x A x {1, — 1} takovou, Ze d(q,a) = (§,a,i) nazveme
prikazem stroje T'. MnoZinu vsech prikazi stroje T budeme znacit Comyp

Znaceni. Pro kazdy Turingiv stroj T = (A,%,Q,0,qn,qs,€), kde
A ={e0,1,a1,....a,} a Q ={qs,qn,q1,---,qr } wvazujme trojici kédovani:

Chp: 11 Co: ¢qs—1 Cp: 1—1
0—11 qn — 11 —1—-11
e — 111 q; — 102
a; — 103

Potom pro v = (q,a,4,a,1) € Comyp definuji Tetézec:
CT(v) = Cqlg) 0 Ca(a) 0 Cq(q) 0 Ca(@) 0 Cp(i) 0

Seradme nyni proky {CT(v): v = (q,a,G,a,1) € Comp} primdrné podle délky
Co(q) a sekunddrné podle délky Ca(a). Takto serazené prvky napisme za sebe a
vysledny retézec oznacme o(T).

Tvrzeni 3.2.10. Ezistuje jednoznacnd korespondence mezi mnoZinou
{[T'): T je bindrni Turingiv stroj}
a néjakou podmnozinou {0,1}*

Diikaz. Chceme ukazat, ze a(T) jednoznacné urcuje binarni Turingtv stroj (az na
prejmenovani prvki). Pro tento tcel si uvédomme, ze pokud dva bindrni Turin-
govy stroje T' = (A,2,Q,0,qn,qs,€) a S = (B,I1,H y,pp,ps,w) davaji stejné sekvence
a(T) = a(S), pak urcuji také stejné mnoziny:

{CT(v) :v € Comp} = {C%(v) : v € Comg}

Je tomu tak nebot CT dostanu z «(T') prosté tak, Ze tento fetézec ,rozstifhnu*
za kazdou patou nulou. Odsud ihned plyne, ze ) s H a A s B jsou stejné pocetné.
Definujeme-li tedy bijekce p: A — B a ¢ : Q — H vztahem

e ¢(a):=bproac€ Abe B spliuji Ca(a) = Cp(b)

« Y(q) :=hpro g€ Q,h € H sphiuji Co(q) = Cu(h)
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potom, protoze Cy(€) = Cp(w) = 111, pak ¢(e) = w: Podobné pak ¢(1) = 1,
©(0) =0, ¥(gs) = ps, ¥(qn) = pn- Zbyva ukdzat, Ze se o, chovaji hezky vici
transformacn{ funkei. Neboli chceme ukézat, Ze pokud (q,a,q,d,i) € Comr, pak
(¥(q),p(a),(q),p(a),r) € Comg. To je oviem pomérné oc¢ividné, nebot z definice
P
C"(q,a,,a,1) = Cq(q) 0 Ca(a) 0 Co(§) 0 Ca(@) 0 Cp(i) 0
= Cr(¥(9)) 0 Cp(p(a)) 0 Cu(¥() 0 Crlp(a)) 0 Cp(i) O
= C°(¥(q) () 4(@),p(a) )

a protoze {CT(v):w € Comy} = {C%(v):wv € Comg}, tak ihned

C®(p(a) ¥ (q).p(a) 4 (G)1) € {C°(v) : v € Coms}

Ale O, C¥ jsou prosta zobrazeni, proto jednoznacné (¢ (q),0(a)) = (¥(§),¢(a), ).
Tedy ukazali jsme, ze pokud a(T") = «a(S), potom

(o)

T S.

Vyberme kone¢né pro kazdou tiidu ekvivalence [T, kde T' je bindrni Turinguv
stroj, néjaké pevné ¢islo «(T). Takto dostaneme jednoznacnou korespondenci
mezi {[T] : T binarni Turingiv stroj} a néjakou podmnozinou mnoziny vsech
konec¢nych posloupnosti 0 a 1. O

Definice 3.2.10.

e Zobrazeni ¢ : {T : bindrni Turingiv stroj} — {0,1}* splnujici, zZe (1)) =
W(Ty) implikuje [T1] = [Ts], pro vsechny bindrni Turingovy stroje T1,T5, se
nazyvd deskripcnim zobrazenim. Prvky jeho obrazu jsou deskripcni cisla.

e Binarni tetézec a(T) z predchoziho dikazu nazveme Turingovym cislem
stroje T'.

Priklad 3.2.6. V prikladu[3.2.3 jsme definivali stroj T', ktery pdsku ponechal ve
stejném stavu a skoncil praci. Byl definovan vztahy

(QSul) - (Qh7171)7 (QSao) — (Qh7071)7 (QS7€> - (qh,(—:,l)

Jeho Turingovo cislo je retézec:
a(T) = (101011010101011011011010101110110111010)

Neni tézké si uvédomit, ze a(T') je z definice deskripénim ¢islem T'. Pomérné
)
jednoduchym diisledkem jeho existence je to, Ze existuje pouze spocetné mnoho
,riznych® binarnich algoritmii.

Disledek 3.2.11. Mnozina M = {[T] : bindrni Turingiv stroj} je spocetnd.

Diikaz. Vezmeme-li Turingovo ¢&islo z tvrzeni [3.2.10] a pro kazdou t¥idu ekviva-
lence [T] vybere pouze jedno «(T), pak dostaneme jednoznac¢nou korespondenci
mezi M a néjakou podmnozinou {0,1}*. Ta je ovSem nutné spocetna. O
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Poznamka 3.2.12. Kdyz Turingovy stroje seradime lexikograficky podle jejich
Turingova cisla, potom ndm vznikne posloupnost Ty, T5,.... Index i Turingova
stroje T, Ze T; =T se obcas nazyvd Godelovym indexem T a posloupnost T1,T5,...
standartni enumeraci Turingovych stroji. Ukazuje se dokonce, Ze zobrazeni a(T;)
— (1)q je Tesitelné (tzn. existuje Turinguv stroj S, zZe S(a(T;)) = (i)2) .

Deskripéni ¢isla maji jednu nesmirné dilezitou aplikaci. Jak za chvilku uka-

zeme, tak mezi vSemi bindrnimi Turingovymi stroji existuje jistd podskupina
strojil dostatecné slozitosti, které jsou schopny napodobovat chod libovolného ji-
ného stroje jenom za poskytnuti jeho deskripéniho ¢isla a vstupu. Tyto stroje
se v dnesni literatufe nazyvaji univerzalnimi Turingovymi stroji. Paralela uni-
verzalnich strojii s dnesnimi programovatelnymi pocitaci je pomérné ocividna.
Tento fakt je o to prekvapivéjsi, kdyz si uvédomime, v jaké dobé Turing tuto
teorii vymyslel. Ve tricatych letech jiz néjaké mechanické pocitace sice existovaly,
znamym prikladem je superpocita¢ IBM, ale ve chvili, kdy chtél ¢lovék zménit
vykonavanou funkci takového pristroje, tak musel ru¢né zasdhnout do jeho fyzické
konfigurace. Alan Turing tedy v jistém smyslu predpovédél programovatelné po-
¢itace. To jenom ukazuje, jak napred oproti své dobé ve skutecnosti byl.
Jelikoz univerzalni stroje prijimaji informaci skrz dva binarni fetézce a Turingovy
stroje maji jenom jeden vstup, tak je tfeba abychom mu je predavali skrz néja-
kou parovaci funkci. Na tuto funkci klademe dva pozadavky. V podstaté libovolné
zobrazeni, které je spliiuje pro nas ucel postaci. V prvni fadé z urcitych divoda
chceme, aby délka této parovaci funkce nezavisela na vstupu. Déale je treba, aby
existoval néjaky stroj, ktery je schopen z tohoto zapisu opét oba diléi fetézce od-
délit. Jinymi slovy chceme, aby existoval stroj, ktery parovaci funkei bude schopen
interpretovat. Z téchto divodi jsem vybral nasledujici parovaci funkci:

Definice 3.2.11. Definujeme zobrazeni ( , ) : {0,1}* x {0,1}* — {0,1}* ndsle-
dovné, Vo, € {0,1}*
(,8) =1 0 2 B,

Ukazme, zZe tato funkce jde opravdu interpretovat néjakym Turingovym stro-
jem.

Tvrzeni 3.2.13. Euxistuje stroj T, ktery na vstupu (o,83),a, 5 € {0,1}* dd vy-
stupni konfiguraci s retézcem
#a x [fe€
pro néjaké € € {e}*.
Diikaz.
1. T posune vstup a na uvolnéné misto vlozi #. Pokracuje krokem 2.

2. Necht a je prvni neoznaceny prvek za #. Jestlize

(a) a = 1, tak T oznac¢i a a prvni neoznaceny prvek za nejblizsi 0 od a
doprava. Pokracuje krokem 2.

(b) a = 0, tak T" posune Fetézec zacinajici na pravém sousedovi a doleva
vedle #(viz lemma [3.2.4]). Pokracuje krokem 3.
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3. Na pésce je nyni fetézec '# o 3, kde 8 € {0,1}*, o € {0,1}*. T posune j3
o jeden prvek doprava a na uvolnéné misto vlozi *. Potom odznaci vSechny
prvky « a skondi praci.

]

Umluva. Abychom se neuzdvorkovali, tak pro libovolny bindrni Turingiv stroj T
a kazdé x,y € {0,1}*, (z,y) € D(T) oznacime T (x,y) := T ((x,y))

Definice 3.2.12. (Univerzalni Turingiv stroj) Bindrni Turingiv stroj U nazveme
univerzalni, pokud existuje deskripcni zobrazeni P takové, Ze pro kaZdy bindrni
Turingiv stroj T a x € D(T') plati

U(P(T),x) = T(x)
a pro kazdé x € {0,1}*, Ze x ¢ D(T) plati (P(T),x) ¢ D(U).

Poznamka 3.2.14. Jestlize U je univerzdlni stroj, pak pro kaZdy bindarni Turin-
guv stroj T ezistuje t € {0,1}*, Ze pro kazdé x € D(T)

U(tox)="T(x)
Diikaz. Hledané t je uréené jako t := 14F(M) 0 P(T). O
Véta 3.2.15. FExistuje univerzalni Turinguv stroj.

Diikaz. Nyni se pokusime zkonstruovat univerzalni Turingtv stroj U. Prvné si
uvédomme, 7Ze univerzalni stroje umi simulovat vsechny binarni Turingovy stroje
na néjakém fixnim prefixu (nezavisejicim na vstupu - viz lemma . U tedy
musi mit néjaky obecny mechanismus, jak fetézit jednotlivé konfigurace libovol-
ného stroje jehoz praci bude napodobovat. Problém je, ze af zvolime pracovni
abecedu a mnozinu vnitinich stavii libovolné velké, vzdy bude existovat néjaky
stroj, ktery je bude mit vétsi. Aby si tedy U mohl pamatovat aktualni konfiguraci
takového stroje, tak si ji bude muset néjak zakédovat na pasku. V nasem pripadé
bude U pracovat s piislusSnymi C4 a Cg kédy. Dalsim problémem je, jak mé
stroj U védét, které konfigurace na sebe u daného stroje bezprostiedné navazuji.
Tuto informaci oc¢ividné musi stroji U néjak predat prefix prislusny simulovanému
stroji. V nasem pripadé pro stroj T' zvolime program P(T) := «(T) a tedy pre-
fix 142 0 o(T). Jelikoz a(T) kéduje transformacni funkei prislusného stroje
T, tak obsahuje vsechnu informaci o tom, jak na sebe vSechny jeho konfigurace
navazuji.

Paska stroje U bude tedy rozdélena do tii sektort:

Kéd stroje || Buffer || Simulaéni paska

Na zacatku kazdého kroku simula¢niho cyklu stroje T' = (A,%,Q,0,q1,qs, €) budou
jednotlivé sektory obsahovat nasledujici:

« V kédu stroje bude ulozeno ¢islo a(7) Pro usnadnéni orientace na pésce
budou jednotlivé 0 nahrazeny specialnimi znaky. Misto toho aby tam byl
kazdy prikaz ulozen v pivodnim tvaru, tzn. jako
'Cala) 0 Cala) 0 Co(d) 0 Ca(@) 0 Cr(i) 0
tak si jej U prepise na
'Cqla) , Cala) = Co(q) , Caa) ; Cp(z) [
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« V Bufferu bude mit U ulozZeny par (g,a) € @ x A aktudlni konfigurace stroje
T. Protoze U bude hledat shodu tohoto vstupu s néjakym vstupem ¢ v kodu
stroje, tak si jej U bude udrzovat zakédovany ve tvaru:

70@((]) ) CA<a) .

o Simulacni paska bude obsahovat fetézec a € A* aktualni konfigurace stroje
T zakédovany tak, ze jestlize a = ajas...a,, kde a; € A*i = 1,2,...,n, pak na
simulac¢ni pasce bude obsazeno: Cy(ay)|Ca(az)|...|Ca(ay)|. Jesté je potieba,
aby meél U na pasce néjak zakdédovanou souradnici simulované hlavy stroje
T. Tu bude reprezentovat nasledovné. Jestlize je v daném simulovaném
kroku hlava T' nad i-tym prvkem, pak prvni jednicka kédu Ca(a;) bude
oznacena teckou (tzn. misto 1 vlozi 1).

Pro usnadnéni orientace si od sebe U oddéli jednotlivé sekce specidlnimi znaky.
V nasem pripadé bude zacatek oznacen #. Kod stroje a buffer budou oddéleny
*. Buffer a simulacni pdska budou oddéleny A.

Na zacatku néjakého kroku simulacniho cyklu tedy muze paska U vypadat na-
priklad nasledovné:

#1,1— 111,11, 11,11 — 1| 111,11 — A 11[1111111]1...[11]1] ee...

Kéd stroje Buffer Simulaéni paska

No a v tuto chvili uz je pomérné jasné, jak simulace bude probihat. Na zacatku
kazdého kroku simula¢niho cyklu bude mit U v bufferu ulozeny konfiguracni par
(q,a) stroje T a za nim zakédovanou jeho pracovni pasku. P¥i prechodu mezi jed-
notlivymi konfiguracemi stroje 7" pak U bude hledat shodu tohoto konfigurac¢niho
paru s néjakym vstupem ¢ v kédu stroje. Podle toho, jaky tam najde vystup, tak
prepise obsah bufferu a upravi simulac¢ni pasku. Takto pokracuje dokud pro pii-
slusny par (¢,a) tuto shodu v kédu stroje nenajde. V tom pripadé se T nachézi v
koncovém stavu. Prace U tedy neni nijak slozita. Je o néco horsi ji popsat algo-
ritmicky:

Necht = € {0,1}* je vstup vypoctu stroje T, ktery ma U za kol simulovat. Pro
né definuji vstup stroje U jako y(x,T) = (a(T),z).

1. U interpretuje parovaci funkci na (a(7'),x), tzn. na vstup zavold stroj
ve smyslu lemmatu [3.2.7] Potom projde pasku zleva doprava. Pfi tom kaz-
dou prvni a tfeti nulu nahradi ’,’, kazdou druhou nahradi —’, kazdou
¢tvrtou nahradi ;" a kazdou patou ’|. Ve chvili, kdy narazi na *, tak po-
sune Tetézec zacinajici na pravém sousedovi * o jeden prvek doprava a na
uvolnéné misto vlozi A.

Necht prvni znak za A je nyni V' € {0,1,e}. Jestlize

o V =0, pak U substituuje fetézec mezi * a A za 11,1 —

o V =1, pak U substituuje retézec mezi * a A za 1,1 —

o V = ¢, pak U substituuje fetézec mezi * a A za 1,111 —
Potom U projde pasku od A doprava a kazdou 1 substituuje za 1|, kazdou
0 substituuje za 11|. Ve chvili, kdy narazi na prvni €, pak jej substituuje

111|. Nakonec prvnf 1 za A oznaéi teckou, tzn. vlozi misto ni 1, a pokracuje
krokem 2.
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2. U hledé shodu tetézce obsazeného v bufferu s néjakym podretézcem v ¢asti
kédu stroje T'. (viz stroj|3.2.5)) Stroj shody skonéi se ¢teci hlavou nastavenou
na néjakém prvku a

e Pokud a = %, pak to znamena, ze U nenasel shodu a simulovany stroj
T je v koncovém stavu. U tedy pokracuje krokem 6., ve kterém pouze
poupravi pracovni pasku do findlni podoby.

e Pokud a = 1, pak U nasel dany vstup v kédu stroje T'. U Tedy vlozi
do bufferu vystup ¢ pri tomto vstupu. Tedy vlozi do Bufferu retézec
nachazejici se mezi nejblizsi — a ; zprava. Dané ; si oznaci jako ;.

Potom posune pasku za /A a na uvolnéné misto vlozi —. Pokracuje
krokem 3.

3. U vlozi kéd, ktery je v bufferu ulozen mezi , a — za kdéd, nad kterym
je simulovana hlava stroje T' (tzn. ten na pésce stroje, ktery je oznaceny
teckou), viz lemma m Prvni 1 v této sekvenci opét nahradi 1,

4. Podle toho, jestli je v kédu stroje ; soucasti fetézce ;11| nebo ;1|, stroj U
posune tecku bud doprava, nebo doleva. JestliZe ji navic posunul doleva na
A. Pak ji opét vrati zpatky. Odoznaci ’;. Pokracuje krokem 2..

5. T nahradi prvek, ktery se nachézi v bufferu mezi ’,” a "—’ fetézcem 1, ktery
je na pasce stroje oznacen teckou. Tu 1 v bufferu, ktera je pak oznacena
teckou odznaci a pokracuje krokem 2.

6. U nahradi vsechny prvky mezi # a A symbolem e. Potom postupné prochézi
jednotlivé kédy na pracovni pasce T a |11| méni na eee0 a |1| méni na eel.
Ostatni | 11...1 | zméni na €2, V tuto chvili je na pasce vystup 7' prolozeny

i>3
prazdnymi znaky. Tim jsme tedy hotovi.

#1,1 — 111,11; 11,11 — 1| % 1,1 — A 11|i111111[1...]11[1ee...
#1,1 — L1 — 1% 111,11 — A THIT1111T[1..|11]1]ee...
#1,1 = 1111 = 1% 11111 = A 1111111 |11]1ee...
#1,1 — 111,11:1[1,11 — 1| % 111,11 — A 1111[1111[1...]11|1]ee...
#1,1 — 111,11; 11,11 — 1| % 111,1111 — A 11|11 i111[1..11]1]ee...
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3.2.4 Resitelna zobrazeni a Problém zastaveni

Celd sekce literatury se vénuje tomu, ktera zobrazeni jsou algoritmicky fesi-
telna a ktera nikoliv. Asi nejznameéjsimi problémy, které se toho tykaji jsou znamy
pod pojmy problém zastaveni (=Halting problem) a problém rozhodnuti (=Ent-
scheidungsproblem). Nasi praci o Turingovych strojich jsme zacali problémem
rozhodnuti, tak je jediné spravné, abychom s nim tuto sekci i zakoncili.

Definice 3.2.13. Bud B C {0,1}*, potom libovolné zobrazeni ¢ : B — {0,1}*
nazveme parcidlni funkci. Pokud navic ezistuje stroj T takovy, ze D(T) = D(v) a
pro kazdé w € D(w) : T(w) = ¢(w), tak rekneme, Ze ¢ je (algoritmicky) resitelnd.

V pritbéhu této kapitoly se budeme zabyvat v podstaté vyhradné resitelnosti
na binarnich Turingovych strojich. Uvédomme si vSak, zZe tato restrikce neni nijak
omezujici. Misto sirsi abecedy muze totiz stroj pracovat s néjakym jejim binarnim
kédovanim. Pti praci by potom vzdy prosté nacetl prislusny kéd a pak se zachoval,
tak jak by si to dany algoritmus vyzadoval. Formalni argument pro zminénou
restrikci dava nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.2.16. Necht T = (A,X,Q,0,qn,qs,€) je Turingiv stroj a ¢ : A —
{0,1}1oe204DT je libovolné prosté zobrazeni. Potom existuje bindrni Turingiv stroj
B, Ze pro libovolné o := ajas...a, € X%, jestlize

e T(a) =bybs...by,, pak
B(¢(a1)v(az)..4(an)) = (br)1(ba)...tb(bm)

e ¢t D(T), pak
Y(a1)y(az)...v(an) ¢ D(B)

Diikaz. Stroj B zkonstruujeme algoritmicky nasledujicim zptisobem. B bude po-
uzivat pouze pracovni abecedu {0,1}. B za¢ne krokem 1., kde si bude pamatovat
stav ¢s a hlavu bude mit nastavenou na prvnim prvku vstupu.

1. Stroj B si pamatuje stav ¢ a na jeho péasce je fetézec [ a v , kde plati
l(a) = [logy(]A|)] @ B ma nastavenou hlavu na prvnim znaku a. B nacte
. Jestlize ¢ = qp,, tak B pokracuje krokem 2. Jinak at §(q, 1 (a)) = (q,a,1).
Potom B substituuje fetézec a za 1(a) (viz lemma [3.2.8)). Pokud navic

(a) i =1, tak B udéla 2[log,(|A])] kroki od prvniho znaku « doprava a
zapamatuje si stav ¢

(b) i = —1, tak udéla [log,(]A|)] kroku od prvniho znaku « doleva a
zapamatuje si stav ¢

2. B projde konfiguraéni fetézec zleva doprva. Vzdy nacte prvnich [log,(|A])]
neprojitych znakia a kazdé ¢(a) ¢ {¢(1),(0)} pfi tom substituuje za
elog2(ADT (viz lemma [3.2.8). Jakmile pii tom narazi na prvni e, tak skondf
praci.

]
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Roku 1928 jeden z nejvlivnéjsich matematikii své doby, David Hilbert, for-
muloval tfi dodatecné problémy k jeho slavnym 23 problémim pro nadchazejici
stoleti. Mezi nimi byl i problém rozhodnuti. Jednalo se o soucast takzvaného Hil-
bertova programu. Toto hnuti koncentrované zejména na Gotingenské universite,
bylo zazehnuto Hilbertovym snem k vytvoreni syntaktického systému, ktery by
byl schopny reprezentovat argumentaci v ramci axiomatickych teorii v ¢isté sym-
bolické podobé. Z tohoto myslenkového proudu do velké miry vychézi souc¢asna
dominantni filosofie matematiky, zndma jako formalismus. (Bezhanishvili a Moss,
2019)

Myslenka axiomatizace matematiky nebyla ni¢im novym, objevovala se jiz ve
starém Recku. V ¢em byla Hilbertova vize unikétni, byla formélni definice di-
kazu. Zatimco v Recké filosofii pojmy diikaz a axiom mély co doéinéni s pravdou,
tak v Hilbertové teorii se jednalo ¢isté o syntaktické objekty. (Wolf, 2005)

V tomto textu (axiomatickou) teorii minime

1. néjakou logiku (nékdy také jazyk), urcujici povolené symboly (funkcéni, re-
la¢ni, proménné,...) a pravidla, jak dané symboly spojovat do platnych lo-
gickych formuli,

2. spolecné s vlastnimi axiomy dané logiky (vybranymi formulemi v ramci
prislusné logiky).

Formélni detaily ke vSem definicim (i pro zbytek kapitoly) jsou obsazeny napti-
klad v (Svejdar, 2002, kapitoly 3.1-3.2).

Hilbertova myslenka diikazu v matematické teorii byla ve skutec¢nosti celkem jed-
noducha. Hilbert formuloval dnes jiz pomérné znamé axiomy logiky a pravidla
inference, tzn. pravidla, ktera reprezentovala, co tvori validni krok dikazu. Tvr-
zeni bylo dokazatelné z axiomt dané teorie, jestlize existovala sekvence formuli v
dané logice, kde kazd4 z téchto formuli byla bud néjaky z prislusnych axiomu (at
uz vlastnich, nebo axiomu logiky) anebo vznikla z prechozich tvrzeni na zdkladé
aplikovani pravidla inference.

Znaceni. Necht T je teorie (v logice L). Fakt, Ze formule ¢ v logice L je doka-
zatelna v'T budeme znacit
THop

Priklad 3.2.7. Vsechna pravidla inference zde ukazovat nebudeme. V zdsadé se
jednd o jednoduché vztahy jako modus ponens (pokud plati f a f — g, potom plati

g)

f
f—=yg
g
Hlavni snaha Hilbertova programu se potom otacela kolem toho, jaka obecna
fakta o matematice jdou z této definice vyvodit. Plati napriklad, ze kazdé tvrzeni,
nebo jeho negace jsou v teorii dokazatelné z axiomi? Lze demonstrovat, Ze je
dana teorie bezesporna? Existuje algoritmus, ktery by ukazal, jestli je tvrzeni v

dané teorii dokazatelné z axiomi? Posledni z téchto pozadavki je pravé problém
rozhodnuti:
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»Nyni jsme narazili na fundamentdlni problém: Je
mozné rozhodnout, jestli je dané tvrzeni vztahuji-
ci se k néejaké oblasti vedeni dusledkem axioma? “

-Lze nalézt napt. v knize (Hilbert a Ackermann) 1999, str. 108)

Pokud by tyto podminky byly splnény, tak Hilbert predpokladal, ze by jejich
dukaz poskytnul dostateény filosoficky podklad pro matematickou argumentaci.
Prvni dva cile tohoto programu se rozpadly v prach ve chvili, kdy Goédel dokazal
dvé véty o netplnosti. Po roce 1936 tedy ziistal nezodpovézen pouze problém
rozhodnuti. Turing a Church nezavisle na sobé dokézali, ze takovy algoritmus
nalézt nelze. Turing v podstaté dany problém redukoval na algoritmicky netesi-
telné otazky o jeho strojich. Jednou z takovych otazek je jiz zminény problém
zastaveni:

Problém zastaveni vola po algoritmu, ktery by na vstupu obdrzel Turinguv stroj,
vstup do tohoto stroje a rozhodnul by, jestli se prislusny stroj na tomto vstupu
nekdy zastavi, nebo ne. Jak Turing ukéazal, tak tento problém nema feseni. Mys-
lenka jeho dikazu je nesmirné elegantni.

Nez se do problému zastaveni ovSsem pustime, tak je treba odivodnit nékteré
zakladni poznatky o feSitelnosti problémii spojenych s Turingovymi stroji.

Poznamka 3.2.17. V ndsledujicim textu budeme dokazovat, Ze néktera fakta
o Turingoviyjch strojich nejsou algoritmicky zjistitelna. Abychom takovd tvrzeni
mohli naformulovat, tak ovsem budeme muset ztotoznit kazdy Turingiv stroj s
néejakym bindrnim retézcem. Od takového ztotozZnéni vyZadujeme néjaké zdkladni
vlastnosti spojené s interpretovatelnosti vstupu. Jmenovite potrebujeme, aby byl
okolo néj zkonstruovatelny stroj, ktery by na ném byl schopny vypsat:

e Velikost mnoziny vnitrnich stavi
e Velikost pracovni abecedy

o Viystup transformcni funkce pri libovolné zvoleném vstupu

Jingmi slovy od onoho ztotoZnéni ocekavdme, Ze obsahuje vsechnu informaci da-
nou v definici prislusného stroje v jakési algoritmicky interpretovatelné podobé.
Myslenka je takova, Ze kdyby mél byt néjaky problém algoritmicky resitelny, tak
bychom intuitivne kolem takového vstupu méli byt schopni zkonstruovat stroj,
ktery jej bude pri dané interpretaci resit. Neni tézké si rozmyslet, Ze pomerne
dobrou volbou je jiz definované cislo a(T).

Znaceni. Na zdklade predchozi diskuze pro bindrni Turinguv stroj T oznacme

(Thx) := (a(T),x)
(T) := a(T)
Poznamka 3.2.18. FEuxistenci universdlniho stroje, kterou jsme dokdzali ve véte
muzZeme podle nove nabytého znaceni preformulovat nasledovné: Existuje

algoritmicky resitelné parcidlni zobrazeni v, Ze ¥(T\w) = T(w) pro kazdé w €
D) a které spliuje, Ze jestlize w ¢ D(T), potom (T.w) ¢ D(v).
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K ditkazu nerozhodnutelnosti problému zastaveni potfebujeme nasledujici lemma.

Lemma 3.2.19. Ezistuje bindrni Turinguv stroj T, ktery na kaZdém vstupu x €
{0,1}* dd vistupni konfiguraci s Tetézcem

(z,2) = 1“D0zz
Diikaz. Stroj T = (A,X,Q,0,qn,qs, €) bude pracovat nasledovné:

1. T posune vstup dvakrat doprava a na uvolnéné misto vlozi fetézec 'x#’
(stroj[3.2.3)). Potom misto prvniho € na pasce vlozi A a za néj zkopiruje .

(napriklad substituéni stroj|3.2.9)

2. Nyni je na pasce Tetézec x a # [ A z, kde o, € A*. Necht a je prvni
neoznaceny prvek za #.

(a) a # A, tak T oznaci a. Potom posune cely Fetézec zacinajici na pravém
sousedovi * doprava a na uvolnéné misto vlozi 1.

b) a = A, tak T odznadi vsechny prvky 3, nahradi # symbolem 0. Posléze
Yy Yy y
posune Tetézec zacinajici na pravém sousedovi A o jednu pozici doleva.

Potom posune cely fetézec zacCinajici na pravém sousedovi * o jeden
prvek doleva (viz lemma (3.2.4))) a skon¢i praci.
O

Véta 3.2.20. (Problém zastaveni) Méjme libovolné parcidlni zobrazeni Halt spl-
nugjici

1, pokud T skonci prdci na x

Halt(T)x) = { p b

0, jinak
pro kazdy bindrni Turingiv stroj T a x € {0,1}*. Potom zobrazeni Halt neni
resitelné.
Diikaz. Toto tvrzeni ukazeme sporem. Necht tedy existuje stroj H tesici Halt.

Neboli at stroj H spliuje

1, pokud T skonci praci na x

H(o(T),w) = {0 jinak

Ukazeme, 7Ze z existence H plyne existence stroje M, ktery se na vstupu a(M)
nemuze ani zastavit ani byt v nekonecném cyklu. M bude pouzivat H jako kni-
hovni funkci ve smyslu tvrzeni m Definuji jeho praci na vstupu z € {0,1}*
nasledovné:

1. M prevede vstup = do tvaru (z,z) (lemma [3.2.19).

2. Spusti stroj H ve smyslu tvrzeni |3.2.

3. Na pésce je nyni jediné a € {0,1}, M jej najde.

4. Pokud a = 1, tak se M zacykli (viz stroj a pokud a = 0, tak M skonci

praci.
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Tedy stroj M je definovany presné tak, aby na vstupu «(7) skonéil praci prave
tehdy, kdyz na ném T praci neskon¢i. Uvazujme nyni vstup v := (a(M),a(M))
do H. Protoze M je bindrni Turinguv stroj a a(M) € {0,1}* je vstup do M jako
kazdy jiny, tak H jisté na 7 skonci préaci. Vystup v = H(7y) € {0,1} je tedy dobre
definovany. Kdyby nyni v bylo 1, pak by M skoncilo praci na «(M). Jenomze
definice M nam v tomto ptipadé urcuje, ze M neskonéi praci na «a(M). To je
oc¢ividny spor. Pripad kdy v = 0 vede ke sporu analogicky. O

Zminéné tvrzeni samo o sobé nese pomérné dulezité dusledky pro teorii pro-
gramovani. U nékterych algoritmii jsme okamzité schopni fict, Ze se na néjakém
vstupu dany program po urc¢itém poctu kroku zastavi. U nékterych, ze se zase
za nékterych podminek ocitne v nekonecném cyklu. Af uz ovSsem vymyslime li-
bovolny program, ktery bude mit za tikol tuto skutecnost testovat, tak budou
existovat dvojice algoritmu a vstupu, na nichz nas postup selze. Ukazuje se do-
konce, ze tento problém plati i v silnéjsi podobé. Problém zastaveni totiz neni
resitelny ani ve chvili, kdy zafixujeme prazdny vstup. O této modifikaci budeme
mluvit jako o prazdném problému zastaveni.

Lemma 3.2.21. Budte Sy a S5 stroje s pracovni abecedou A, potom existuje stroj
T, ktery na libovolném vstup

WapYyZ
kde W XY, Z € A nejsou obsaZeny v retezcich o,[3,v*, jestliZe
e ((a) < l(7), tak spusti na prislusném vstupu stroj Sy

e U(a) > (), tak spusti na prislusném vstupu stroj Ss
Duikaz.

1. Necht b je prvni neoznaceny prvek za Y. Pokud

e b= 7, tak kazdy prvek na pasce odznaci a spusti stroj Ss

e b+# Z, tak necht a je prvni neoznaceny prvek za W. Pokud potom
— a = X, pak odznadi vSechny prvky na péasce a spusti stroj S,
— a # X, tak oznadi a i b a pokracuje krokem 1.

Tvrzeni 3.2.22. Bud Halt, libovolné parcidlni zobrazeni splnujici

1, pokud T skonci praci na @

Halty(T) = {0 jinak

pro kazdy bindrni Turinguv stroj T. Potom Halt, neni resitelné.

Diikaz. Toto tvrzeni ukdzeme sporem. Necht tedy Halt, je tesitelné. Oznac¢me
potom S stroj, ktery fesi prazdny problém zastaveni. Chceme ukazat, ze odsud
existuje stroj H, ktery bude Tesit Halt. H bude pouzivat S jako knihovni funkei.
Mgjme tedy libovolny stroj T a w € {0,1}*. Pro né ozna¢me T, stroj, ktery
nejprve prepise prvnich ¢(w) znaka vstupu na w, pak posune hlavu na zacéatek
pasky a pokracuje ve vypoctu jako T'. Tedy T, v podstaté pracuje na prazdném
vstupu, jako 7" na w. Praci H pak definujme na vstupu (a(7"),w) nasledovné:
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1. H prevede (a(T),w) do tvaru #a(T) * w (viz stroj 3.2.13))
2. H prevede #a(T) *xw na a(T,).

3. H pusti na vstup S. (viz stroj |3.2.7)

Zbyva si rozmyslet, ze krok 2., tzn. konverze #a(T) x w — «(T,), je opravdu
korektni. Intuitivné je jasné, co je potfeba udélat. Pokud 7' = (A,%,Q,0,qn,qs, €),
kde A = {aj,a9,....,a,} a w = wiws...w,, tak musime pred dany fetézec vlozit
postupné pres ¢ = 1,2,....n a 7 = 1,2,....m vSechny Tetézce

19019 0 16D 0 Cy(w;) 10

, tedy ¢ast kodu zodpovédnou za vypis w a potom v kazdém tetézci CT (q,a,q,a,i)
puvodniho «(7") vSechny Cg(¢) a Cg(g) rozsitit o v jednicek (tzn preindexovat
zbylé stavy). Neni tézké si rozmyslet, ze takto upraveny fetézec je pravé a(T),).
Detailné to lze provést napriklad takto:

1. Na pésce je nyni #a(T') x w. Necht a je prvni prvek za x. Jestlize
e a # ¢, tak T substituuje prazdny retézec mezi # a prvni 1 za

1010110C4(a)01A

(viz [3.2.8). Pokracuje krokem 2.

e a = ¢, tak skondi praci.
2. Na pasce je nyni

#1000 010 010 0100 010 g A g0 1M 0
12) 0 1(m8) ¢ 104) 9 108) g

pro n&jaka ip,n, € Ny, a,8 € {0,1}*,0 € {0,1,0,1}. T porovna iy,ny (viz

lemma |3.2.21]). Jestlize

o iy < ng, tak T substituuje (stroj |3.2.9) prazdny Tetézec mezi # a 1
fetézcem
101 g 162) o 103) g 16  10s)

Potom posune Fetézec poéinajici 102) tohoto Fetézce a na uvolnéné
misto vlozi 1.

o iy = ny, tak T porovnd iy a n; (viz lemma [3.2.21)). Necht a je prvni
neoznaceny prvek za x. Pokud

— a # €, pak T substituuje (viz|3.2.9) prazdny fetézec mezi * a 1 za
1000 102) 9 10s) ¢ 10 g 10)

Potom posune fetézec zac¢inajici na pravém sousedovi * a na uvol-
néné misto vlozi 1. Potom fetézec nové vlozené 102) (blize k )
substituuje (viz za Ca(a) € {1,11}. Oznadi a a pokracuje
krokem 3.
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— a = ¢, tak S nahradi kazdy prvek Tetézce '« w’ znakem € a pokra-
cuje krokem 3.

3. Na pasce je nyni
#a0¢010) 01001000100 A B
pro n&jaka ¢ € {1,1}*, a,3 € {0,1}*. Mame dvé moznosti. Bud

o existuje prvek a tetézce (, ze a = 1. Potom S oznaci a. Déle vime, ze
fetézec [ se skladd vyhradné z podietézct 10 pro n € N. S tedy
projde 8 zleva doprava a vzdy Tetézec zacinajici na kazdém druhém a
¢tvrtém takovém podietézci (modulo 5) posune doprava a na uvolnéné
misto vlozi 1. Pokracuje krokem 3.

o kazdy prvek ( je roven 1. Proto S odznaci vSechny prvky na pésce a
Fetézec zacinajici na pravém sousedovi A posune o jeden prvek doleva.
Posléze skonci praci.

]

Na zacatku této kapitoly jsme mluvili o Hilbertové skole a o syntaktizaci ma-
tematiky. Presto, ze tyto myslenky byly ve své dobé nesmirné dilezité, tak ani
zdaleka nepopisuji cely pribéh logiky pocatku 20. stoleti. K dikazu nékterych
fundamentalnich disledkt jako byla Skolemova véta a Godelova véta o tplnosti,
bylo treba opustit myslenku syntaktického objektu a zamyslet se nad jeho inter-
pretaci. To souvisi s oddélenim syntaxe vyrazu od jeho sémantiky. Pro ilustraci
uvazujme: (Avigad)

o(x) = 2° + exp(In(z?))

Je ¢ polynom? Nasim prvnim impulzem by pravdépodobné bylo fict ano, protoze
so(r) = 23 + 2%“. Ovsem jako formdlni vyraz, tedy posloupnost symboli, ¢(x)
polynomem neni. To, co je v tomto ptipadé zavddéjici je, Ze vyrazy () a 2+ z?
definuji stejné realné zobrazeni. Tedy interpretujeme-li dané vyrazy jako funkce
se vSemi operacemi, které k tomu nalezi: jako je sc¢itani a nasobeni funkei atp.,
tak se pri této intepretaci dané vyrazy shoduji. Dnes by se v pripadé, kdy by to
hralo roli mluvilo o syntaktickém zépisu x® 4 22 jako o formalnim polynomu a
o zobrazenich, ktera jdou vyjadrit néjakym polynomidlni predpisem (napf ¢(z)),
jako o polynomidlnim zobrazeni. RozliSeni mezi matematickym objektem a jeho
syntaktickym zapisem bylo dlouho dobu opomijeno. Matematicka logika pracuje
s logickymi formulemi jako s matematickymi objekty. V jejim pripadé je tento
problém jesté o néco markantnéjsi. Uvazujme naptiklad néasledujici formuli v né-
jakém jazyce
Ve:x+y=y+z

To, jak nad danym tvrzenim budeme premyslet a to jestli jej budeme povazovat
za pravdivé, silné zalezi jak na jeho syntaxi (na tom, Ze + je bindrni funkéni
symbol, na tom jestli z,y jsou volné ¢ vazané proménné,...), tak na mozné inter-
pretaci, kterou tomuto vyrazu muzeme na zakladé této syntaxe ptisoudit (jsou
x,y vektory, nebo ¢isla? co znac¢i operace +7).

O takové interpretaci jazyka L se casto mluvi jako o struktute pro L. Forméalné
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je struktura néjaké logiky dvojice nosné mnoziny a zobrazeni logickych relac-
nich/funkénich symboli daného jazyka do ptislusnych relaci a funkei definova-
nych nad onou nosnou mnozinou zachovavajici aritu a rela¢ni znak =’ Pokud
jsou axiomy toerie T' splnény (=pravdivé) v né&jaké struktuie D (pfi interpre-
taci danych symboli) na libovolném ohodnoceni jejich proménnych, tak se Fik4,
ze dana struktura je modelem teorie 1. Formuli f, ktera je pravdiva v kazdém
modelu prislusné teorie, pak nazyvame validni (v ramci teorie T'). Jinymi slovy
formule je validni pravé tehdy, kdyz je pravdiva, nehledé na interpretaci, kterou
nam zvolené axiomy povoluji. Tato definice se nékdy nazyva Tarského definici
pravdy. Fakt, ze ji f v teorii T splnuje zna¢ime T F f. Na zakladé zminéné
diskuze muzeme formulovat Godelovu vétu o uplnosti. (Technické detaily véetné
zminénych definic opét v (Svejdar} [2002))

Véta 3.2.23. (Godel) Je-li T teorie a f formule v T, pak
T & f prave tehdy, kdyz T & f
To nam dava zpusob, jak preformulovat problém rozhodnuti:

Meéjme libovolnou toerii pruniho rddu. Je mozné ne-
jak obecné algoritmicky rozhodnout o tom, zda-li je
libovolné zvolend formule v dané teorii validni?

Centralni myslenkou diitkazu nefesitelnosti problému rozhodnuti bude prazdny
problém zastaveni. Pokusime se vytvorit teorii prvniho fadu a v ni pro kazdy
stroj M tvrzeni fy;, kde fy; bude validni pravé tehdy, kdyz M nedefinuje vy-
stup na prazdném vstupu. Protoze tento fakt nelze algoritmicky rozhodnout, pak
nejde rozhodnout ani o validnosti tvrzeni v dané teorii. Jinymi slovy problém
rozhodnuti zredukujeme na prazdny problém zastaveni.

Pti vytvareni prislusné logiky méame na mysli jakysi zamysleny model. Predstavme
si, ze by nosnd mnozina daného modelu byla mnozina policek pasky ve vsech
moznych krocich (tzn. dvojice ¢as, policko). Definice dané logiky £ by obsaho-
vala jednu konstantu pocatek, jejiz interpretace by byla prvni policko na zac¢atku
prvniho kroku vypoctu stroje M na prazdné pasce. Potom bychom v dané logice
méli undrni relace: vstup(z) - pravdivy v daném modelu, pokud se jedné o prvek
vstupni pasky (na libovolné porzici), kraj(z) - pravdivy pokud se jednéd o kraj
pasky (v libovolném kroku), H(z) - pravdivy pokud je v daném kroku hlava M
nad danou pozici a Q);,Sy, které znadi, jestli je v dany ¢as na daném misté symbol
sy resp. jestli je stroj ve stavu ¢;. Funkéni symboly L(z), P(x) by pak davaly
levého, resp. pravého souseda policka v daném case a krok(z) tu samou pozici na
péasce v nasledujicim kroku. Pomoci téchto funkénich/relacnich symbolt s touto
interpretaci na mysli vytvorime axiomy f; — fig teorie Ty, které maji za tkol
popsat praci stroje M. Vysledné tvrzeni f; pak bude fikat, Ze stroj M neskonci
praci na prazdném vstupu. Protoze libovolny model této teorie musi nutné spl-
niovat vSechny axiomy f; — fig (na libovolném ohodnoceni), tak diky tomu bude
tvrzeni fy; validni praveé tehdy, kdyz dany stroj nedefinuje na prazdném vstupu
vystup.

Zmaceni. V ndsledujicich dvou vétdach budeme pouzivat korespondenci mezi znaky
s; a relacemi S;. Abychom usnadnili znaceni tak ztotozZnime s. := e.
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Definice 3.2.14. Definuji logiku prvniho radu L nasledovné. L kromé povinngch
symboli obsahuje:

o nuldrni funkcni symbol: pocatek

e undrni relacni symboly: vstup, kraj, H, Qs, Qn, Q1, Q2,..-,
Se, S1, Sa,...

e undrni funkcéni symboly: krok, L, P

Dile wvazujme stroj M = (A,%,Q,0,qn,qs, €), kde A = {s1,S2,...,5,€},
Q = {qs,9n,q1,---,qm } - Pro néj v ramci logiky L zkonstruujeme ndsledugici formule:

1. Pocdtek (v wvaZovaném modelu pruni pozice vstupu) je soucdsti vstupu

vstup(pocatek)

2. Kazdy prvek vstupu je bud pocatek, nebo pravy soused nejakého prvku vstupu,
tzn. vstup tvori ,poloprimku“ (¢i vice ,poloprimek )

(Vz) (Ustup(x) “ ( (pocatek = x) V (Jy) (vstup(y) A Py) = x)))

3. Funkce krok( ) je prostd, tedy policko je s inkrementaci casu urceno jednzna-
cne:

(V,y) ((kmk(x) = krok(y)) —x = y)

4. Pokud se podivame v ndsledujicim kroku na pravého souseda néjakého po-
licka, tak je to to samé jako bychom se koukli na pravého souseda (prislus-
ného policka) v nasledujicim kroku.

(V) (krok(P(x)) _ P(krok;(x)))
5. Analogie 4. pro L
(V) <kmk(L(m)) - L(krok(x)))
6. AZ na pripad, kdy je policko na kraji, jsou P a L inverzni
(V) ((P(L(x)) — 2)) A (—kraj(z) — L(P(x)) = x))
7. Policko je nécim pravym sousedem pravé tehdy, kdyzZ neni na kraji:
(ve) (hrajiz) < () (Ply) = ))

8. Pokud ma stroj posunout hlavu doleva z kraje, tak ji z definice ponecha na
misté. Jinak posunuti doleva a doprava neponechaji hlavu na stejném miste.

(V) ((L(x) — & 6 kraj(z)) A —(P(z) = x))
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10.

11.

12.

15.

14.

15.

16.

Pocatek je na kraji pdsky a kazdy prvek kraje je na kraji © o krok ddl
kraj(pocatek) N ((Vm)(kmj(x) — (kmj(krok(m)))))

Na kaZdé pozici je v kazZdém kroku pouze jeden prvek

GV (S@a A =S@))

si€A s;€A,8;7#s;
V kazdém case (a na kaZdé pozici) jsme pouze v jednom stavu
GV (@@ A Qi)
7i€Q 4 €Q,¢; 74

Na vstupu jsou prazdné znaky, stroj je v pocatecnim stavu s hlavou nasta-
VEnou na Pruni pozici.

(V) ((vstup(x) = (SeNQs(z) N (H(X) ¢ x = pocatek)))

S inkrementaci casu se nezméni prvek zapsany na polickdich, nad kterymi
neni nastavena hlava stroje:

(vx)< A (~H() A Si(2)) = Si(krok(x)))

s; €A

Necht navic 6(q;, $;) = (qa,Sp,—1), potom se s aplikaci krok( ) zmeéni hodnoty
Qa, Sy a H tak, aby odpovidali pdsce stroje v ndsledujicim kroku (s aplikaci
L se zméni i hodnota H )

(‘v’m){ A (Hz) A Qi) A Sy(a) =

qiEQ,S]'EA

(H(krok(L(x))) A Qa(krok(L(x))) A Sy(krok(x)))

Necht navic 6(¢;,s;) = (qa,Sp,1), potom se s aplikact krok( ) zmeéni hodnoty
Qa, Sy tak aby odpovidali pdsce stroje v ndsledujicim kroku (s aplikaci P se
zménd i hodnota H )

(‘v’x){ A (Hz) A Qi) A Si(a) =

q:€Q,s;€A

(H(krok(P(x))) A Qa(krok( P(x))) A Sy(krok(z))

Do kazZdé konfigurace, vyjma té pocitecni, se musel stroj néjak dostat na
zakladée predchozich konfiguraci a transformacni funkce

(\m)[ A (H(x) A Qi) A sj(x)> N

GER,s;€EA

((3: = pocatek)
V@) ((krok(Ly) =) A\ (Hy) AQu(y) A Si(y))

9(qa,sp)=(qi,85,—1)

v @((krokPw) =2) 7V (HG)AQu(w) A Siw)) )]

6(qa75b):(qi7$j71)
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17. Na kazZdém prvku, nad kterym je nastavena hlava plati, Ze neni v koncovém
stavu (tzn. M nikdy neskonci prdci):

(Vo) (H(z) = ~Qu())

Oznacme tvrzeni z bodu i = 1,2,...,17 jako f;, potom v logice L definuji teorii Ty
s vlastnimi axiomy Thy := { f1,f2,.-,f16} a turzeni fur := fi7.

V nésledujicim textu budeme ukazovat, co je mozné z téchto axiomu usu-
zovat o obecném modelu nasi vytvorené teorie. Nejprve je vSak moznd dobré si
uvédomit, ze modely této teorie se mohou chovat vselijak. Nesmime se tedy moc
spoléhat na podobu obecného modelu s vypoctem Turingova stroje. Takovy mo-
del napriklad totiz nemusi byt viibec spocetny. Obecné v ném mohou vznikat
jakési podstruktury izolované nasimi operacemi atp..

Znaceni. Pro usnadnéni znaceni poloZme (t;m) := krok'™'(P™ ' (pocatek)) pro
viechna m € N, kde P™(x) = P(P(P(....P(P(x)))..)) (podobné pro krok')

Je vSak dobré si povsimnout, ze v kazdé strukture, ktera nase axiomy f; — fig
spliiuje, existuje jakdsi podstruktura uzaviend na operace krok( ), R( ), L( ).
Vygenerujeme ji z konstanty pocatek jako | P™(krok!(pocatek)). O takto gene-

m,t

rovanych mnozinach se nékdy v literature mluv{ jako o minimalni strukture. Za
chvili ukédzeme, ze timto zptisobem vytvorena struktura se jiz v jistém smyslu
chova analogicky s vypoctem uvazovaného stroje M.

A co, ze tim analogickym chovanim myslime? V prvni fadé se presvédcime, ze
S;(t,n) bude platit pravé tehdy, kdyz v t-tém kroku vypoctu bude mit stroj M na
n-tém prvku pasky prvek s; € A. Podobné H(t,n) bude platit pravé tehdy, kdyz
v daném kroku bude na ptislusném prvku n hlava stroje. A nakonec aktualni stav
stroje pujde vy¢ist z platnosti relace Q;(t,m;), kde m; je pozice hlavy stroje v
t-tém kroku. Zminovana fakta dokazuje nasledujici lemma.

Lemma 3.2.24. Necht M = (A,%,Q,0,qn,qs,€) je bindrni Tuingiv stroj a uva-
zugme néjaky model B teorie Tyr. At md navic M v t-tém kroku, t € IN vypoctu
na prazdném vstupu hlavu nastavenou na mg-ém proku pdsky pro néjaké my € IN
a je ve stavu q; € Q. Pak jsou na strukture B splnény relace

H(tmy) a Q;(t,my)

Pokud se dale na n-té pozici pasky, n € N v t-tém kroku nachdzi znak s;, € A,
pak nastdvad

Sz'n (t,n)
Pro vsechna q; # qx € Q, si, # s, € A navic dostaneme

—Qk(t,my) a =S, (t,n)

a pron # my,n € N k tomu
—H(t,n).

Dukaz.
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1. Bud ¢t = 1. VsSimnéme si, ze z fi a fy plyne vstup(1,k) pro kazdé k € IN.
Tedy z fio plati relace Sc(1,k) a Q4(1,k). Pokud ke vSemu k # 1, tak z
fi2 dostaneme —H (1,k) a ve zbylém pripadé k = 1: H(1,1). Z fio navic
vime, Ze pro € # s; € A a pro libovolné k € N plati =.5;(1,k). Formule fi;
k tomu Fiké, Ze pro ¢s # ¢; € Q plati =Q;(1,1). To vSe odpovida pocatecni
konfiguraci stroje M a tedy i tomu, co tvrdime.

2. Bud t € N,;t > 1. Z indukéniho predpokladu existuji jednoznacéné urcéena
s; € A, q; € Q, ze Si(t,my) a Q;(t,my). Dale si uvédomme, ze jelikoz M na
prazdném vstupu nedefinuje vystup, tak jisté udela alespon ¢ + 1 krokii.
Odsud § definuje pro par (g;,s;) odpovidajicimu ¢-té konfiguraci stroje M
(na prazdném vstupu) vystup. Proto nastava predpoklad nékteré z impli-
kaci v fi4 a fi5. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze plati néjaky z
predpokladi jedné z implikaci fi4, tedy Ze 6(¢;,5;) = (¢a,s, — 1) pro néjakd
qq € Q, s, € A. Pripad fi5 se ukaze analogicky. Pripomenme, ze z indukc-
nfho piedpokladu plati H(t,m;). Z fi4 tedy dostaneme H (krok(L(t,m;))),
Qa(krok(L(t,m;))) a Sp(krok(t,m;)) = Sp(t+1,m;). Uvédomme si navic, ze
z fg a fr jsou ta x € kU (k,m) splnujici kraj(xz) pravé tvaru ij(k,l). Odsud

H (krok(L(t,mt))) = H (krok(L (krok'™" (P™ ! (pocatck))) )
5 H (krok(krok!™ ' (L(P™ " (pocatek)))))
fo.fs H (krok! (Pmadme=20} (hocatek)))

Z platnosti predpokladu fi4 vime, Ze max{m; — 1,1} = m;,;. V navaznosti
na tento fetézec rovnosti tedy dostavame platnost H (t + 1,m;41). Analo-
gicky odsdud plyne a Qp(t + 1,m41).

Pro ta policka, nad kterymi neni v ¢-tém cCase nastavena hlava, tzn. ta je-
jichz pozice spada pod néjaké n € N, n # m, z 1.P. existuje pravé jedno
si, € A, ze nastane S; (t,n). Ale my z indukéniho predpokladu vime, zZe
plati =H (t,n). Tedy z fi3 mame S; (t + 1,n). Formule fiy k tomu k4,
ze plati =S, (t + 1,n) pro libovolné s;, # s, € A. Tzn. dané relace S;,
jsou pro vsSechna policka urceny jednoznacné. Nakonec si uvédomme, ze
z fie pro kazdé n # my,, dostaneme —H(t + 1,n). Z f1; navic plati
—Q(t + 1,my1) pro kazdé g, # qr € Q. Tim je indukéni krok dokazan.

O
Na zakladé tohoto lemmatu jiz neni pro binarni Turingtav stroj M prilis tézké

dokazat korespondenci mezi validitou tvrzeni fy; v teorii Ty, a zastaveni prislus-
ného stroje na prazdném vstupu.

Znaceni. Necht D je néjakij model teorie Ty jazyka L, potom pro kazdy funkéni/relacni
symbol f oznacme fP interpretaci f v D.

Tvrzeni 3.2.25. At M = (A,X,Q,0,qn,qs, €) je bindrni Turingiv stroj, kde
A ={€,51,8:}, Q@ = {4s,qn,91,92,--,q1 }- Potom fyr je v teorii Ty validni prdave
tehdy, kdyZ M neskonci praci na prazdném vstupu.

Driikaz.
(<) Necht M neskonci praci na prazdném vstupu a uvazujme néjaky model
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B teorie Ty, s nosnou mnozinou B. Z predchoziho lemmatu existuje pro kazdé
t € N pravé jedno my, ze plati H(t,m;). Ze stejného lemmatu také plyne, zZe
pokud je v t-tém kroku stroj M ve stavu ¢; € @, tak plati @Q;(¢t,m;). Ale my
jsme predpokladali, ze M na prazdném vstupu neskondi praci. Tedy jisté nemuze
nastat =fy = Qn(t,n) N H(t,n), Vt,;n € W, nebot je vzdy jeden z konjugétu
nepravdivy. Zbyva si tedy rozmyslet, Ze nemtizeme dostat —f; mimo minimalni
strukturu U (m,t).

m,t

Pro spor uvazujme = # (m,t), Vm,t € IN, ze plati H(x) N Qn(x). Z fio dostaneme
s; € A, ze plati Sj(x). Z axiomu fis ovSem vime, ze jsme se kromé pocatku
museli do kazdé pozice nad kterou plati relace H( ) néjak dostat na zakladé
aplikace funkce 9. Formalné tedy nutné existuji s;, € A, ¢;, € Q a prvek y; € B
splnujici S;, (v1) N Qy, (v1) N H(y1) a Ry € {L, P}, ze krok(Ry(y1)) = x. Z f5,f10
a f11 jsou navic tyto indexy urceny jednozna¢né (kde R; je urCeno jednoznaéné
trivialné, nebot je § funkci). Pokud je Ry = L, tak ozna¢me r, = —1 a pokud
R1:P,takr1:1.

Vsimnéme si, ze nalezené y; spliiuje H(y;). Protoze je navic y; vzorem prvku
x pri zobrazeni krok o Ry( ), kde = je mimo minimalni strukturu U (m,t), tak

m?
je mimo ni nutné také y;. Ta sama uvaha lze tedy analogicky aplikovat na .
Tento postup budeme takto iterovat a dostaneme tak posloupnost ¢tveric prvka
(Yk,Sip 8 Ri), pro néjaka s;, € A, q;, € Q, yp € B a k € IN, kde ¢tvefice

(y175i17qj17R1)7 splfluje Si1 (yl) N le (yl) N H(yl) a 5(61]'1;51‘1) - (qh,s,r)
(y2,$i27Qj2>R2)7 Splﬁuje Siz (y2) N sz (y2) N H(yQ) a (5((]]'2,31'2) = <Qj1,8¢1 >ri1>
(ySasi:stj37R3)a spliiuje Si;(ys) N Qj, (y3) N H(ys) a 5(Qj3’3i3) = (sz,slgariz)

Jenomze pro Turingtv stroj M nutné existuje jenom konecné mnoho dvojic
(g,5) € @ x A, tzn. existuji prvky k,l € IN, k < [ pfirozené, Ze s;, = s;, a
¢;, = ¢j,- Odsud ovsem pro k — 1 > 1 plati ¢, = ¢;,_,, tzn. 6(g;,_,,a;,_,) neni
definované a to je spor.

(=) Tuto implikaci ukdzeme obménnou. Méjme tedy stroj M, ktery skon¢i préci
na prazdném vstupu. Ukazeme, Ze potom existuje struktura D, Zze D je modelem
Tur, ale D ¥ fy;. Definujme ji nasledovné. Nosnou mnozinu D zvolme D = IN x IN.
Obraz logickych symbolt je pak definovany nésledujicimi body:

o+ pocatekP=(1,1)

e krokP(kn) = (k +1,n)

e PP(kn) = (k;n+1)

o LP(kn) = (k,max{1,n — 1})

o kraj®(k,n), pokud n = 1

o QP(kmn), T je v k-tém kroku na n-té soufadnici ve stavu g

e SP(kn), T ma v k-tém kroku na n-té soufadnici znak S;
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o vstup®(k,n), pokud k =1

Neni tézké si uvédomit, ze z definice Turingova stroje a z obrazu funkénich a
relacnich symboli, plati nezavisle na ohodnoceni axiomy f; — fig . Ale my jsme
predpokladali, ze M na prazdném vstupu skonc¢i praci. Tedy ve struktute D
neplati fi;. Odsud D ¥ fy; a fys tedy neni v teorii 7Ty, validni. H

Abychom dotéhli dokonce zbytek diukazu, nevyhnuli bychom se zdlouhavé
technické diskuzi o kodovani. Pokusime se jej zde tedy pouze naznacit. Myslenka
doufam bude z této diskuze zrejma. Podobné jako jsme ztotoznili Turingovy stroje
s jejich Turingovym cislem, tak muzeme ztotoznit formule jazyka £ s bindrnimi
fetézci néjakym interpretovatelnym® zobrazenim v, spliujicim, ze

a(M) = Y(f1,fas-s fre.fm)

je pro kazdy stroj M algoritmicky teSitelné. Jinymi slovy Turingovu stroji pri
predani popisu a(M) predame vSechnu informaci potfebnou k popsani teorie Tyy
a tvrzeni fjs, na jehoz validitu se ptame. Kdyby nyni existoval stroj S, ze

1, pokud ¢ je validni v Ty,

SW(f1.farsf16,fm)) = {() jinak

kde ¢ je formule v logice L, potom by existoval stroj U, ktery by na vstupu a(M)
udélal nasledujici:

1. Transformoval by (M) do tvaru ¥(f1,...,f16, )
2. Potom by na ¥(fi,..., f16,/am) pustil stroj S

Jelikoz fys je v teorii Ty; pro binarni Turinguv stroj M validni pravé tehdy, kdyz
M definuje vystup na prazdném vstupu, tak

1, pokud je M(p) definované
vtaon) = {

0, jinak

, C0oZ je ovSem spor s neresitelnosti prazdného problému zastaveni.

V pribéhu kapitoly jsme tedy odvodili, ze existuje jazyk L, ve kterém nelze na
zakladé poskytnutych axiomt obecné algoritmicky rozhodnout o dokazatelnosti
zvoleného tvrzeni. Jinymi slovy neexistuje obecny postup, ktery by rozhodoval o
validnosti tvrzeni v prislusné teorii. Formalné se tento fakt da formulovat napri-
klad néasledovné:

Véta 3.2.26. (Entscheidungsproblem) Existuje jazyk L a interpretovatelné kodo-
vani v, zZe zobrazeni U dané predpisem

1, pokud {f1,.....fr} Fg

U@ (f1,fz5fr:9)) = {0 Jinak

pres vsechna r € Ny a f1,....,fr,g formule jazyka L, neni algoritmicky resitelné.
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3.3 Definice a zakladni poznatky

Kolmogorov roku 1965 vydal ¢lanek s navrhem alternativni miry informace.
Podobné jako Shannon, Kolmogorov definoval funkci, kterda méri mnozstvi infor-
mace, které je ndm dano na zakladé néjakého pozorovani, jako minimalni po-
¢et biti potfebny k popsani tohoto pozorovani. V pripadé Kolmogorovova se
vsak misto identifikace prvku vzhledem k pravdépodobnostnimu rozdéleni jedna
o délku miniméalni algoritmického popisu. Ta se dnes nazyva Kolmogorovovskou
slozitosti. Nyni uz mame dostatecny matematicky aparat k tomu, abychom o ni
mohli mluvit formélneé.

Definice 3.3.1. Necht T je bindrni Turingiv stroj a x € {0,1}*, potom hodnotu:

Kr(z) = {mm{g(“) cu e D(T), T(u) = x}, pokud =€ Im(T)

00, jinak
nazveme Kolmogorovovskou slozZitosti x vzhledem kT

Radi bychom tuto definici zprostili zavislosti na stroji 7T'. Z intuice, kterou
mame by nas mohlo napadnout vzit mTin Kr(x) jako délku minimalniho algo-

ritmického popisu. Uvédomme si ovSem, ze takova velicina by byla nulova pro
kazdé x € {0,1}*. V pifkladu [3.2.3] jsme totiz nasli pro kazdé = € {0,1}* stroj,
ktery na libovolném, tedy i prazdném vstupu, definoval vystup x. Podfuk je v
tom, Ze popis daného stroje je velice silnym zptisobem zavisly na x. Jinymi slovy
je potfeba néjak vyvazit slozitost algoritmu a délku vstupu. Jednim zpisobem,
jak tohoto docilit, je vzit Kolmogorovovskou slozitost vzhledem k néjakém fixo-
vanému univerzalnimu stroji U. Univerzalni stroje jsou dostatecné slozité na to,
aby k takovym pripadim nedochézelo. Ale hlavné vezmeme-li libovolny stroj T
a vstup x € D(T), potom U(T,x) = T(z) a £((T,x)) =~ 2¢((P(T)) + £(z), kde P
je prislusné deskripéni ¢islo. Tedy univerzalni stroj vazi slozitost algoritmu (ve
formé délky deskripéniho ¢isla) vuci délce vstupu toho algoritmu.

Uvédomme si navic, ze Kolmogorovska slozitost vzhledem k univerzalnimu stroji
je konecna na libovolném z. Univerzalni stroje totiz umi simulovat kazdy algorit-
mus. Tedy specialné jsou také schopny spustit program ,Nic nedélej se vstupem
a skonci praci“. Délka takového vstupu je navic £(z) + O(1), kde O(1) je délka
prefixu, ktery U potiebuje ke zminéné simulaci. To ndm déva horni odhad na
Kolmogorovskou slozitost vzhledem k U

Tvrzeni 3.3.1. Necht U je univerzilni Turingiv stroj, potom Im(U) = {0,1}* a
plati, ze Ky(x) < {(z)+ O(1) pro kazdé x € {0,1}*.

Ditkaz. Méjme x € {0,1}*. Ve tvrzeni[3.2.2]jsme nasli stroj T', ktery na libovolném
vstupu y € {0,1}* definoval vystup T'(y) = y. Z pozndmky navic vime, ze
existuje fetézec t € {0,1}* splnujici U(t o y) = T(y) pro kazdé y € D(T). Odsud
tox e{y e DWU) : U(y) = x}. Tedy x € Im(U). Z definice Kolmogorovovské
slozitosti je navic

Ky(z) =min {{(y) : y € D(U),U(y) =z}
£

Ale minimum neprazdné mnoziny prvka Ny je také prvkem Ny a to jsme chtéli.
O
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stroje je nasledujici vlastnost invariantnosti Kolmogorovské slozitosti. Jelikoz se
univerzalni Turingovy stroje uméji simulovat navzajem, tak je nakonec v pod-
staté jedno, ktery z nich vybereme. Jejich hodnota se na kazdém rtetézci bude
lisit nejvyse o konstantu nezavisejici na vstupu. Li a Vitanyi v knize (Li a Vita-
nyi, 2008), kterd je Siroce ptijimana jako zékladni literatura ke Kolmogorovské
slozitosti, zminuji, ze tato vlastnost je hlavnim divodem, pro¢ si Kolmogorovov-
ska slozitost vydobyla své postaveni.

Véta 3.3.2. (Invariantnost kolmogorovouvské sloZitosti) Necht U, T jsou Turin-
govy stroje a at U je navic univerzdlni. Potom existuje konstanta c € 7., Ze

Ky(z) < Kr(z) 4+ ¢,Yo € D(T)

Diikaz. U je univerzalni, tedy existuje t € {0,1}*, ze U(toz) =T(z),Vz € D(T).
Méjme nyni x € Im(T') pevné. Protoze x € Im(T), tak je hodnota Kr(x) € N,.
At tedy y € D(T) spliuje vztahy T'(y) = z a Kr(z) = £(y). Potom z univerzality
U a volby t plyne U(t o y) = . To ovSem znamena, Ze

toye{z:2€ D), U(z) =x}
a odsud konecné:
Ky(z) =min{l(z) : z € D(U),U(z) =z} <L(toy) =L(t)+ L(y) = ((t) + Kr(x)
[

Disledek 3.3.3. At Uy, U, jsou univerzdlni Turingovy stroje. Potom existuje
konstanta ¢ € Ny, Ze

| Ky, () — Ky, (2)] < ¢,Vo e {0,1}*
Diikaz. Jedna se o okamzity dusledek véty [3.3.2] n

Definice 3.3.2. Zafixujme nejaky univerzdlni stroj U. Potom pro kazZdé
z € {0,1}* nazveme cislo
K(z):= Ky(z)

Kolmogorovouvskou sloZitosti x. O stroji U navic budeme mluvit jako o fixnim
stroji.

Umluva. Fizni stroj z definice budeme naddle znacit U

Podobné jako Shannonova teorie se Kolmogorovova teorie toc¢i okolo komprese.

Zkoumani komprese z hlediska algoritmické slozitosti ma tu vyhodu, ze ve vétsiné
pripadl nas komprese stejné zajima kvili aplikaci na pocitacovém softwaru. Tedy
staci ndm se omezit na feSitelna zobrazeni. Uvédomme si, navic, ze Kolmogoro-
vovska slozitost stoji na faktu, ze jakdkoliv pravidelnost nebo struktura v retézci
se da vyuzit k tomu, abychom jej néjak popsali. To specialné plati i pro néjakou
strukturu zptsobenou zdrojem na zékladé pravdépodobnostniho rozdéleni (o tom
vice v nasledujici kapitole).
Tento ,nestatisticky“ izolovany pohled na kompresi dal za vznik celé fadé novych
algoritmi. Jako hlavni ptiklad by mohl slouzit tzv. Lempel Ziviv algoritmus, z
néjz mimo jiné vychézeji jedny z dnes nejpouzivanéjsi komprimacnich formati
.gzZip, Z1p.
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Definice 3.3.3. Bud c € Ny a x € {0,1}*. Potom rekneme, Ze x je c-nekompri-

movatelny, pokud
K(x) > l(z) —c

x je navic nekomprimovatelny, pokud je 0-nekomprimovatelny.

Je dobré si uvédomit, ze existuji fetézce, které jdou zkomprimovat velice pri-
jemné, napiiklad se jednd o fetézce tvaru 1. Komprimac¢ni algoritmus nepo-
tfebuje abychom mu pfedali nic jiného nez délku sekvence, coz jsme schopni
udélat v priblizné log,(n) bitech (formédlné ukdZeme v lemmatu [4.1.6). Tedy
K(1™) < log,(n) + O(1). Ovsem i pfes existenci takovychto fetézct, je abso-
lutni vétsina bindrnich posloupnosti v podstaté nekomprimovatelna. K dikazu
tohoto tvrzeni nam staci pomérné jednoduchy kombinatoricky argument.

Tvrzeni 3.3.4. Necht n € INy. Potom pocet retézci délky n, které jsou ¢ nekom-
primovatelné pro néjakou konstantu c € Ny je vyssi nez

on _ gn—c

Jingmi slovy pomér c-nekomprimovatelnych retézci vici vSem retézcum délky n
je vyssi nez 1 — 27¢.
Specidlné existuje alespon jeden nekomprimovatelny retézec pro kazdé n € IN

Diikaz. Pocet tetézctu délky n které jdou zkomprimovat pod n — ¢ bitil nemuze
byt vétsi nez pocet vstupi nejvyssi mozné délky n —c — 1

Vsechny zbylé tetézce délky n jsou c-nekomprimovatelné, tedy jich je alespon
2" — (2" ¢) + 1. Specidlné pro ¢ = 0 tedy mame alespon jeden nekomprimovatelny
fetézec. Pokud jejich pocet podélime poctem vsech moznych fetézct délky n, tak
nam vyjde pomér 1 —27¢ 4 2% >1-27°. O]

Jak tuto vétu interpretovat? Nejprve si lze vSimnout, Ze existuje alespon jedna
nekomprimovatelna posloupnost. To znamena posloupnost bez néjaké vyuzitelné
vnitini struktury. Dale je pro kazdou délku nejméné polovina ze zprav zkom-
primovat nejvyse o jeden bit. Vice jak 3/4 z nich nejvyse o dva bity, vice jak
1023/1024 méné nez deset biti atd.

Kolmogorovovska slozitost se z dosavadniho textu muize zdat jako pomérné uzi-
teény nastroj pro vyuziti v praktickych aplikacich. Ma to vSak svij hacek. Kol-
mogorovovska slozitost totiz nelze algoritmicky spocitat. Samoziejmé vzdycky
muzeme najit néjaky test, ktery se kouka po vyuzitelnych pravidelnostech, ale
nikdy si nemtzeme byt jisti, ze vzor ktery najdeme je opravdu ten nejvyhodnéjsi.
Tedy Kolmogorovovskou slozitost 1ze obecné jenom odhadnout shora. Nékoho by
samoziejmé mohlo napadnout, poustét stroj & postupné na vsechny retézce v
lexikografickém poradi a zkoumat, jestli definuji kyzeny vystup. Nikde vSak neni
zarucené, ze stroj na danych fetézcich bude néjaky vystup viibec definovat. Jak
uz vime z problému zastaveni, tak na zjisténi, zda-li stroj na urc¢itém vstupu né-
kdy skonci praci, jsme kratci.

Diikaz tohoto tvrzeni provedeme sporem. Vsimnéme si napadné podoby tohoto
diikazu s Berryho pradoxem.
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Véta 3.3.5. Zobrazeni b — (K (b))s neni algoritmicky tesitelné. Tedy neexistuje
stroj T takovy, Ze pro kazdé b € {0,1}*

Diikaz. Tvrzeni ukdzeme sporem. Necht existuje stroj M, ktery na libovolném
vstupu z € {0,1}* d& vystup (K (z))s2. Za chvili zkonstruujeme stroj S, ktery bude
M pouzivat jako knihovni funkci a ktery na libovolném vstupu (n)z, n € N da
vystup m™, kde m™ je lexikograficky prvni prvek {0,1}* spliiujici K (m™) > n.
Z univerzality fixniho stroje U pak plyne:

n < K(z) <4(n)+ ¢ =logy(n) + O(1)

Z asymptotiky n a log,(n) + O(1) by ovsem takto pro n dostatecné velké platilo
n > log,(n) + O(1) = £(n). Coz by byl spor. Zbyva tedy ukazat, ze existence M
implikuje existenci S. Praci S opét popiseme algoritmicky:

S na vstupu dostane (n)s. Pasku si na zacatku 3. kroku vzdy bude udrzovat ve
tvarw: * (n)y |1 v |2 (K(7))2 |3 , kde na spocitani (K (v))s vold v kroku 2. stroj
S. V krocich 3. a 4. pak porovnava, jestli je (K (7)) lexikograficky vétsi nez
(n)y. Treti krok porovnava jejich délku a jestlize jsou stejné dlouhé, tak krok 4.
zjistuje, ktery z nich zapisuje vétsi ¢islo. V pripadech, kdy (K(7))s < (n)a, S
nacitd lexikograficky nésledujici fetézec v kroku 5.. Podrobné:

1. S transformuje pasku do tvaru x ng |1 € | € |3

2. S pusti stroj M na tseku izolovaném |5 a |3 a vysledek upravi tak, aby mezi
0,1 nebyly zadné jiné znaky.

3. Na pésce je nyni % « |1 5 |2 v |3. Necht a je prvni neoznaceny prvek za * a
b je prvni neoznaceny prvek za |o. Jestlize
(a) a=1ra
i. b= |3, tak S vSe odznaci a pokracuje krokem 4.

ii. b+# |3, tak S smaze vSe za |y a vSe pred |;. Potom skon¢i praci.

(b) a#1a
i. b= |3, tak S vse odznaci a pokracuje krokem 5.

ii. b# |3, tak S oznaci a i b a pokracuje krokem 3.
4. Necht a je prvni neoznaceny prvek za x a b je neoznaceny prvek za |o. Jestlize

(a) a=0a

i. b =0, tak S oznaci a i b a pokracuje krokem 4.

ii. b =1, tak S smaze vSe za | a vSe pted |;. Potom skon¢i praci.
(by a=1a

i. b=0, tak S vSe odznaci a pokracuje krokem 5.

ii. b=1, tak S oznaci a i b a pokracuje krokem 4.

5. Necht a je prvni oznaceny prvek od |3 doleva. Jestlize
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(a) a =1, tak jej S nahradi 0 a pokracuje krokem 5.

(b) a =0, tak jej S nahradi 1, vSe na péasce odznadi a pokracuje krokem

3.

(¢) a = |1, tak S posune vstup o jeden prvek doprava a na uvolnéné misto
vlozi 0. VSe mezi |; a 5 zméni na 0. Pokracuje krokem 3.

]

Na tomto misté je dobré zminit, ze v literature se pracuje i s formami Kol-

mogorovovské slozitosti, které resitelné jsou. Pokud kuprikladu pii definici Kol-
mogorovovské slozitosti néjak penalizujete kazdy krok, ktery univerzalni stroj pri
vypoctu udéla, tak vam miize vzniknout néco, co uz resitelné je. Z jiného pohledu
je mozné zase Kolmogorovovskou slozitost omezit jen na néjaky urcity vysek algo-
ritmu. Jedno takové odvétvi vyzkumu s bohatou historii se v literature vyskytuje
pod pojmem Lempel-Zivova slozitost.
Jeden z americkych profesorii fyziky ptisobicich naptiklad na Harvardské univer-
zité, Charles H. Benett, namitnul (Bennett, [2003), ze vice nez se slozitosti ma
Kolmogorovovska slozitost co doc¢inéni s ndhodou. Kdyz se divame na néjaky re-
tézec a Tekneme, ze vypadd ndhodné, tak tim obvykle myslime, Ze ho nejsme
schopni né¢jak snadno popsat. Jinymi slovy jej neumime zaradit do néjakého 1z-
kého vyseku vSech moznych prvki, napiiklad {a™, a € {0,1}},n € N. V zasadé
tak tedy mluvime o nekomprimovatelnych retézcich. Ty maji relativné k délce vel-
kou Kolmogorovovoskou slozitost. Nahoda vsak nekoresponduje s nasi intuici o
slozitosti. Opravdu slozity retézec, by mél byt nékde na puli cesty mezi trivialnim
a zcela ndhodnym. Kdyz vyjdeme z této intuice, tak predchazejici tvrzeni rika
néco pomérné zajimavého o ndhodé. O nékterych fetézcich jsme schopni ihned
rict, ze ndhodné nejsou. U jinych fetézcii zadny vzor nenajdeme. Presto nelze
s jistotou uréit, ze neexistuje néjaké pravidlo, které ndm zistava skryté. Napfti-
klad zapiseme-li binarné néjaky vysek rozvoje ¢isla 7, tak vysledny retézec projde
vétsinou dnesnich testh ndhodnosti.

11 1 100 1 1011001
B
3 01 4 1 5 9

Asi nikdo by ovSem rozvoj 7 neoznacil za ndhodny. Pomoci Taylorova polynomu
jsme totiz schopni napsat pravidlo, které predpovi libovolnou jeho cislici. Cela
myslenka ndhody vsak souvisi s nepredvidatelnosti.

Pro zajimavost zminme, ze Benett definoval alternativni miru slozitosti, ktera je
bliz nasi intuici. Misto toho, aby v ni pracoval s délkou nejkratsiho Tetézce, tak
Benett navrhnul, aby se slozitost definovala jako pocet kroki, které univerzalni
stroj potfebuje pfi vypoctu na onom nejkratsim vstupu. Takto pracujeme se
slozitosti pravidla spise nez s délkou popisu. Jelikoz navic pro zcela ndhodné
fetézce vpodstaté neexistuje lepsi popis nez prosté vyjmenovani ¢islic, tak pti tom
univerzalni stroj neudéla mnoho kroku. To fesi nds problém. Benettova definice
se da dohledat pod pojmem Benettova logicka hloubka.
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4. Vztah

4.1 Zvonkinova véta

Shannon i Kolmogorov se snazili postihnout kvantitu informace ulozené ve
zprave na zakladé jakéhosi vzoru s ni spojenou. Shannon pracoval se zpravu jako
s prvkem néjakého rozdélni. Jeho definice stala na pravidelnosti toho, jaké zpravy
produkuje zdroj, ze kterého dana zprava pochazi. Informaci tedy vnimal v jakési
globélni roviné. Kolmogorova definice na druhou stranu kvantifikovala informaci
dané zpravy izolované. Informace u néj v jadru mérila silu néjakého skrytého
vzoru, ktery tuto zpravu popisoval. Je krasnym dtsledkem, Ze prijmeme-li né-
jaké zakladni predpoklady Shannonovy teorie, tak tyto definice pochézejici ze
dvou protipélnich pohledt na dany prvek, vychéazeji az na zanedbatelnou chybu
asymptoticky stejné. Formélné to znamena, ze K(M,) ~ I(M,). Tento vztah
se pokusime dokéazat v této kapitole. V podstaté jej budeme redukovat na dvé
nerovnosti, na P(%Mn) >H(X)—¢) =2 1a P(% < H(X)+e) =1,
Spodni odhad ziskdme pomérné snadno z tvrzeni [2.3.5] kde jsem dokézali, Zze pro
kazdé kodovani ¢ plati nH (X) = £(¢(M,)). O néco technicky narocnéjsi je di-
kaz horniho odhadu. Myslenka je vsak pomérné jednoducha. V prubéhu kapitoly
zkonstruujeme stroj, ktery na néjakém vstupu p(m) bude definovat vystup m,
pro m € Im(M,),n € N libovolné. Tento vstup bude mit ze Stirlingovy véty
priznivé asymptotické chovani. To ukazeme ve vété Ve chvili, kdy nechdme
univerzalni stroj simulovat interpretaci tohoto vstupu, tak ziskdme horni odhad.

Definice 4.1.1. Necht M, je ndhodnd zpriva emitovdna zdrojovou velicinou X,
kde Im(X) = {ay,as,...,a,}. Rekneme, Ze zprdvy my,my € Im(M,) maji stejny
typ, pokud pocet a; ve zprdavé my je stejny jako pocet a; ve zprave mso, pro kazZdé
i=12,..v.

Umluva. Po zbytek kapitoly zafizujme velicinu X, Im(X) = {a1,az,...,a,}, kde
v > 2

Znaceni. Bud M, ndhodnd zprdva emitovdna zdrojovou velicinou X. Meéjme na-
vic m € Im(M,). Potom oznacime,

p(m) =< (n)2,(p)2,(s1)2,(52)2,--,(50)2 >,
kde s; je pocet a; ve zprave m pro i = 1,2,...,v a p je lexikografické poradi m mezi

zpravami stejného typu. (<,> zde oznacuje pdrovact funkci z deﬁm’cem)

V predchozim textu jsme zminili Stirlingovu vétu. Jelikoz se jedné o tvrzeni,
jehoz dtikaz je spise technického charakteru a které je navic vSeobecné znamé,
tak zde jeho dikaz ukazovat nebudeme.

Lemma 4.1.1. (Slabd Stirlingova véta) Pro kazdén € IN plati (2)" < n! <n(Z)"

(Cover a Thomas, 2006, Problem 11.20)

Predstavme si, ze mame néjakych n prvki, pricemz vime, ze kazdy z nich je pravé
jednoho z v typt. Oznacme s; pocet prvki i—tého typu v této mnoziné. Vime, ze
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pocet riznych permutaci této mnoziny, bereme-li prvky v ramci jedné tiidy jako

v s . s v ! R , sz ’ o e
nerozlisitelné, je pravé PP E Stirlingova formule nam dava nastroj, jak shora

odhadnout pocet rtznych permutaci této mnoziny a tim mimo jiné odhadnout
kolik bith je tfeba na jeji binarni zapis.

Tvrzeni 4.1.2. Necht n,s1,S2,...,5, € N, Ze s; + so + ... + s, = n. Potom

log <(51)!(53!!...(5U)!) < o(n) = ”; SE lo

Diikaz. Polozme r; := %, pak z lemmatu plati

n! n!
(s)!(s2)...(5,)!  (nr)!(nrg)!...(nry)!
< (2
= [y (). (=
_ ()" L
(%)n(r1+r2+---+7’v) ﬁ r?”
i=1
tog ([T )
=1-n-2 i=1

v
-n Z r; logy (1;)
= n - 2 =1

v
—n ] Ttlogy(3E)

=n- -2 =1

Protoze obé krajni funkce tohoto retézce nerovnosti jsou kladné, pak tuto nerov-
nost muzeme zlogaritmovat. Nebo- 1i plati:

log, (i) < 1oga(n) — n 3 % logy(3) < o(n) = n Y- 3 log, (3)
a to jsme chtéli. OJ

Toto tvrzeni pouzijeme k tomu, abychom shora odhadli asymptotické chovani
vstupu p(m),m € Im(M,) v pravdépodobnosti. Konkrétné ukdzeme, ze

p(Lee)

<1 |
nH(X) = +6> -

Pripomenme, ze délka p(m) zavisi v podstaté jenom na tfech vécech: na délce n,
poctech prvki i—tych pismene s; a na potradi m mezi zpravami stejného typu,
p. Neni tézké si vsimnout, ze s; < n,t = 1,2,...,v, pficemz rovnost nastava pravé
tehdy kdyz m je slozeno pouze z jednoho pismene. Déale si uvédomme, Ze na
m se da koukat jako na posloupnost prvki roztriditelnych do v ruznych tiid,
v rdmci nichz, jsou nerozlisitelné. Potadi zpravy m mezi zpravami stejného typu
tedy nemflie presahnout pocet riiznych permutaci této posloupnosti, ten je ovsem
roven . Na to kolik nul a jednicek je tfeba na zapsani tohoto ¢isla jsme ziskali
odhad prave v minulém tvrzeni. To ndm déva pomérné elegantni vysledek:

p(m) < (v + 1)(logs(n) + o(logy(n))) — = logy(~1) + (> logy(+))
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Méjme nahodné velic¢iny Si(”) znacici pocet prvka i—tého pismene v ndhodné
zprave M, a P™ poradi M, mezi zpravami stejného typu. Na zakladé predchozi
diskuze se pokusime dokazat, ze pro kazdé e > 0:

Hp(My)) nroo

<l+e—1.

il nH(X) —

Pted tim je vSak vhodné uvédomit si nésledujici jednoduché lemma.

Tvrzeni 4.1.3. Necht M,, je nahodnd zprdva se zdrojovou velicinou X. Méjme
ndahodné veliciny S( = #a; ve zprave M,. Potom plati Ze

Diikaz. 7 lemmatu [2.2.5| vime, Ze se empirické ¢etnosti u ndhodného vybéru blizi

s
jejich teoretickym pravdepodobnostem neboli plati 2i— 55 P(X; = a;). Z véty o
spojité transformaci (tvrzeni 2. pro —ylog,(y) nav1c dostaneme, ze

s (S£”>
n

a opakovanym pouzitim Sluckého véty pak plati:

) & P(X = a;)log,(P(X = a;))

_ Z Z'Tlog2 ; ZP = a;)logy(P(X = a;)) = H(X)

Tvrzeni 4.1.4. Necht M, je ndhodnd zprdava se zdrojovou velicinou X. Meéejme

ndhodné veliciny Si(n) = Fa; ve zprive M, i = 1,2,...v a P := lexikografické

poradi M, vici zpravdm stejného typu. Potom pro kaZdé € > 0

P(gé‘;([]&";) <1 +e> %

Diikaz. Nejprve si uvédomme, ze pro kazdé n € IN plati:
((p(My)) = o(logy(n)) + 1ng( ) + o(logy(P)) + log, (P)
+ Z (olloga(5™)) + logs(5™))

o(logy(n)) + (U + 1) logy(n) + o(logy(P)) + logy(P)

< ofn) + o log, ((s£n>>!(s§n>!>| (55’”)!)) Floe: <(S<">)!<S ’Z!)!---(S‘")

1 é v
TTD S(") S(”) v S(n) S(”)
<0 —|—0(—nz . logg(;)>—nz ; logQ(;)
i=1
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Tedy z lemmatu a Sluckého véty plati:

v (n) Sl(n) v Si(n) Si(n)
o) _ oln) o —n 3 % logy (% ))+—nE ) togy(5)
nH(X) = nH(X) nH(X) W H(X)
v g (n) v (n) S(n)
o(n) +O(_nzz110g2( " )) —77/2; logy (7))
v g(n) (n)
nH(X) ngl i 10g2< i ) TLH(X)
v g™ (n)
—n; i—logy(~i-)
" nH(X)
L5040-1+1
A koneéné odsud
L(p(M,))
1>P 1
(nH(X) - +€>
v (n) (n) v (n) (n)
0(—nz S% logy (2 )) —n'Y % log, sn )
> P( 0(”) i=1 + i=1 <1 +E>
— \nH(X) nH(X) WH(X)
v g (n) v (n) (n)
oy (=X lon(30)) -y S logy (%)
P - — 1<
B (‘nH(X) nH(X) + nH(X) '_e)
n—oo 1

Dusledek 4.1.5. Plati, Ze

Specidlné je p idedlnim kodovdnim.
Diikaz. 7 tvrzeni vime, ze {(p(M,)) = nH(X). Ale z véty nH(X) <

Up(M,)). Z tvrzenlutedy U(p(M,)) ~nH(X). Kédovani p je z tvrzeni[2.3.11
tedy idealni. O]

~—

ZZ

Jesté je tieba ukéazat, Ze zobrazeni p(m) — m je TeSitelné. Algoritmus, ktery
popiseme bude pouzivat dvé dil¢i konstrukee:

1. V lemmatu ukazeme, ze Turingovy stroje jsou schopné interpretovat,
binarni zapis pfirozenych ¢isel, neboli Ze (n), — 10 je Tesitelné.

2. V lemmatu pak zkonstruujeme stroj fesici zobrazeni

< O1,09,...,00 >—> *Q1,009,...,0y,

Lemma 4.1.6. (Ezistence interpretacniho stroje) Ezistuje stroj T, ktery na libo-
volném vstupu (i)2,1 € No ddvd vystupni konfiguraci s retézcem

11...1€
——

)

pro néjaké € € {e}*
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Diikaz. Stroj T bude pouzivat pracovni abecedu {0,1,0,1,X,Y,Z}. Paska stroje
T bude tvaru XaY Z11...1. Mezi X a Y bude T udrzovat vstupni fetézec a.
Mezi Y a Z bude mit nejpve 0 a za Z pouze €. V kroku 2. vzy porovna rovnost
retézci mezi X a Y a Y a Z. Jestlize budou rozdilné, pak T v kroku 3. pricte
k bindrnimu ¢islu zapsanému mezi Y a Z jednicku a napiSe si jednu 1 za Z.
Takto bude pokracovat dokud se tyto dva retézce nebudou rovnat. Jinymi slovy
T vyzkousi binarni zapisy vsech ¢isel od 0 az po o a za kazdé z nich si napise za
Z jednu 1.

1. T vlozi na konec vstupniho fetézce tetézec 'Y0Z’, pak cely konfigurac¢ni
fetézec posune doprava a na uvolnéné misto vlozi X.

2. Na pésce je nyni fetézec 'XaY 32 11...1°, kde o € {0,1}*, 3{0,1,0,1}*. Necht
€Ny
a je prvni neoznaceny prvek za X a b je prvni neoznaceny prvek za Y. Pokud

(a) a = b, pak T oznaci a i b a pokracuje krokem 2.
(b) a # b tak pokud
i. a =Y,b=Z, potom T nahradi vse od Z (véetné) doleva e, Fetézec
1 posune na zacatek pasky a skon¢i praci.
ii. @ # Y nebo b # Z, potom T odznaci vSechny oznacené prvky na
pasce a pokracuje krokem 3.

3. Necht a je prvni neoznaceny prvek od Z doleva. Pokud

(a) a =1, pak misto n&j T vlozi 0. Pokracuje krokem 3.

(b) a =0, pak misto n&j T" vlozi 1, odzna¢i vSechny prvky na pédsce, misto
prvniho € na pésce vlozi 1 a pokracuje krokem 2.

(¢) a=Y, pak T posune cely fetézec zacinajici na pravém sousedovi ¥ o
jeden prvek doprava a na uvolnéné misto vlozi 1. Vsechny prvky mezi
Y a Z odznaci, Misto prvniho € na pasce vlozi 1 a pokracuje krokem
2.

]

Priklad 4.1.1. Ilustrujme prdci stroje z lemmatu na vstupu 101
101

X101Y0Z

X101Y171

X101Y10711

X101Y117111

X101Y100Z1111

X101Y101Z11111

11111ececcecee

Lemma 4.1.7. Ezistuje stroj T', ktery na ltbovolném vstupu < aq, gy, >,
kde a; € {0,1}*, definuje vistupni konfiguraci s retézcem

*051,062,...,06”16
pro néjaké € € {e}*
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Diikaz. Binarni stroj T bude pouZivat pracovni abecedu {x,1,0,0,1}. Pii praci
bude postupné analyzovat kazdy vstup parovaci funkce. V kroku 2. zjisti, kde
kon¢i bindrni zapis délky interpretovaného podretézce. Ve 3. kroku tuto délku
expanduje na prislusny pocet 1, aby ve 4. kroku zjistil, kde dany vstup paro-
vaci funkce konci. Potom jej v kroku 5. oddéli od zbytku vstupu ¢arkou. Takto
pokracuje dokud nenarazi na konec vstupu.

1. Dvakrat posune vstup a na uvolnéné misto vlozi fetézec 'x,’

2. Na pésce je nyni ’a , 3, kde o € {%,0,1}*,3 € {0,1,0,1}*. Necht a je prvnf
neoznaceny prvek 3 (zleva). Jestlize

(a) a # 0, potom T oznaci a a prvni neoznaceny prvek za nejblizsi 0 od a
doprava. Pokracuje krokem 2..

(b) @ = 0, pak T posune Tetézec zacinajici na pravém sousedovi a vedle
nejblizsi ’,” od a doleva. Pokracuje krokem 3..

3. Na pésce je nyni fetézec 'a, 87, kde a € {%,0,1,,}*, 3 € {0,i}* a v €
{0,1}*. T' posune 7 a na uvolnéné misto vlozi |. Potom odznaci . Expanduje
fetézec mezi , a | (pouzije lemma a na konci toho Fetézce jsou néjaké e jichz
se zbavi posunutim doleva). Pokracuje krokem 4.

4. Na péce je nyni ’a, B | 7', kde a € {,0,1}*,5 € {1}*,y € {0,1}*. Necht a
je prvni neznaceny prvek fetézce '§ | . Jestlize

(a) a # |, pak T oznad¢i a a prvni neoznaceny prvek za |.

(b) a = |, pak T posune Tetézec zacinajici na pravém sousedovi a vedle
nejblizsi | od a doleva.

5. Na pésce je nyni 'a, 7', kde a € {", ,0,1}* vy € {0,1}*, B € {0,1}*.

(a) v # @, potom posune v doprava, na uvolnéné misto vlozi ’,” a odznadi
vSechny prvky .

(b) v = ¢, Tak péska je tvaru '*,0’, kde § € {0,1,",’}*. Tedy posune ¢§ vedle
x a vSechny prvky na péasce odznadi.

]

Priklad 4.1.2. Ilustujme prdci stroje z lemmatu[{.1.7] na vstupu
< 11001,1 >:

1110101110011011

%,1110101110011011

x,111010i110011011

%,101110011011

*,101/110011011

*,11111/110011011

x,110011011
%,11001,1011
%,11001,1011
*,11001,11
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%,11001,1|1
%,11001,1
%11001,1

Lemma 4.1.8. (Existence interpretacniho stroje) Necht {o,01,....0,} = B, kde
B; € {0,1}* a m € B*, potom ezistuje stroj, ktery na vstupu

p(m) =< (n)2,(p)2,(s1)2,(s2)2,---,(s0)2 >
dd vgstup T'(p(m)) =m

Diikaz. T bude pouZivat pracovni abecedu A = {|,,]sy,--]s,,0,1,1,0,1,0,a1,a9,...,a, }.
Pti vypoctu potom bude postupné prochazet vsechny retézce délky n, pocinaje
a§”). V prvnich trech krocich si stroj 7" upravi pasku do tvaru

x 1WA 1) | 1(s1) | 169) @

S1 52

1(82) |33”‘ |S1;
Kde za @ bude generovat vSechny mozné posloupnosti prvku{as,...,a,} délky n
v lexikografickém poradi (uvazujem a; < a; pro i < j). V kroce 4.(a) vzdy
zkontroluje, jestli ma aktualni fetézec s; exemplaia znakl a; a pokud ano, tak
si oznadi jednu 1 mezi A a |,,. Jakmile tam vSechny jednicky vyéerpd, tak dosel
k pozadované posloupnosti. Do té doby vzdy v kroku 5. nacte lexikograficky
nasledujici fetézec. V kroce 4.(b) pak nahradi a; bindrnimi fetézci §; a uvede
pasku do kyzeného poradku.

1. T transformuje vstup do tvaru s (n)s , (p)2, (s1)2 , -, (8y)2” (Viz lemma

11.7)

2. T expanduje kazdy vstup parovaci funkce jako v lemmatu [£.1.6] Jestlize pti
tom vzniknou néjaké prazdné symboly na konci danych podretézci, tak se
jich zbavi prosté tak, ze zbytek konfiura¢niho tetézce posune doleva. Tzn.

na konci kroku 2. je konfiguracni retézec tvaru:
w 1M A 1) | 1(s1) | 1(s2) | |, 1(s0) @’

s1 $9 s3°”

3. Necht a je prvni neoznaceny prvek za *. Pokud

(a) a =1, tak T oznaéi a a misto prvniho € na pasce vlozi symbol a;.
(b) a = A, pak T odznadi vSechny prvky mezi * a A. Pokracuje krokem
4.

4. Na pésce je nyni fetézec '« a @ 3’ kde «, € A*. Necht a je prvni neozna-
ceny prvek Tetézce 'Q 3’ zprava. Pokud

(a) @ = a;, potom bud b prvni neoznéceny prvek fetézece zacinajictho na
pravém sousedovi |4,. Jestlize

i. b=1, tak T oznaci oba prvky a,b. Pokracuje krokem 4.
ii. b# 1, tak T odznaci vsechny prvky za /A a pokracuje krokem 5.

(b) a =@, potom T oznad¢i prvni neoznaceny prvek za ’A’. Necht ¢ je jeho
pravy soused. Jestlize

i. ¢ = |4, tak T vSechny prvky mezi * a @ nahradi € a kazdy symbol
a; substituuje za tetézec ;. Potom skondi praci.
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ii. ¢ =1, tak pokracuje krokem 5.

5. Na pasce je nyni '« a @ 3. Nechf a je prvni neoznaceny prvek [ zprava.
Jestlize

(a) a = a,, pak T misto a vlozi symbol d;. Pokacuje krokem 5.
(b) a=a;,1=1,2,....u—1 pak T misto a vloz symbol a; 1, odznaci vSechy
prvky za @ a pokracuje krokem 4.
O

Nyni jiz méame vSe potfebné k dokazani kyzené véty o asymptotickém vztahu K
a I. V literature se obvykle pripisuje Alexandru Zvonkinovi. (Zvonkin a Levin,
2007, Eq. 5.18)

Véta 4.1.9. (Zvonkin) Necht M, je ndhodnd zprdva se zdrojovou velicinou X,

potom
K(M,)~nH(X)

Dukaz. Tvrzeni rozdélime na dvé nervnosti

o 7 definice Kolmogorovovské slozitosti je oc¢ividné, ze existuje zobrazeni
Y UIm(M,) — {0,1}* takové, ze £(yp(m)) = K(m) pro kazdou moznou
zpravu m € Im(M,) an € IN. Kédové slovo ¥)(m) je v tomto pripadé pravé
prvek D(U) minimalni mozné délky, spliujici U(y(m)) = m, kde U je nas
fixni stroj. Jelikoz 1 je kddovanim, tak dle véty pro kazdé ¢ > 0

(e 558)-

(M) nooo
=P(1—-€e< 1
< ‘= ThH(X) )
« Ve tvrzeni jsme nasli stroj 7', ktery na vstupu p(m) pro vSechna
m € Im(M,), dal vistup T'(p(m)) = m. Odsud trividlné Kr(m) < {(p(m))
pro kazdé m € Im(M,). Z tvrzeni navic existuje ¢ € IN, ze

K(m) < Kr(m)+c<{(p(m)) +c¢ (4.1)

Dale si uvédomme, ze z tvrzeni [4.1.5| plyne HeMn) By 1 76 Sluckého véty

nH(X)
tedy He))te Py Odsud

nH(X)
K (M)
> <
1> P(n %) < 1+ e)
(41) ﬁ(p(Mn) +c n—0o0
> — 7 <
_P( nH (X) _1+€)—>1

Aplikaci tvrzeni tedy z obou bodi dohromady dostaneme

P(EOL) <= p(1-ex B <1y ) oy

pro kazdé € > 0 a to jsme chtéli. O]
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Disledek 4.1.10.
K(M,) ~ 1(M,)

Diikaz. Ve tvrzeni jsme ukézali, ze I(M,) ~ nH(X) a ve tvrzeni 4.1.9]
ze K(M,) ~ nH(X). Z lemmatu tedy plyne K(M,) ~ I(M,) a to jsme
chtéli. u

Jeden zptisob, kterym lze Zvonkinovu vétu interpretovat mizeme inspirovat

jednim problémem z lingvistiky. Jedna se o takzvany paradox pouziti/odkazovani.
(Chedid, [2017) Uvazme vétu:

Karel ma pét pismen

tato véta lze v zavislost na kontextu chépat dvéma zpiisoby: Bud tim myslime, ze
slovo Karel ma pét pismen. V tomto pripadé podmét této véty pouzivame. Nebo
tim myslime, ze ¢lovék jménem Karel vlastni pét pismen. V takovém pripadé
argument véty odkazujeme. Kolmogorovovska slozitost méri informaci uvniti te-
tézce, svlij argument pouziva, zatimco Shannonova informace fetézec ignoruje a
meri informaci spojenou s vybérem zpravy z néjaké predurcené mnoziny. Sviij
argument tedy odkazuje. Zvonkinova véta tika, ze tyto dva pristupy vychazeji v
pravdépodobnosti asymptoticky (skoro) stejné. Také si vSak z tohoto pohledu na
véc lze uvédomit, ze na vybranych zpravach mohou tyto dvé veli¢iny vychéazet
zcela odlisné. To si ukazeme v nésledujicich dvou ptikladech:

Priklad 4.1.3. Uvazujme ndhodnou zprdvu M, jejiz pismena tvori nahodny vybér
z veliciny X spliiujici P(X = 1) = 3 = P(X = 0). Potom I(1™) = log,(2") = n.
V lemmatu jsme ddle ukdzali existenci stroje T, ktery na vsech wvstupech
(n)g,n € N definoval vyjstup 1. Z véty vime, Ze

K(1™) < Kp(1M) 4+ 0(1) < log,(n) + O(1),Yz € D(T)

Z asymptotiky dilcich funkci navic existuje ng € IN splnujici Vn € IN,n > nyq :
logy(n) + O(1) < n. Odsud jsme ovsem pro n € N dostatecné velké nasli x €
Im(M,), ze

K(z) << I(x)

Zatimco Kolmogorovouska sloZitost totiz meri vnitrni strukturu daného retézce,
tak Shannonova informace se o Tetézec samotny vibec nezajimd. Z jistého po-
hledu je Shannonova informace spise charakteristikou zdroje nez samotné zprdvy.
Vzhledem k tomu, Ze vyskyt 1) md stejnou pravdépodobnost jako vijskyt kterého-
koliv jiného retézce dané délky, tak je skoro jedno ktery retézec nakonec budeme
kédovat. ProtoZe Shannonova informace svij argument odkazuje, tak nemd jako
koncept schopnost uchopit o jak jednoduchou posloupnost se ve skutecnosti jednd.

Priklad 4.1.4. Z véty[3.3.4) vime, Ze pro kaZdé n € N existuje nekomprimova-
telnd bindrni posloupnost dané délky, oznacme ji x,. Z definice nekomprimova-
telné posloupnosti plati K(x,) > n. At navic X je ndhodnd velic¢ina, kterd nabjvd
retézce x, s psti P(X = x,) = % a néjakého jiného Tetézce y, s psti také %.
Pokud je pravdépodobnostni rozdéleni této veliciny znamé strané, kterd zprdavu
prijimd, tak lze této znalosti vyuZit k tomu, aby se obé strany domluvili na kodo-

vani x, — 1 a y, — 0. To samozrejmé reflektuje i Shannonova informace obou
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retézed I(x,) = I(yn) = log,(2) = 1. Uvédomme si, Ze podle toho o jaké n > 1 se
jednalo, pak muze byt rozdil obou velicin znacnj:

I(z,) =1<n<K(z,)

Kolmogorovouvskad slozitost totiz nijak nepracuje s tim, jak dany retézec vzniknul.
Svuj argument pouzivda. Kdyby vsak néjaky staciondrni zdroj emitoval zprdvu slo-
zZenou pouze z podretézcu x, a vy, pak pravidelnost, kterd by se v tom retézci pro
dlouhé zprdvy zacala projevovat, byla jisté vyuzitelnda k viyhodné kompresi. Rozdil
mezi Shannonovou informaci a Kolmogorovouvskou sloZitosti by z véty pro
dané zpravy s délkou klesal, aZ by v podstate vymizel.
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4.2 Nerovnosti

Pomérné jednoduchym dusledkem Zvonkinovy véty je, ze najdeme-li néjakou
linearni nerovnost pro Kolmogorovovu slozitost, potom dané nerovnost bude pla-
tit i pro Shannonovu entropii. Tento diisledek se pokusime ukazat v této podkapi-
tole. Nejprve, ale budeme muset néjak formalné zadefinovat, co myslime (linearni)
kolmogorovovskou a entropickou nerovnosti.

Znaceni. At M = {iy,...;ix} € {l,...,n} a necht X = (X1,....X,) je konecny
nahodny vektor, potom oznacme Xy = (X;,,.....Xi, ).

Definice 4.2.1. M¢jme konecnyj ndhodngj vektor X = (X, ;s Xn) @ redlng vektor
A= (Mg, A} A [12,.0)) € R™. Potom rekneme, Ze pro X plati linedrni entro-
pickd nerovnost s koeficienty A, pokud

> AuH(Xy) 20

MQ{LQ,,’N/}

Pokud navic plati linedrni entropickd nerovnost s koeficienty A pro kaZdy konecny
ndhodny vektor'Y délky n, pak rekneme, Ze plati (obecny tvar) linedrni entropické
nerovnosti s koeficienty X.

Podobna definice plati i pro obecny tvar Kolmogorovovské nerovnosti. Je dobré
si uveédomit, ze zde do danych nerovnosti vstupuje ndhodna veli¢ina. Vzpomenme
si, ze nerovnost obsahujici ndhodnou veli¢inu z definice plati, pokud je spl-
néna s pravdépodobnosti rovnou 1.

Definice 4.2.2. Mé&jme konecny ndhodny vektor B = (By,...,By,), kde ndhodné
veliciny B; spliiugi Im(B;) C {0,1}* a redlny vektor X = (Ag, A1}, A (1,2,.n}) 2
R™. Potom rekneme, e pro B plati linedrni Kolmogorovouskd nerovnost s koefi-
cienty X\, pokud
> AuK(Bu)>0
MC{1,2,...,n}

Pokud navic plati linedrni Kolmogorovouvskd nerovnost s koeficienty X\ pro kazdy
konecny ndhodny vektor D = (Dy,Ds,....D,)) spliiujici Im(D;) C {0,1}*, pak vek-
neme, ze plati (obecny tvar) linedrni Kolmogorovouvské nerovnosti s koeficienty

A

Lemma 4.2.1. Necht X = (X,.....X,) je konecny ndhodnyj vektor, R néjakd
koncend mnozina a 1 : Im(X) — R prosté zobrazeni. Potom

H(X) = H(¥(X))

Diikaz. Protoze existuje jednoznacéna korespondence mezi Im((X)) a Im(X),
tak je tvrzeni v podstaté jednoduchym disledkem definice entropie:

HW(X)) = Y.  —P@(X)=a)logy(P((X) = a))

aeIm(y(X)) ) )

= Y —P(X=4¢'(a))logy(P(X = v (a)))
a€lIm(p(X))

= > —P(X =0b)log,(P(X =1))
beIm(X)
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Nyni uz mame vse potiebné k dokazani véty o nerovnostech, ta se poprvé
objevila v ¢lanku (Hammer a kol., 2000, Theorem 1).

Véta 4.2.2. (Hammer) Necht plati linedrni Kolmogorovovskd nerovnost s koefi-
cienty A = (/\@,)\{1},...,)\{172 77777 n}) € R?". Potom plati linedrni entropickd nerovnost
s koeficienty .

Diikaz. Necht X = (X1,X5...,.X,) je koneény ndhodny vektor. Navic uvazujme
libovolna prosta zobrazeni ¢; : Im(X;) — {0,1}* a ndhodné veli¢iny B; := ¢(X;).
Potom bud M = {iy,is,...,ix.} libovolnd neprazdna podmnozina {1,2,..,n}. Paro-
vaci funkce < , > ndm umoznuje jednoznacné sloucit B;,i € M do jedné ndhodné
veliciny By =< By,,....B;, >. Nyni m&jme nahodny vyber 8 8%, . 8N
Bar, pro libovolné N € IN (existence ndhodného vybéru je popsdna napriklad v

(Kallenberg, 2002, Theorem 2.19)). Potom z véty
1) 52 N
K857 .8%,...00

N

Ale <, >: ({0,1}")" — ({0,1})* a ¢ = (¢1,02,...,¢0,) jsou prosta zobrazeni. Tedy
z lemmatu E.2.] ihned:

) 2, ()

H(BM) = H(< BilaBiza"'aBik >) = H(BilaBi27‘~-7Bik) = H(XM)

Takze jsme pro libovolné neprazdné M C {1,2,...,n} dokézali:

1 2 N
K (B 837 - Bar”
N

Jelikoz ale < B ... 31 > je pro kazdé M C {1,2,....n} koneéné bindrni ndhodné
veli¢ina a z predpokladu plati obecny tvar linearni Kolmogorovovské nerovnosti
s koeficienty A, tak plati specialné i pro vSechny veli¢iny < 5](\?,..,51(\2\[) > kde
M C {1,2,....n}. Dohromady se Sluckého vétou tedy:

) 2, H(Ba) = H(Za)

(1) 5(2) (N)
K —
MC{1,2,...,n} MC{1,2,...,n}

Bud € > 0, tvrdim, ze P( Y Ay H(Xy) > —¢) = 1. Pro usnadnéni notace
MC{1.2,...,n}

oznacme H = 3 MrH (X)) a KV = > A K ( ](\/1[)7"'7 J(\f[V))

MC{1,2,...,n} MC{1,2,..,n}
Nebot z piedpokladu P(K™) > 0) = 1 a z (4.2) P(H > K™ —¢) 5 1, tak z
lemmatu [2.2.6k

P(H > —€¢)>P(H>KN —enK®™ >0) X2

Tedy P(H > —¢) 22%% 1 pro libovolné € > 0. Ale H nezévisi na N, tedy
P(H > —¢) =1Ye > 0. Odsud P(H > 0) = 1, pro H konstantni a kone¢né

> AuH(Xy) >0

MC{1,2,...,n}
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Z.aver

Cilem této prace bylo formalné zavést a porovnat dvé formalizace kvantitativ-
niho aspektu informace ulozené ve zpravé: Kolmogorovovskou slozitost a Shan-
nonovu informaci.

Ve druhé kapitole jsme zavedli Shannonovu informaci jakozto funkci v prave-
podobnosti. Stala za ni intuitivni myslenka, ze s nastanim pravdépodobného
jevu se poji méné informace nez s jevem nepravdépodobnym. Na zakladé jis-
tych ,rozumnych® vlastnosti jsme ukézali, ze takova funkce je v podstaté urcena
jenoznacné. V prubéhu této prace jsme si navic uvédomili, Zze pokud prijmeme
néjaké zakladni predpoklady z teorie pravdépodobnosti, potom nam Shannonova
informace dava spodni odhad na délku binarni komprese prislusné zpravy. For-
malné to znamena, ze vezmeme-li jakékoliv binarni kodovani vsech moznych zprav
nad ur¢itou abecedou, potom pravdépodobnost toho, ze kdédové slovo libovolné
zvolené zpravy bude vyrazné kratsi nez je Shannonova informace dané zpravy,
jde s rostouci délkou zprav k nule. Navic jsme nasli binarni kédovani, které se
této hranici bylo schopno az na zanedbatelnou chybu asymptoticky ptibliZit.

Na zacatku treti kapitoly jsme ovsem vysvétlili, Ze Shannnova informace méa pro
aplikovatelnost na binarni kompresi zprav v realném svété urcité rezervy. Jako ro-
zumnou alternativu jsme tedy uvedli Kolmogorovovskou slozitost. Ta je definovna
jako nejkratsi algoritmicky popis prislusné zpravy. Kolmogorov jako formalizaci
algoritmického popisu zpravy prijal délku minimalniho vstupu do univerzalniho
Turingova stroje, na kterém tuto zpravu emituje. Diky vlastnostem univerzalnich
stroji se ukazalo, ze Kolmogorovovska slozitost az na konstantni ¢len nezavisi na
vybéru univerzalniho Turingova stroje. Narazili jsme ovsem na to, Ze neexistuje
algoritmus, ktery by Kolmogorovovskou slozitost spocetl.

Obé definice maji tedy své zejici problémy. Kolmogorovovska slozitost nejde spo-
¢itat, ale je dobre filosoficky ukotvena a Shannonova informace jde snadno od-
hadnout, ale jsou s ni spojeny problémy aplikovatelnosti v praxi. Ukazali jsme
vsak, ze mezi témito dvémi komplementarnimi definicemi existuje most. Ten jsme
pojmenovali Zvonkinova véta. Ta tika, ze prijmeme-li predpoklady Shannonovy
teorie, potom vychazi Kolmogorovovska slozitost a Shannonova informace az na
zanedbatelnou chybu asymptoticky stejné. Tato véta ndm jinymi slovy sdéluje,
ze algoritmicky popis zpravy a mira ,statistické“ informace uvolnéné s poslanim
této zpravy vychazeji priblizné stejné. V disledku toho jsme pomérné snadno
ukazali Hammerovu vétu uvadéjici, ze pokud plati néjaka linearni nerovnost pro
Kolmogorovovskou slozitost, potom plati i pro Shannonovu entropii.
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