9. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Totalni unimodularita

D: Ctvercova matice M € Z"™ " je unimoduldrni, pokud det M € {—1,1}.

T: Soucin a inverze unimodulérnich matic jsou unimodularni matice.

T: Unimodularni matice jsou pravé ty celo¢islené matice, jejichz inverze je celociselné.
D: Matice M € R"™*" je totdalné unimoduldarni, pokud determinant kazdé jeji ctvercoveé
podmatice je roven —1,0 nebo 1.

D: Mnohostén nazveme celociselngm, pokud ma vSechny vrcholy celociselné.

T: Uvazme linearni program max c’z, Az < b, x > 0, kde b je celociselny vektor a A
je totalné unimodularni matice. Pak je mnohostén ptipustnych reseni celociselny:.

T (Disledek piedchozi véty): Uvazme celoéiselny program ILP: maxcle, Ax < b,
r > 0, x € Z a jeho linearni relaxaci LP: maxc’x, Az < b, x > 0. Pokud je b
celociselny vektor a A totalné unimodularni, pak vrcholové optimalni reSeni LP je
optimalnim fesenim ILP.

PRIKLAD PRVNI Necht A je totalné unimodularni matice a necht I je libovolné
velkd matice, kterd méa v kazdém sloupci pravé jednu jednotku a zbytek nuly. Dokazte
nasledujici:

e Dokazte, ze A miize obsahovat jen prvky 0, 1 nebo —1.

o Ukazte, 7e AT, (_AA) a (A|I) jsou totalné unimodularni matice.

PRIKLAD DRUHY Méjme zadanou matici X. Ovérte, jestli matice X je totalné
unimodularni, bez pouziti nasledujictho prikladu.

0 -1 0 00
1 0 -1 10
X = 0O 1 1 01
0O 0 0 11
PRIKLAD TRETI Méjme matici A velikosti m x n, jejiz radky jdou rozlozit na dveé

skupiny B a C. Necht také plati:

o Ac{-1,0,1}m*"

e kazdy sloupec obsahuje nejvyse 2 nenulové hodnoty;,

e Pokud maji dvé nenulové hodnoty v jednom sloupci A stejné znaménko, tak jeden
radek patii do B a druhy do C.

e Pokud maji dvé nenulové hodnoty v jednom sloupci A riuzné znaménko, tak oba
radky patii do B, nebo oba patii do C'.

Dokazte, ze A je potom totalné unimodulérni.



Tip: Dokazujte indukei podle velikosti ¢tvercové podmatice. Zacénéte tim, ze eliminu-
jete pripady, kdy v jednom sloupci je nejvyse 1 nenulova hodnota.

PRIKLAD CTVRTY Dokazte, ze kazda matice incidence orientovaného grafu je totalné
unimodularni.

PRIKLAD PATY Dokazte, ze matice incidence neorientované¢ho grafu je totalné
unimodularni pravé tehdy, kdyz graf je bipartitni. Plyne z tohoto tvrzeni snadné
hledani celociselnych feseni nékterych problému?

PRIKLAD SESTY Naleznéte matici, kterd neni totalni unimodularni, ale elemen-
tarnimi radkovymi tpravami z ni lze dostat totalné unimodularni matici.



