4. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Linearita, afinita, konvexita ... prosté geometrie

D: Mnozina K C R? se nazyva konvexni mnoZinou, pokud Va,y € K,Vt € [0,1] : tz+ (1 —t)y € K.
Jinak Tec¢eno, kazda tsecka se dvéma konci v K musi mit kazdy bod obsazeny v K.

D: Vektor z je konvexni kombinaci mnoziny vektort ay, as, . ..a, pokud z = >  aa;, kde o; jsou
realna ¢isla spliwujici Y ;' , o = 1 a navic Vi : o; € [0, 1].

MnoZina bodii/vektorit V' C R? je v konvezni poloze (,konvexné nezévisla“), pokud plati, ze zadny
vektor v € V neni konvexni kombinaci ostatnich.

D:  Konvexni obal conv(V) mnoziny vektori V C R? je mnozina konvexnich kombinaci jakékoli
kone¢né podmnoziny vektoru z V.

D: Konvexni mnohostén je libovolny objekt v R?, ktery je prinikem kone¢né mnoha poloprostorti.
Alternativné muzeme ¥ici, ze konvexni mnohostén je libovolnad mnozina bodu tvaru {z | Az < b} pro
né&jakou redlnou matici A a realny vektor b.

D: Necht P je konvexni mnohostén a ¢ € R™, ¢t € R. Jestlize Vo € P : cl'z < t a zéroven 3z : ¢’a = t,
oznacime {z | ¢’z =t} jako te¢nou nadrovinu n; konvexntho mnohosténu P.

Pruniky teénych nadrovin s mnohosténem S = n; N P pak nazyvame sténami mnohosténu P. K nim
také zapocitavame dvé nevlastni stény () a P.

D: Stény dimenze 0 nazyvame vrcholy. Stény dimenze 1 nazyvame hrany. Stény dimenze d — 1
nazyvame fasety.

D: Rekneme, 7Ze konvexni mnohostén je omezeny, pokud se vejde do koule s konecné velkym
polomérem. Pro dobrou intuici si stac¢i predstavit, Ze mnohostén neutikéd do nekonecna.



PRIKLAD PRVNI

e Vime, Ze v R? je maximalné d linearné nezavislych vektorti a maximalné d+1 afinné nezéavislych
vektort. Kolik nejvyse je v R? konvexné nezéavislych vektorii?
e Jaky je pocet stén 3D krychle?

PRIKLAD DRUHY Necht A C R" je afinni prostor. Z definice je pak A tvaru A = L 4 v pro
néjaky linearni prostor L a néjaky vektor v. Dokazte, ze existuje pravé jeden linearni prostor L C R"™
takovy, ze A = L + v pro né&jaky vektor v.

Charakterizujte vSechny vektory v, které posunou linearni prostor L na afinni prostor A.

PRIKLAD TRETI Vlastnosti polytopt:
e Uvazte vas oblibeny konvexni mnohostén P a najdéte dvé riizné te¢né nadroviny n, ny, jejichz
neprazdny prinik s P urc¢uje tutéz sténu.
e M¢jme konvexni mnohostén P. Dokazte, Ze prunik dvou stén P je také sténa P.

PRIKLAD CTVRTY  Mgjme mnohostén P = {x € R | 2 > 1 & = < 2}. Preved'te zapis jeho dvou
nerovnicovych podminek do rovnicového tvaru a nakreslete mnohostén z rovnicového tvaru (jeho
prostoru vzroste dimenze).

PRIKLAD PATY Dokazte, Ze kazdy omezeny konvexni mnohostén dimenze d v R? mé alespoii
d + 1 vrcholi a alespon d + 1 faset.

PRIKLAD SESTY Dokazte nasledujici tvrzeni. Necht M C R™. Pro kazdy vektor u € R”
plati Aff(M) +u = Aff(M + u) a conv(M) + u = conv(M + u).



