Ptiklady na procviceni z Linearni algebry 2 (LS 2020/2021):

(13) Kvadratické formy a Sylvestriv zakon setrvac¢nosti

Definice 1 M¢jme vektorovyj prostor V nad T. Bilinearni forma je zobrazeni b : V? — T,
které je linedrni v obou slozkdch. Tedy Vo, € T a u,v,w € V plati,

b(au + v, w) = ab(u, w) + Bb(v, w)
b(w, au + pfv) = ab(w,u) + Bb(w, v).

Definice 2 Bilinedrni forma b je symetrickd pokud b(u,v) = b(v,u) pro vSechna u,v.

Definice 3 Zobrazeni f : V. — T je kvadratickd forma, pokud se dd vyjadrit f(u,u) =
b(u,u) pro néjakou symetrickou bilinedrni formu b.

Véta 1 (Sylvestritv zdkon setrva¢nosti) Bud f(r) = 2T Ax kvadratickd forma. Pak
existuje baze, vici niZ md f diagondlni matici s proky 1, —1,0. Navic, tato matice je aZ na
potadi pruki jednoznacnd.

Cv. 1. Urcete signaturu formy dané matici

A:

N = =

Reseni:
Matici diagonalizujeme provadénim fadkovych a sloupcovych aprav (po prove-
deni jedné radkové tpravy provedeme vzdy identickou sloupcovou tpravu).

Prvni aprava v nésledujicim postupu je odec¢teni prvniho fadku od druhého, po
kterém nasleduje odecteni prvniho sloupce od druhého. Déale pfi¢teme dvojnaso-
bek prvniho fadku (sloupce) ke tfetimu a nakonec dvojnasobek druhého fadku
(sloupce) ke tretimu.
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Vysledna matice je v diagonalnim tvaru s dvéma kladnymi a jednim zapornym
prvkem na diagondle, jeji signatura je tedy (2, 1,0).



Cv. 2. Najdéte polarni bazi realné kvadratické formy g((z,vy, 2)T) = 222 — 22y a urcete
jeji signaturu.

Reseni:

Postup je podobny jako pii diagonalizaci matice kvadratické formy, jenom je
nutné ,, pamatovat® si pouzité tpravy. Pievadime-li A na diagonalni matici ST AS
pomoci Fadkovych a sloupcovych tprav, pak matice ST je vlastné soucin matic
provedenych elementarnich iprav a matice S je soucinem (stejnych) sloupcovych
lprav.

Je-li na zac¢atku vypoctu matice A matici kvadratické formy vzhledem ke kano-
nické bazi, pak dle véty o matici kvadratické formy pii zméné baze je vysledna
ST AS matic stejné formy vici bazi B pro kterou je S = | [id]; a tedy B je
béze tvorena sloupci matice S. Polarni baze je takova, vici niz je matice kvad-
ratické formy diagonélni, tedy mame-li pfevod A na diagonalni tvar ST AS, pak
sloupce matice S tvori hledanou polarni bazi.

Proto, abychom S spocitali, stac¢i postupné aplikovat sloupcové tpravy pouzité
pfi diagonalizaci A na jednotkovou matici (na A aplikujeme Fadkové i sloup-

cové tpravy, ale pomoci S si , pamatujeme” jenom ty sloupcové, radkové jsou
reprezentovany matici ST, ale tu poéitat nemusime).

Konkrétné pro danou kvadratickou formu g((x,y, 2)7) = 2zz — 22y uréime jeji
matici (vzhledem ke kanonické bazi)
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a tu diagonalizujeme spolu s jednotkovou matici, na kterou ale aplikujeme jenom
sloupcové tpravy.
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(pricetli jsme tfeti fadek a sloupec k prvnimu, na pravé strané jenom sloupec)
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(odecteme polovinu prvniho fadku a sloupce od posledniho)
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Cv.

(spise z estetickych duvodii nakonec vynasobime posledni fadek a sloupec dvéma,
prvek na pozici (3, 3) se tak vynésobi 4).

Polarni baze je tvorena sloupci matice S (prava strana ve vypoctu), to jest
vektory
(1,0,0)%, (0,1,1)", (=1,0,)7

a signatura formy je (1,1,1).

. Kvadraticka forma mé (vzhledem ke kanonické bazi) vyjadieni

g((w,z,y,2)") = 20* + 2wz — 2* — 202 — 22

Urcete jeji signaturu.
Reseni:

Z analytického vyjadfeni formy sestavime jeji matici (vzhledem ke kanonické
bazi).
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Na tuto matici aplikujeme postup s fadkovymi a sloupcovymi tpravami a pie-
vedeme ji na diagonalni tvar.
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(Pozor, tprava na druhém radku je ode¢teni ¢tvrtého fadku a sloupce od dru-
hého.)

Vysledné signatura formy je (1,2, 1).

. V zavislosti na parametru a € R urcete signaturu formy s matici B a s matici C'

111 123
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Reseni:
Nyni jiz fddkovou a odpovidajici sloupcovou tpravu provedeme najednou.

Pro matici B:
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Pro matici C:
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Signatury obou forem jsou tedy stejné a zavisi na znaménku parametru a (za-
vislost je trividlni, pfesny vysledek zde nevypisujeme).

. Mégjme danu realnou kvadratickou formu

g((z,y,2)") = 2 + 2y + 20y + 2y* + 2ayz + 52°.

Pro které hodnoty parametru a € R je tato forma positivné definitni a pro které
hodnoty je negativné definitni?

Reseni:
Matice formy se od pfedchozi 1isi jen nepatrné,

111
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1 a 5
Pro ovéreni positivni definitnosti vyjdou prvni dva determinanty stejné jako
v predchozim prikladu, staci tedy vypocitat pouze

det(A3) = —a® +2a+3 = —(a —3)(a +1).

Jeho hodnota bude kladné pro a € (—1,3), takze matice A, resp. kvadraticka
forma g, je positivné definitni pravé tehdy, kdyz a lezi v intervalu (—1, 3).

Kvadraticka forma ¢ nemuze byt negativné definitni pro zadné a € R, nebot
g((1,0,0)7) = 1 > 0 nezavisle na volbé parametru a.

. Najdéte polarni bazi kvadratické formy g((z,y, 2)7) = 22 + 3wy +x2 + 4y* + y=

na vektorovém prostoru Z3.

Reseni:
Postup je shodny s postupem v predchozim prikladu, pouze ho provadime nad
télesem Zs.

Matice dané kvadratické formy (vzhledem ke kanonické béazi) je
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Nyni diagonalizujeme pomoci fadkovych a sloupcovych tprav a na pravé strané
provadime pouze sloupcové upravy.
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Z vysledné matice ur¢ime polarni bazi

(1,0,0)%, (3,1,0)%, (0,3,1)".



