Ptiklady na procviceni z Linearni algebry 2 (LS 2020/2021):
(11) Pozitivné definitni matice II

Definice 1 Necht A € R™ " je symetrickd. Matice A je pozitivné semidefinitni, pokud
pro vsechna © € R™ plati, Ze 2T Ax > 0 a A je pozitivné definitni, pokud pro vsechna
nenulovd x € R™ plati, ze x7 Az > 0.

Véta 1 (Choleského rozklad) Pro kaZdou pozitivné definitni matici A € R™*"™ existuje
jedind dolni trojiihelnikovd matice L € R™™ s kladnou diagondlou takovd, Ze A = LL™ .

Cv. 1. Otestujte pozitivni definitnost matice A pomoci Choleského rozkladu.

4 =2 4
A=1-2 10 1
4 1 6

Reseni:

Pro kazdou pozitivné definitni matici existuje jedina dolni trojuhelnikova matice
L € R s kladnou diagonalou takové, ze A = LLT (Choleského rozklad). K do-
kézani pozitivni definitnosti matice A nam tedy stac¢i nalézt takovou matici L.

P1i konstrukci postupujeme stejné jako algoritmus ze skript. Protoze je L dolni
trojihelnikova, vime, ze ¢ast prvku tvori nuly.

4 =2 4 e 0 O e o o
A=|-2 10 1] =|e e 0 0 e o =LL"
4 1 ©6 e o o 00 e

Uréime nejprve prvek ¢;;. Protoze prvek aq; je dan maticovym nasobenim prv-
niho fadku matice L s prvnim sloupcem matice LT (ktery odpovida prvnimu
fadku), mizeme zapsat aj; = (3, + (3, + (2;. Prvky {19, {13 se nicméné rovnaji
nule, tedy plati 4 = a;; = (3, a proto £;; = 2 (fakticky mame dvé moznosti: 2 a
—2, ale hodnotu 2 volime proto, ze L musi mit kladnou diagonalu).

4 -2 4 2 00 2 o e
—2 10 1]l =1e @ 0 0O o e
4 1 6 e o o 0 0 e

Vsimnéme si, ze kdyz budeme pokracovat v nasobeni prvntho fadku L se zbylymi

sloupci LT, kvili nuldm v prvnim fadku dostavame rovnici a1y = (L)1 (LT )1 =

2(}1. Diky té snadno uréime prvky v prvnim sloupci L jako £;; = “E.

4 -2 4 2 00 2 -1 2
-2 10 1] =1-1 e O 0 e
4 1 6 2 e e 0 O

Pokra¢ujeme vypoctem f55. Podobné jako pii ur¢ovani predchoziho diagonalniho
prvku, dostaviame vynasobenim druhého fadku a druhého sloupce rovnici 10 =

1



A9y = (3, + (35 + (35 = (—1)% + (3, + 0. Po tpravé dostavame (3, = 9 a tedy
ly9 = 3 kviili pozitivité diagonaly.

4 -2 4 2 00 2 -1 2
-2 10 1]=11-1 3 0 0 3
4 1 6 2 e e 0 0

Diky tomu, Ze druhy fadek matice L je kompletni, mizeme dopocitat podobné
jako predtim i druhy sloupec L.

4 =2 4 2 00 2 =1 2
-2 10 1] =(1-1 3 0 0 3
4 1 6 2 1 e 0 0 e

Cely cyklus opakujeme jesté jednou pro tfeti sloupec matice L. Nejprve spoci-
tame diagonalni prvek ¢33 = 1 a poté i ostatni prvky v tfetim sloupci (zadné uz
nejsou). Dostéavame rozklad

4 -2 4 2 00 2 —1 2
A=[-2 10 1|=[-1 3 0 0 3 1| =LL".
4 1 6 2 11 0 0 1

Matice A je tudiz pozitivné definitni.

Uvédomme si dale, ze jsme v prubéhu konstrukce nikdy neméli na vybranou, jaky
prvek pro libovolné £;; zvolit. Jedina situace byla, kdyz jsme urcovali diagonalni
prvky, ale protoze diagonédla musi byt kladna, méli jste stejné jen jedno FeSeni.
Tedy matice L je skutecné dana jednoznacné.

. Naleznéte Choleského rozklad nasledujicich matic, nebo zduvodnéte, Ze nejsou

pozitivné semidefinitni.

1 -3 2 o 1 2 -3
A=[-3 13 2], B:(I" 51”) c=12 4 1
2 2 21 no Oin 1

Reseni:
Matice A a B jsou pozitivné definitni a jejich Choleského rozklad je

1 00\ /1 =3 2
A=L,%=-320]0 2 4],
2 41/ \0 0 1

1 0 I, I
_ T n n n
B =Lplp (In 21n> <0 2[n> '

Matice C' naopak neni pozitivné semidefinitni.

Cv. 3. Pomoci Choleského rozkladu invertujte matici

1 2 -1
E=12 5 =2
-1 -2 2



Cv.

Cv.

Cv.

Reseni:

ProtoZe je matice E pozitivné definitni, lze rozlozit do tvaru £ = LL*. Pro
jeji inverzi tedy plati E~! = (LLT)™! = L=TL~!. Misto pocitani inverze pifmo
tedy mizeme spocitat nejprve Choleského rozklad, nasledné inverzi dolni troja-
helnikové matice L a na zavér vzniklou inverzi L~! vynasobime s jeji transpozici.

1 00 1 00 6 -2 1
L=(2 10], L7'=-210|, E'=-2 1 0
-1 0 1 1 01 1 0 1
Takovyto postup muze byt nékdy vypocetné méné néroc¢ny, nez pocitat inverzi

matice F primo.

. Pomoci Choleského rozkladu vyteste soustavu Az = b.

1 -2 5 0 -3
-2 13 -13 9 15
A= 5 —13 42 —-111|’ b= —10
0 9 —11 14 4
Reseni:
Choleského rozklad matice je A = LLT, kde
1 0 0 0
-2 3 0 0
L= 5 -1 4 0
0 3 —-21

Zavedeme substituci LTz = y. Tedy b = Az = LLTx = Ly.

ProtoZe matice (L, LT) obou soustav jsou v odstupiiovaném tvaru, staci pro-
vést jen dvakrat zpétnou substituci. ReSenim obou soustav tedy dostaneme
r=(1,2,0,—1)T.

. Ukazte, Ze libovolna mocnina pozitivné semidefinitni matice je pozitivné semi-

definitni matice.

Reseni:

Proni zpisob:

Pro sudé mocniny: 27 Akz = 2T A5 [Asx = 4TIy > 0.

Pro liché mocniny: 27 Akz = dTA S AA T ¢ = yT Ay > 0.

Druhjj zpusob: ProtoZze matice A je pozitivné semidefinitni, ma nezdporna vlastni
¢isla A, ... \,. Matice A¥ m4 vlastni &isla jejich k-té mocniny A}, ... \F které
jsou taky nezaporné. Tudiz A* je pozitivné semidefinitni.

. Nad symetrickymi maticemi z R™*™ definujme relaci < predpisem A < B pokud

B — A je pozitivné semidefinitni. UkaZte, Zze < je relace ¢astecného usporadani.

Reseni:
Ukézeme postupné, ze < spliuje reflexivitu, antisymetrii a tranzitivitu.



e Pro kazdou matici A je vyraz A < A ekvivalentni tomu, ze A — A =0, je
pozitivné semidefinitni. Pro kazdé z € R” je 270,z = 0, tedy 0,, je pozitivné
semidefinitni a < je reflexivni.

e Pokud pro dvojici matic A, B plati, ze A < B a zaroven B < A, znamené
to, ze obé matice B — A i A — B jsou pozitivné semidefinitni matice. Tedy
pro libovolny vektor z plati, ze 27 (B — A)x > 0 a také 27(A — B)x >
0, neboli 2"Bx — 27Az > 0 a 27 Az — 2" Bz > 0. To mtZeme upravit
na ' Bx > a7 Ax a zaroven z' Az > 2T Bz, z ¢ehoz plyne, 7ze 2T Ax =
2T Bx. Protoze jsme zvolili libovolné x, plati to pro viechny vektory, ¢imz
dostavame rovnost A = B. Relace < je tedy antisymetricka.

e Méjme matice A, B,C takové, 7e A X Ba B <C. Tedy M = B— A a
N = C — B jsou pozitivné semidefinitni matice. VSimnéme si, ze M + N =
(B—A)+(C—B)=C—A. Pokud je tedy M + N pozitivné semidefinitni,
potom plati, Ze A < C. Protoze ale pro kazdé x plati 2"’ Mz > 0 a 2" Nz >
0, také 27(M + N)x = 2" Mz + 2" Nz > 0. Relace < je tedy transitivni.



