Ptiklady na procviceni z Linearni algebry 2 (LS 2020/2021):
(9) Vlastni ¢isla IV

Véta 1 (Gerschgorinovy disky) Kazdé vlastni ¢islo A matice A € C"*" lezi v kruhu
o stredu a;; a polomeru Y., |ai;| pro néjaké i € {1,...,n}.

Véta 2 (Spektralni rozklad symetrickych matic) Pro kaZdou symetrickou matici A €
R™" ezistuje ortogondlni @ € R™™ qa diagondlni A € R™" tak, Ze A = QAQT.

Véta 3 (Courant-Fischer) Necht Ay > --- > X, jsou vlastni ¢isla symetrické matice
A e R™™. Pak
M = max 2zl Az, N\, = min 27 Az
z:||z||2=1 x:||z||2=1

Véta 4 (Perron) Bud' A € R™" kladnd matice (tj. a;; > 0 pro vSechna i, j). Pak nejvétsi
(v absolutni hodnoté) vlastni ¢islo je redlné kladné, je jediné, a pFislusny vlastni vektor je
kladny (ve vSech slozkdch). Navic Zddnému jinému vlastnimu ¢islu neodpovidd nezdaporny
vlastni vektor.

Cv. 1. Urcete Gerschgorinovy disky pro matici

1 0 -2 0
0 12 0 -4
A:—10—1o
0 5 0 0

a pomoci nich rozhodnéte, zda ma matice A aspon dveé realné vlastni ¢isla.

Cv. 2. Pomoci Gerschgorinovych diskt rozhodnéte, zda je néasledujici matice regularni:

10 =1 5 2
2 =7 1 2
0 3 -5 1
2 -1 3 7

Cv. 3. Ukazte, ze vlastnosti kladné matice z Perronovy véty obecné neplati pro neza-
pornou matici. Konkrétné, najdéte takové matice A > 0, pro které postupné
plati vlastnosti

(a) p(4) =0,
(b) p(A) je vicendsobné vlastni ¢islo,

(c) existuje vlastni ¢islo A # p(A) takové, ze |A| = p(A).
Cv. 4. Bud v vlastni vektor symetrické matice A € R"*"™. Dokazte:

w € {v}t = Aw € {v}*.

Cv. 5. Budte A, B € R™" symetrické. Dokazte A\ (A + B) < A (A) + M\ (B).

Cv. 6. Bud A € R™" symetrickd matice s vlastnimi ¢isly A\; > --- > \,,. Dokaite, ze
A >ay; > A, prokazdé i =1,...,n.



