Ptiklady na procviceni z Linearni algebry 2 (LS 2020/2021):
(9) Vlastni ¢isla IV

Véta 1 (Gerschgorinovy disky) Kazdé vlastni ¢islo X matice A € C"*" lezi v kruhu
o stiedu a;; a poloméru Y, ,; |aij| pro néjaké i € {1,...,n}.

Véta 2 (Spektralni rozklad symetrickych matic) Pro kaZdou symetrickou matici A €
R™ " existuje ortogondlni @Q € R™" a diagondlni A € R™" tak, ze A = QAQT.

Véta 3 (Courant-Fischer) Necht Ay > --- > X, jsou vlastni cisla symetrické matice
A e R"™", Pak
A\ = max zlAz,\, = min 7 Az
zillefla=1 wilela=1

Véta 4 (Perron) Bud' A € R™" kladnd matice (tj. a;; > 0 pro vSechna i, j). Pak nejvétsi
(v absolutni hodnoté) vlastni ¢islo je redlné kladné, je jediné, a prislusny vlastni vektor je
kladny (ve vSech slozkdch). Navic Zddnému jinému vlastnimu ¢islu neodpovidd nezdaporny
vlastni vektor.

Cv. 1. Urcete Gerschgorinovy disky pro matici

1 0 -2 0
0 12 0 -4
A -1 0 -1 0
0O 5 0 O

a pomoci nich rozhodnéte, zda ma matice A aspon dvé realna vlastni ¢isla.

Reseni:
Dle véty o Gerschgorinovych discich vime, Ze kazdé vlastni ¢islo matice A lezi
v kruhu B(¢;,7;) o stiedu ¢; = a;; a poloméru r; = E#i]aij\ pro né&jaké i €

{1,...,4}. Pro zadanou matici A dostavame nasledujici kruhy (viz také obrazek
nize):

e =an =1, 11 = |aw| + |as| + a1a] = 0] + [=2[ + 0] = 2,

Cy = Uy = 12, Ty = |ag1| + |ags| + |azs| = |0] + |0] + |—4| = 4,

c3 = az; = —1, rs = lagi| + |asz| + [ass| = [=1] +[0] + ]0] = 1,

c1 = as =0, rs = |an| + |as| + ass| = |0[ + |5] + |0] = 5.
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Navic vime, Zze kazda komponenta souvislosti obsahuje tolik vlastnich ¢isel, z ko-
lika kruhtt dana komponenta vznikla. V kruhu B(ey,74) = B(0,5) tedy lezi 3
vlastni ¢isla A1, Ao, A3 matice A a v kruhu B(c,r2) = B(12,4) jedno vlastni
Gislo A4.

Komplexni vlastni ¢isla redlné matice mtuzeme sparovat do dvojic navzajem kom-
plexné sdruzenych ¢isel, vlastni ¢islo A4 proto musi byt realné (jinak by v kruhu
B(12,4) muselo lezet i vlastni &islo A4). V kruhu B(0, 5) lezi 3 vlastni &isla, aspoit
jedno z nich musi byt také realné. Nahlédli jsme tedy, Ze matice A méa alespon
2 realna vlastni ¢isla. Vypoctem muzeme zjistit, ze vlastni ¢isla matice A jsou

M=—V3, A=V3 \3=2a\ = 10.

. Pomoci Gerschgorinovych diskt rozhodnéte, zda je nésledujici matice regularni:

10 -1 5 2
2 =7 1 2
0 3 -5 1
2 -1 3 7

Reseni:
Uréime Gerschgorinovy disky a zjistime, zda matice mtze mit vlastni ¢islo A = 0.
Vlastni ¢islo A = 0 nemtze lezet v zddném z diskl, matice je proto regulérni.

. Ukazte, ze vlastnosti kladné matice z Perronovy véty obecné neplati pro neza-

pornou matici. Konkrétné, najdéte takové matice A > 0, pro které postupné
plati vlastnosti

(a) p(A) =0,
(b) p(A) je vicenasobné vlastni éislo,

(c) existuje vlastni ¢islo A # p(A) takové, ze |A| = p(A).
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Cv.

. Bud v vlastni vektor symetrické matice A € R™*"™. Dokazte:

w € {v}t = Aw € {v}*.

Resendt:

Jelikoz je A symetricka, tak existuje ortonormalni baze vlastnich vektori zy, . .., z,.
Navic z diikazu existence spektralniho rozkladu (Véty 2) muzeme predpokladat,
zev=oq 2. Tedy w=73, , o;z; a

1>1 i>1

Tedy Aw je také kolmé na v = aq - x7.

. Budte A, B € R™" symetrické. Dokazte (A + B) < A (A) + M\ (B).

Resendi:

Pomoci Courant-Fischerovy véty:
M(A+B) = ﬁnﬁmx 2" (A+ B)x = ‘r‘nﬁmx a" Az + 2" Bx
z:||z|[2=1 z:||z|[2=1

< max r'Ar+ max 27 B2’ =\ (A) + M\ (B).

z:||z||2=1 x|z’ ||2=1

. Bud A € R™" symetrickd matice s vlastnimi ¢isly A\; > --- > \,. Dokaite, ze

AN >ay; > A, prokazdé i =1,...,n.

Reseni:
Pomoci Courant-Fischerovy véty aplikované na vektory e;.

Qi = GZTA&L'

Tedy pro libovolné :

A\ = max zxl Az > e;TFAeZ- = a
:||z]|2=1

A\, = min 2l Az < eiTAei = a;
z:||z||2=1



