Ptiklady na procviceni z Linearni algebry 2 (LS 2020/2021):
(8) Vlastni ¢&isla II1

Definice 1 Necht A € C**™. Pak A € C je vlastni ¢islo matice A a x € C" je prislusny
vlastni vektor, pokud Ax = Az, z # 0.

Definice 2 Matice A, B € C"*" jsou podobné, pokud existuje requldrni S € C"*" takovd,
7e A=SBS™!.

Definice 3 Matice A € C™*" je diagonalizovatelna, pokud je podobnd diagondlni matici.

Cv. 1. Matici B prevedte do Jordanova normélniho tvaru a uréete vlastni vektory, popf.
zobecnéné vlastni vektory.
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Reseni:

Ne vSechny matice jsou diagonalizovatelné, napiiklad matice B. VSechny matice
jsou ale podobné matici v Jordanové normalnim tvaru. Ten si nyni pro matici B
spocteme.

Hledame tedy regularni matici S a matici v Jordanové normalnim tvaru J takové,
7e B = SJS™!. Zaéneme stejné, jako kdybychom chtéli ovéfit, zda je matice di-
agonalizovatelna, tedy spoc¢teme vlastni ¢isla a vlastni vektory. Charakteristicky
polynom vypada:
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Vlastni ¢isla jsou tedy A\; = 2 a Ay = 1. Jadro matice (B — 2I) ma dimenzi 1,
konkrétné Ker(B — 27) = span{(1,0,1)"}. Vlastnf &slo A = 2 m4 algebraickou
nasobnost 2 (je dvojnasobnym kofenem charakteristického polynomu), ale jeho
geometricka nasobnost je rovna 1 (prislusi mu pouze jeden vlastni vektor). Matice
B tudiz nema 3 linearné nezavislé vlastni vektory.

Pristoupime tedy k vypoctu zobecnénych vlastnich vektortu pro vlastni ¢islo A;.
Spocteme Ker ((B — 21)?) = span {(1,0,0)7, (0,0,1)” }. Nyni zvolime zobecnény
vlastni vektor zo z Ker((B — 21)%) \ Ker(B — 2I), naptiklad xo = (0,0,1)7.
Dopocteme vlastni vektor zq,

x1 = (B —2[)xy = (1,0, 1)".

Soustava (A — 17)x = 0 ma Fedeni span{(2, —1,1)"}. Ziskivime hledanou ma-
tici S.
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Také vypocteme jeji inverzi S—!

1 11 1 0 2 21 0 1 2 0
B=[0 10|l=(00 —1 020 -1 -1 1] =8JS
-1 0 3 11 1 00 1 0 -1 0

. Ve mésté Matfyzakové funguji tii lokalni politické strany, a to Anarchisté (A),

Blahovi (B) a Cilevédomi (C). Volby se Fidi nasledujicim pravidlem: Z voli¢t
strany A voli opét tuto stranu 75% jejich voli¢u, ale k B piejde 5% a k C
dokonce 20 %. Z voli¢u B piejde k A rovnych 20% a k C také 20 %. Nakonec,
z voli¢u C zistane jen 80 %, zbytek se rovnomérné rozdéli mezi A a B. Jaké bude
rozdéleni podpory stran v mistnim zastupitelstvu za delsi ¢asovy horizont?

Reseni:
Pravidla pro volby v Matfyzakoveé ilustruje nasledujici diagram:
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Vrcholy grafu reprezentuji stavy (volené politické strany) a hrany prechody mezi
danymi stavy, tedy pfesuny voli¢ti mezi témito stranami. Pro vypocet vysledného
rozdéleni sestavime prechodovou matici P, kde p;; reprezentuje pravdépodobnost
prechodu ze stavu j do stavu 4:

0,75 0,20 0,10
P=10,05 0,60 0,10
0,20 0,20 0,80

Prvni sloupec matice P tedy reprezentuje pravdépodobnost pfechodu ze stavu
A do stavu A (75 % voli¢i opét voli stranu Anarchistii), do stavu B (5% bude
volit stranu Blahovych) a do stavu C (20 % voli Cilevédomé).

Pokud je po¢ateéni rozlozeni sil dano stavovym vektorem x, € R3, vyvoj situace
v Gase popisuji stavy xg, Pxo, P2z, ..., P¥xq, kde P®x, oznacuje limj_,. P*
(pokud existuje).



Cv.

Diagonalizaci matice P dostaneme
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Limitni stav odpovida vektoru P>z, = %(QeTxo, el'xg, 3eT 1), rozloZeni podpory
stran se tedy ustali v poméru 2 :1: 3.

Jelikoz je matice P kladné, vysledné rozlozeni odpovidé slozkam vlastniho vek-
toru v = S,q, ktery piislusi vlastnimu ¢islu 1. Hledany pomér tedy miizeme také
pfimo najit jako slozky kladného vektoru v € Ker(P — 1 - I3).

. Difuze lé¢ebné latky mezi dvéma bunikami probihéa podle pravidla: 50 % latky

z prvni bunky piejde do druhé, ale jen 25% latky z druhé buniky piejde do
prvni. V jakém poméru se mnozstvi latky ustali?

Reseni:

Sestrojte prechodovou matici A pro presun latky mezi buikami a spocitejte vek-
tor A®xq reprezentujici limitni stav (muZete vyuzit fakt, Ze prechodova matice
je kladna). Mnozstvi latky v buiikdch se ustali v poméru 1 : 2.

. Ukazte, Ze jeden vlastni vektor matice A € R™*" nemuze p¥isluset riznym vlast-

nim ¢islim.

Reseni:

Bud z vlastni vektor matice A. Pro spor predpokladejme, Ze x prislusi vlastnim
¢islim Aq, Ao, pfi¢emz A1 # Ao. Podle definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru
plati Ax = Az a zaroven Ax = A\x. Potom ale dostavame A\;x = sz, neboli

)\1I — )\21‘ - ()\1 - )\2).73 = 0.

To znamené, ze plati A\ — Ay = 0 nebo x = 0. Vlastni vektor x je z definice nenu-
lovy, musi proto platit Ay — Ay = 0, a tedy Ay = A, cozZ je spor s piredpokladem
A1 # Ao

. Najdéte matici A jejiz vlastni ¢isla jsou A\; = 2 a Ay = 3 a piislusné vlastni

vektory jsou z; = (1,2)7 a zy = (2,5)T.

Reseni:

Jelikoz jsou vlastni vektory nezavislé, vime, ze A je diagonalizovatelna. Kon-
krétné A lze rozlozit na soucin SDS!, kde sloupce S jsou vlastni vektory a D
mé na diagonale vlastni ¢isla. Tedy dostavame
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Spocteme inverzni matici k matici .S:

(5 =2
o= (5 2)

Nyni miizeme dopocitat matici A:
Cement (12 [2 0\ (5 -2\ (-2 2
A=SDS _(2 5/\0 3/)\-2 1) \-10 7)°

Cv. 6. Ukazte, ze pokud je \ vlastni ¢islo readlné matice A pak i X je vlastni ¢islo matice
A.
Reseni:
A1 A jsou kofeny charakteristického polynomu.



