Ptiklady na procviceni z Linearni algebry 2 (LS 2020/2021):
(7) Vlastni ¢isla I1

Definice 1 Necht A € C"*". Pak A € C je vlastni ¢islo matice A a x € C" je prislusny

vlastni vektor, pokud Ax = Az, x # 0.

Definice 2 Matice A, B € C™*" jsou podobné, pokud existuje requldarni S € C™*™ takovd,
Ze A= SBS™ .

Definice 3 Matice A € C"*" je diagonalizovatelna, pokud je podobnd diagondlni matici.

Cv. 1. Matice A mé vlastni ¢isla A, ..., A, a jim odpovidajici vlastni vektory x1, ..., x,.
Dokazte, ze pak plati:

a) matice A% ma vlastnf &fsla A?,..., A2 a vlastn{ vektory xy, ..., z,,

(a)
(b)
)
)

matice A ma vlastni ¢isla a)q, ..., a), a vlastni vektory zq, ..., x,,

(c

(d) matice AT ma vlastnf &sla Ay, ..., \,, ale vlastni vektory obecné jiné.

matice A+al, mé vlastni ¢isla A1+, ..., \,+«a a vlastni vektory =1, ..., x,,

Reseni:

(a) Necht \; je vlastni ¢islo matice A a z; je jemu piislusny vlastni vektor. Pak
podle definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru plati Ax; = \;x;.
Chceme ukazat, Ze A? je vlastni ¢islo matice A> = AA s odpovidajicim
vlastnim vektorem z;, tedy, Ze plati rovnost A%x; = \x;. S vyuZitim vztahu
Ax; = \jz; dostavame

(b) Opét dle predpokladu plati Az; = A\;x;. Chceme dokazat, ze matice v A ma
vlastni ¢islo a); a prislusny vlastni vektor z;, tedy (aA)z; = (a\;)x;. Plati:

(aA)z; = a(A x;) = a(Nx;) = (aN)z;.

(c) Opét dle predpokladu plati Az; = A\x;. Chceme dokazat, Ze pro matici
A+ al, plati rovnost (A+al,)z; = (A +«a)x;. Podobné jako v predchozich
Castech dostaneme:

(A +al,)z; = Az + (aly)x; = Ny + oz, = (N + o).

(d) Pro dukaz této ¢asti muzeme vyuzit fakt, ze vlastni ¢isla matice A jsou
pravé kofeny jejiho charakteristického polynomu ps(A) = det(A — A1,).
7 vlastnosti determinantu vime, Ze transpozice matice hodnotu determi-
nantu neméni, tudiz plati

det(A — \I,,) = det((A — AL,)") = det(AT — \I,,).
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ProtoZe je ale zéroven det(AT — AI,,) = pur(\) charakteristicky polynom
matice AT, ma matice AT stejna vlastni ¢&isla jako matice A.

Vlastni vektory matice a jeji transpozice mohou byt obecné rizné, napf.
matice A = () ma vlastni vektory ve tvaru (o, 0)? pro a € R\ 0, zatimco
matice AT = (99) ma vlastni vektory ve tvaru (0,a)” pro a € R\ 0.

Cv. 2. Urcete, zda jsou nasledujici matice diagonalizovatelné:

4 -2 0
0O 2 0
6 -5 1
(0
=2 2
2 00
(c) A3 | —4 1 3
—4 0 4
Reseni:

(a) Aby vsSe fungovalo, musi byt matice S regularni, tedy matice A; musi mit
n linearné nezavislych vlastnich vektoru.

Spoctéme tedy vlastni ¢isla matice A;. Charakteristicky polynom matice
Al je
pa(A) = (4 =22 -1 -A).

Vlastni ¢isla se tedy rovnaji Ay = 4,9 = 2 a \3 = 1. Prlslusne vlastni
vektory ziskdme vyfeSenim homogenni soustavy rovnic (4; — AI) = 0, kde
za A dosadime postupné konkrétni vlastni ¢isla. Vyjdou tedy vektory =, =
c(1,0,2)T, 2y = c-(1,1,1)T a 23 = ¢-(0,0,1)T. Tyto vektory jsou linearns
nezéavislé. Matice A; je tedy diagonalizovatelna a mizeme ji napsat ve tvaru

SDS-, kde

S = a D=

N O =
—_ =
_ oo
O O =
S NN O
_ o O

(b) Postupujeme stejné jako u matice A; jen zde vyjdou komplexni vlastni &isla.
Charakteristicky polynom matice Ay se rovné pa,(\) = A2 — 2\ + 2. Koreny
polynomu py, jsou 1+i a1 —1 a k nim pifslusné vlastni vektory (1,1 +14)7
a (1,1 —4)". Matici Ay tedy miiZzeme naspat ve tvaru SDS™! pro matice

11 1+i 0
S_(l—l—z' 1-@) aD‘( 0 1—@)'



Cv. 3. Ukazte, ze matice B neni diagonalizovatelné:

B:(g 3)

Matice B mé vlastni ¢islo 0 s algebraickou nasobnosti 2. Pokud by tedy byla
diagonalizovatelné, pak by musela byt podobné nulové matici. Tedy pro néjako
regularni matici 9,

Resendi:

B=S50S"!'=0.

. Pro diagonalizovatelnou matici C' spoc¢téte tieti mocninu a druhou odmocninu.

Odmocninou rozuméjte takovou matici, jejiz druhd mocnina je dana matice.
—11 30
¢= (—10 24)
Reseni:
Méjme C' = SDS~! pro diagonalni matici D. Viimnéme si, Ze
C*F = (SDS™)" = D5,

Obdobné SD2S-1. §D25~1 = SDS1 kde D2 je diagonélni matice, kde jsou
1

na diagonale odmocniny diagonalnich prvka matice D, tedy D?; = /D ;.

Ttet{ mocninu matice C tedy spoéteme jako SD3S~! a odmocninu jako SDz S,

Nejprve musime zkonstruovat rozklad matice do tvaru SDS!:

(11030 (3 2\ (9 O\ (-1 2\  opou
C‘<—1o 24)—(2 1) (0 4)(2 —3>_SDS '

Nyni jiz muzeme spocitat tfeti mocninu a druhou odmocninu
3 2\ (729 0 -1 2 —1931 3990
3g—1 _ _ _ 3
st = (5 D) (7 60) (3 55) = (Ciaio ) ="

Lo (32) (3 0\ /-1 2\ _ (-1 6\ _ .
st = (5 1) (0 9) (5 &)= (5 )=

. U matice
10 0 7 -7
4 5 2 =2
16 4 15 -8
30 4 26 -—19

zname tii vlastni ¢isla a to 3, —4 a 5. Dopocitejte zbylé vlastni ¢islo.
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Reseni:

Nejpracnéjsi zpiisob: vydeélit charakteristicky polynom monomy znamych vlast-
nich cisel.

Jednodussi, ale stale pracny postup: vyuzit faktu ze soucin vlastnich ¢isel je
determinant matice. (Lze odvodit dosazenim 0 do charakteristického polynomu.)

Nejjednodussi zpusob: pouzit fakt, ze soucet vlastnich ¢isel je roven soucty prvki
na diagonéle, (Plyne z koeficientu u ¢lenu "1 v charakteristickém polynomu.)

Zbyvajici vlastni ¢islo je tedy 7.



