Ptiklady na procviceni z Linearni algebry 2 (LS 2020/2021):
(6) Vlastni ¢isla I

Definice 1 Necht A € C**"™. Pak A € C je vlastni ¢islo matice A a x € C" je prislusny
vlastni vektor, pokud Ax = Az, z # 0.

Cv. 1. Nasledujici matice reprezentuji geometricka zobrazeni v roviné. Naleznéte jejich
vlastni ¢isla a k nim pfislusné vlastni vektory a pokuste se je geometricky vy-
svétlit:

Resend:

(a) Lineéarni zobrazeni f(z) = Az odpovida dvojnasobnému zvétseni vektoru
x, tedy

f ((371,1'2)T) = Q(xl,xg)T.

Libovolny nenulovy vektor € R?\ {(0,0)} je proto vlastnim vektorem ma-
tice A — zobrazeni f ho dvakrat prodlouzi, ale nezméni jeho smér. Vlastnim
¢islem matice A je A = 2 odpovidajici skalovani vektoru x pri zobrazeni f.
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(b) Linearni zobrazeni f(r) = Bx odpovida dvojnasobnému zvétseni vektoru z
v prvni soufadnici, tedy

f ((x1,29)7) = (21, 22)" .
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Vektory na ose x; se dvojnasobné prodlouzi a nezméni sviij smér — kazdy
vektor ve tvaru (o, 0) pro o € R\ {0} je tedy vlastnim vektorem matice B
s prislusnym vlastnim ¢islem A\ = 2.

Vektory na ose x5 se pii zobrazeni f nezméni, proto také kazdy vektor (0, «)
pro o € R\ {0} je vlastnim vektorem B a odpovida vlastnimu ¢islu Ay = 1.
Vektory mimo osy pfi zobrazeni f méni smér.
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(c) Linearni zobrazeni f(z) = Cz odpovida zkoseni a zéroven zvétSeni, pro
zobrazeni plati

f ((xl,xQ)T) = (221 + @2, 225)".

Vlastni vektory matice C' jsou vSechny nenulové vektory (a,0) lezici na
ose ry, protoze tyto vektory pii zobrazeni f smér neméni. Tyto vektory
zobrazeni dvojnasobné prodluzuje, protoze plati

f((2,0)") = (20,,0)" = 2(ex, 0)7,

prislusné vlastni ¢islo je tedy A = 2.
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(d) Linearni zobrazeni f(zr) = Dx odpovida rotaci o 90 stupni v kladném

sméru. I kdyz to geometricky nevypadé, i tato matice mé vlastni ¢isla a
vlastni vektory — komplexni +¢ a —i s vlastnimi vektory (1,4) a (1, —3).
Geometrické vysvétleni je takové, ze nasobeni imaginarni jednotkou ¢ otaci
¢isla v komplexni roviné o 90 stupni.

Cv. 2. Urcete charakteristicky polynom a naleznéte vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni
vektory nésledujici matice nad télesem C. Jsou vlastni vektory jednoznacné?



Cv.

Resent:

. Charakteristicky polynom matice A vzhledem k proménné A je polynom

pa(A) = det(A — A1,,).
Jelikoz jsou vlastni ¢isla matice A pravé kotfeny polynomu pa(A), mizeme cha-
rakteristicky polynom vyuzit pro jejich vypocet.
Charakteristicky polynom matice C' vyjadiime pomoci determinantu:
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Matice C' méa tedy vlastni ¢islo A = —1. Dale najdeme béazi jddra matice
2 — (—1) ~1 2 3 -1 2
5 -3 —(-1) 3 =15 -2 3],
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kterou tvori napt. {(1,1, —1)7}. Matice C' m4 (trojnasobné) vlastni ¢islo A = —1,

kterému prislusi jeden vlastni vektor z = (1,1, —1).

. Matice A ma vlastni ¢isla \q, ..., \, a jim odpovidajici vlastni vektory x1,. .., z,.

Dokazte, ze pak plati:

a) matice A% ma vlastni ¢isla A2, ..., A2 a vlastni vektory z1, ..., Zn,
1 n
(b) matice @A mé vlastni ¢isla )y, ..., a\, a vlastni vektory xy, ..., x,,
(c¢) matice A+al, ma vlastni ¢isla \j+q, . .., \,+a a vlastni vektory xy, ..., z,,
(d) matice AT ma vlastni &sla Ay, ..., \,, ale vlastni vektory obecné jiné.
Reseni:

(a) Necht \; je vlastni ¢islo matice A a z; je jemu piislusny vlastni vektor. Pak
podle definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru plati Ax; = \;x;.
Chceme ukazat, Ze A? je vlastni ¢islo matice A> = AA s odpovidajicim
vlastnim vektorem z;, tedy, Ze plati rovnost A%x; = Ax;. S vyuzitim vztahu
Ax; = \jz; dostavame



(b)

Opét dle predpokladu plati Az; = \;x;. Chceme dokazat, Ze matice oA mé
vlastni ¢islo a); a pisludny vlastni vektor x;, tedy (aA)z; = (a);)x;. Plati:

(@A)z; = a(A z;) = a(Nx;) = (a);)z;.

Opét dle predpokladu plati Ax; = Ax;. Chceme dokézat, ze pro matici
A+ al, plati rovnost (A+al,)x; = (\;+a)z;. Podobné jako v predchozich
castech dostaneme:

(A +aly)z; = Az + (aly)x; = Nx; + ax; = (N + o)z,

Pro dukaz této ¢asti muzeme vyuzit fakt, ze vlastni ¢isla matice A jsou
pravé kotfeny jejiho charakteristického polynomu ps(A) = det(A — AI,).
7 vlastnosti determinantu vime, Ze transpozice matice hodnotu determi-
nantu neméni, tudiz plati

det(A — \I,,) = det((A — \I,,)") = det(A” — \I,,).

ProtoZe je ale zérovenn det(AT — AI,,) = par(\) charakteristicky polynom

matice AT, ma matice AT stejna vlastni ¢isla jako matice A.

Vlastni vektory matice a jeji transpozice mohou byt obecné rizné, napf.

matice A = () ma vlastni vektory ve tvaru (o, 0)7 pro o € R\ 0, zatimco
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)
matice AT = (99) ma vlastni vektory ve tvaru (0,a)” pro a € R\ 0.



