Ptiklady na procviceni z Linearni algebry 2 (LS 2020/2021):
(5) Determinanty

Definice 1 Determinant matice A € T™*" je

Al =) sgn(w) [ i)

TESy i€[n]

Definice 2 Permanent matice A € T"*" je

perm(A) = > ] Aixeo-

TESy i€(n]

Pravidla pro pocitani s determinanty:

1. Necht A’ vznikne vynéasobenim fadku nebo sloupce matice A ¢&islem ¢ # 0. Pak

c-det(A) = det(A).

2. Necht A’ vznikne z A pri¢tenim nasobku i-tého fadku (sloupce) a k j-tému radku
(sloupci). Pak det(A’) = det(A).

Cv. 1. Pomoci adjungované matice najdéte matici inverzni k néasledujici matici nad Zs
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Reseni:
Adjungovana matice: (adj(A));; = (—1)""7 det(A%"), kde A7" je matice vznikla
odstranénim j-tého radku a i-tého sloupce z matice A (vSimnéte si prohozeni
indext).

Inverze se spocita: A~ = ﬁ adj(A).

11 4 441
det(4) = —1=4,adj(A)=[2 1 3|, A1=(3 4 2
3.4 1 2 1 4

Cv. 2. Reste nasledujici soustavu rovnic pomoci Cramerova pravidla.

2 1 3|7
A= -1 1 —2|-6
3 -1 3|10

Reseni:

o . . det(A;
Soustavu Ax = b 1ze fesit Cramerovym pravidlem x; = edét( A‘Sb)
vznikne z matice A nahrazenim i-tého sloupce vektorem b.

det(A) = -7,2 = (1,-1,2)T.

kde matice A;



Cv. 3. Pomoci determinantu rozhodnéte, pro které hodnoty parametru a € R je néasle-
dujici matice regularni:

2a 3 -1
A= 5—-a -1 -2
243a 2 4

Reseni:
A je regularni pravé tehdy, kdyz det(A) # 0. Spoc¢teme determinant:

2a 3 -1
det(A)=det | 5—a -1 -2
24+3a 2 4

-1 -2 3 -1 3 -1
:2a-det<2 4)—(5—a)-det(2 4)+(2+3a)-det(_1 _2)

=2a(—4+4+4)—(5-a)(12+2)+ (2+3a)(—6 —1)

= —T7a — 84.
Dostavame tedy, ze A je singularni pravé tehdy, kdyz a = f—‘; = —12.
Cv. 4. Spoctéte determinant nasledujici matice:

12 3 4 5 n
-1 0 2 3 4 n—1
-1 -2 0 3 4 n—1

A=|-1 -2 -3 0 4 n—1
-1 -2 -3 -4 0 n—1
-1 -2 -3 —4 1—n 0

Reseni:
Prvni fadek pri¢teme ke vSem ostatnim. Ziskame horni trojuhelnikovou matici,
jejiz diagonéla je postupné tvorena ¢isly 1 az n. Determinant matice je tudiz
roven n!.

Cv. 5. Cisla 697, 476 a 969 jsou délitelna 17. Bez pfimého vypoctu dokazte, Ze nasle-
dujici determinant matice je délitelny 17.
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Reseni:

Plyne z linearity determinantu viéci kazdému fadku a sloupci. Cisla 697, 476 a 969
dostaneme, kdyz stonésobek prvniho a desetindsobek druhého sloupce pri¢teme
ke tretimu sloupci.



697
6 9 697 6 9 F7

6 9 7
Formalné: det |4 7 6| =det |4 7 476 =17-det |4 7 41—776
9 6 9 9 6 969 9 ¢ 99
17

Posledni matice je celociselna a mé tedy celociselny determinant.
Cv. 6. Spoditejte objem rovnobéZnosténu uréeného vektory a? = (3,1,1), bT = (2,1,1)
acl =(2,3,2).

(Rovnobé&znostén v prostoru R? obsahuje body, které lze vyjadrit linearni kom-
binaci aa + b + ¢, kde a, 8,7 € (0,1).)

Reseni:

Objem rovnobéznosténu udava absolutni hodnota determinantu, jehoz sloupce
3 2 2

tvori vektory a,b,cneboli V=|det |1 1 3||=|—-1]=1
11 2

Cv. 7. Necht linearni zobrazeni f : R? — R3 prevadi vektory
al =(1,3,1),b" = (1,0,3),c = (1,1, 1) na vektory
fla)T =(3,1,0), f(b)T = (1,0,2), f(c)T = (4,1,5).

Urcete objem elipsoidu f(Bs), ktery vznikne jako obraz jednotkové koule Bs
(rozuméj koule o jednotkovém poloméru) v zobrazeni f.

Reseni:
Linearni zobrazeni spliuje f(u) = [f]xxu pro matici
-1

3 1 4 1 1 1
flkk =BA1={[1 0 1 301
0 2 5 1 3 1

Objemy téles pii linedrnim zobrazeni se méni s koeficientem | det([f]xx)|, ¢ili

V(f(By)) = | det([flxx)| - i = KBl dr —

Cv. 8. Pomoci determinantu urcete pocet koster nésledujiciho grafu:

Reseni:
Pocet koster odpovidéa determinantu Laplaceova matice bez i-tého fadku a i-tého

3



Cv.

sloupce. Laplaceova matice grafu je

4 -1 -1 -1 -1
-1 4 -1 -1 -1
L=|-1 -1 3 -1 0
-1 -1 -1 3 O
-1 -1 0 0 2

Nyni spoc¢teme determinant matice L bez prvniho fadku a sloupce.

4 -1 -1 -1 4 -1 -1 -1
VPP TO (PS T St T N S (PSR SOS B(
k(G) = det(LV) = det 1 -1 3 0 = det 1 -1 3 0
-1 0 0 2 7T =2 =2 0

-1 3 -1 -1 3 -1

=det| -1 -1 3 =det| 0 —4 4

7T =2 =2 0O 19 -9

-4 4 -1 1
——1-det<19 _9)——4-det(19 _9)——4(9—19)—40

Lze ovérit, ze je tomu skutecné tak vycétem vSech koster: K; ma 16 koster a
ke kazdé z nich jsou dvé moznosti, jak pfipojit horni vrchol (zprava, zleva) —
celkem 32 moznosti. Jinak kostra obsahuje celou stiisku a v tom pripad méame
4 moznosti, které obsahuji zakladnu, a 4, které ji neobsahuji.

. Necht G je bipartitni graf se stejné velkymi partitami. Ukazte, Ze permanent

matice sousednosti grafu G s se rovna poctu perfektnich parovani G.

Reseni:

Mé&jme bipartitni graf G = (AUB, E) s |A| = |B] = n. Radky matice sousednosti
Mg jsou indexovany vrcholy z A a sloupce jsou indexovany vrcholy z B. Tedy
matice Mg mé rozméry n X n. Kazdé perfektni parovani v G mizeme chapat jako
permutaci na n prvcich. Naopak, pokud mame permutaci m na n prvcich pak vy-
raz [ | icin) Ma i, 7] je jedna pravé tehdy, kdyz permutace 7 odpovida perfektnimu
parovani. Permanent Mg se tedy skutecné rovna poctu perfektnich parovani.



