Ptiklady na procviceni z Linearni algebry 2 (LS 2020/2021):
(4) Ortogonalni matice

Definice 1 (Ortogonalni/unitarni matice) Matice Q € R™ ™ je ortogonalni, pokud
QTQ = I,,. Matice Q € C™™ je unitarni, pokud @TQ =1,.

Cv. 1. Ukaizte, 7e R(A)T = Ker(A).
Reseni:
Dle definice v kernelu matice A jsou pravé ty vektory x, ze Az = 0. Tedy pro

kazdy radek A; matice A a kazdy vektor x € Ker(A) plati, ze (A4;,z) = 0.

Cv. 2. Ukazte, ze pokud jsou vektory qi,...,q, € R™ navzidjem na sebe kolmé, pak
matice I, — qiq?, ..., I — ¢,q! navzajem komutuji (vii¢i nasobeni matic).

}?es’em’:
Cisté dle definice:

(In— 4q}) - (In — ¢ja) ) = In — ¢:q} — 4;q, + @@ ;4 = In — @0} — a;4; ,
protoze diky kolmosti plati qiq;‘rqjqu = Qi(q;[q]')qu =q;-0- qu = 0.
Cv. 3. Bud H(u) = I,, — -#uu”, u # o, Householderova matice.

(a) Dokazte, ze H(u) je symetricka.
(b) Dokazte, ze H(u) je ortogonalni.

(c) Rozhodnéte, zda I, je Householderovou matici pro uréité u # o.

Resendi:

(a) Ovétime
T
H(u)" = <I - iuuT) =17 - i(uuT)T =1,— —uu = H(u)
"o "oouTy " ’

tudiz je H(u) symetricka.

(b) Ovéfime ortogonalitu Householderovy matice z definice:

H(u)TH(u) = H(u)H(u) = (In - iuuT> <In - iuuT)

ulu ulu
2 4 T, T
=1, — 2muu + WUU U
4 4 T N\, T
=1, — o uu + Wu(u wu' = I,.

(¢) Rovnost H(u) = I, nemize nikdy nastat, protoze to by muselo ——uu” = 0.
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Cv. 4. Které z matic elementarnich tprav jsou ortogonélni?

Reseni:
Jsou to pouze dvé:

1. Matice prohozeni dvou radkt E;;.

2. Matice E;(£1) vynéasobeni fadku ¢ ¢islem +1.

. Bud p € S, permutace a P € R™" permutac¢ni matice definované tak, ze P;; = 1

pokud i = p(j) a nula jinak.

(a) Jakou upravu na matici A € R™*" vykona operace PA?

(b) Nahlédnéte, ze P vznikne z jednotkové matice zpermutovanim jejich radkua
podle p.

(c) Dokazte, ze P je ortogonéalni matice.

(d) Necht @ je permuta¢ni matice odpovidajici permutaci ¢. Jakd matice od-
povida permutaci p o ¢7

(e) Dokazte, ze PT odpovida permutaci p~'.

(f) Jakou upravu na matici A € R™*" vykona operace AP?

Resent:

(a) Soucin PA zpermutuje fadky matice A podle permutace p.
Diikaz. Radek p(i) matice PA ma tvar

(PA)Z?(I),* = p(i),*A = G?A = Ai’*.

Tudiz v fadku p(i) matice PA je i-ty fadek piivodni matice A.

(b) Z predchoziho bodu miZeme na matici P = PI,, pohliZzet jako na jednot-
kovou matici, jejiz fadky zpermutujeme podle p.

(c) P je ortogonélni, protoze jeji fadky tvoii ortonormalni systém vektori, jsou
to vlastné zpermutované jednotkové vektory.

(d) Permutaci p o ¢ odpovida matice PQ.
Diikaz (z vgznamu). Pisme PQ = P(QI,), tudiz matice PQ vznikne z jed-
notkové matice tak, Ze nejprve zpermutujeme fadky podle permutace ¢ a
pak podle permutace p, coz je totéz, jako kdyz je zpermutujeme podle pogq.
Dikaz (z definice). Kdy nastane situace (PQ);; = 17 Protoze (PQ);; =
P, Q. ;, tak situace nastane pravé tehdy, kdyz i-ty rfadek matice P i j-ty

sloupec matice @ jsou stejné jednotkové vektory, napi e;. Protoze P; . = e,

je i = p(k). Protoze Q.; = ek, je k = q(j). Tudiz i = p(k) = p(¢(y)) =
(poq)d).

(e) Protoze PT = P! tak mame PTP = [,. TudiZ permuta¢ni matice PT
odpovid4 permutaci p~'.



(f) Soucin AP zpermutuje sloupce matice A podle permutace p~.

Diikaz. Tvrzeni mizeme snadno nahlédnout z predchozich bodu tak, Ze
vyjaditme AP = (PTAT)T | ¢ili matice PT AT zpermutuje fadky matice AT
podle permutace p~!.

Cv. 6. Rozhodnéte o platnosti vyrokii:
(a) Mé&-li regularni matice A € R™*" navzajem kolmé radky, pak ma i navzajem
kolmé sloupce.

(b) Ma-li matice A € R™*" navzajem kolmé radky velikosti 1, pak ma i navza-
jem kolmé sloupce.

Resend:

(a) Neplati, uvazujme napiiklad matici A = (3 ). Jeji fadky jsou na sebe
navzajem kolmé, ale sloupce a sebe navzajem kolmé nejsou.

(b) Plati, protoze matice je nutné je ortogonalni.



