Ptiklady na procviceni z Linearni algebry 2 (LS 2020/2021):

(3) Ortogonalni doplnék a projekce

Definice 1 (Ortogonalni doplnék) Necht' V' je vektorovy prostor se skaldrnim souci-
nem a M C V. Pak ortogondlni doplnék M je M+ = {x eV VyeM: (z,y) = O}.

Definice 2 (Ortogonalni projekce) Necht'V je vektorovy prostor se skaldrnim souci-
nem a U jeho podprostor. Pak projekci vektoru x € V' rozumime takovy vektor xy € U,
ktery splnuje

[l = 2| = min |z — ]|

Véta 1 (O ortogonalni projekci) Necht'V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem
a U jeho podprostor. Pak pro kazdé x € V existuje prave jedna projekce xy do prostoru
U. Navic pro ortonormdlni bdzi zq, . .., 2, prostoru U plati, Ze
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Cv. 1. Pro prostor V = R* uréete V1 {0}, {}+.

Reseni:

V+ =10}, {0} = {z € R*| (,0) = 0} = R%. Nakonec {}* = R*, protoze na
vektory r € R* neklademe Zadnou podminku (neexistuje vektor v {}, na ktery
by musel byt = kolmy).

. Najdéte podprostor U & R® takovy, ze dimU = dim U*.

Resendi:

Takovy podprostor nemtiZe existovat, nebot plati, Ze dim U+ = n — dim U. Pro
n = 5 liché vidime, Ze dimU a dim U+ museji mit rozdilnou paritu a tedy i
rozdilnou hodnotu.

. Spoditejte projekci vektoru u = (1,0, 0, —2)T do ortogonalniho dopliitku prostoru

V = span{v,w} = span{(1,2,4,0)%,(0,1,2,1)T}.

Resend:

K feseni problému vede nékolik moznych postupi. V prvni fadé muzeme urcit
kolmou projekci vektoru do podprostoru daného vektory v,w a tu od daného
vektoru odecist. Kolmou projekei lze urcit zkonstruovanim matice projekce do
podprostoru span{v, w}. Tato matice méa tvar P = A(ATA)71 AT kde A je ma-
tice, kterd ma ve sloupcich vektory v, w. Nasledné staci jen spocitat u — Pu.

Druhéa moznost by byla uré¢it projekci ptimo. Provést na vektorech v, w, u Gram-
Schmidtovu ortogonalizaci (bez normovéani v kroku pro w). Uvédomme si, Ze
vysledny vektor ziskany z v bude kolmy na podprostor generovany vektory v, w
a vznikl tak, ze jsme od u odecetli kolmou projekci.



Cv.

Posledni moznosti je vyuziti toho, Ze projekce do ortogonalniho dopliku pro-
storu span{v, w} se da vyjadiit pomoci matice I — P, tedy feSenim je (I — P)u.
Vsimnéme si, ze (I — P)u = u — Pu, coZ je pfesné totéz, jako bychom aplikovali
prvni postup.

Viimnéte si, ale Ze vektor u leZi v prostoru V, tedy jeho projekce do V* je nulovy
vektor.

. Urcete ortogonalni projekci p vektoru a = (2,2, 1,5)" do podprostoru generova-

ného ortonormélnimi vektory
R A )

Dale urcete soufadnice této projekce [p|z vzhledem k bazi Z.

Resent:

Protoze Z je ortonormalni bazi podprostoru, mizeme postupovat primo podle
véty o projekei. Souradnice vzhledem k Z = {z1, 29, 23} odpovidaji Fourierovym
koeficienttim:

<a’7 Zl> = 5’ <a722> = _27 <(I, Z3> = 1;
a tedy [p]Z = (57 -2, 1)T

Hledanou projekci potom ziskdme jako soucet projekci vektoru a na jednotlivé
vektory dané ortonormélni baze:

p={a,z1)z1 + (a,z2)20 + (a, z3)23 = (1,3, 274>T-

. Pomoci projekce najdéte nejlepsi ptiblizné feSeni x’' soustavy Az = b, kde

2 1 0
14 2 0 - T
A= o 4 —1|° b= (10,5,13,9)".
1 -2 2

Vsimnéte si, ze sloupce matice A jsou vzédjemné kolmé.

Urcete také velikost chyby [|Ax’ — b]|.

Dostanete stejna feSeni jako feseni soustavy AT Ax = ATbH?

Reseni:

Priblizné feSeni dané soustavy nalezneme jako soufadnice projekce b do sloupco-

vého prostoru S(A) matice A. Protoze sloupce aq, as a a3 matice A jsou vzajemné
kolmé, je projekce vektoru b do sloupcového prostoru A pfimo dana predpisem
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tedy bs(a) = (4,8,13,9)" s koeficienty 2’ = (3, —2,1)". Protoze sloupce A jsou
navzajem ortogonalni (a tedy linedrné nezévislé), je nalezené z’ urcené jedno-
znacne.




Vysledna chyba je || Az’ — b|| = /45.

Ano, vysledné feeni je stejné jako FeSeni soustavy normalnich rovnic A7 Az =

ATp.

. Hooktiiv zédkon vyjadiuje linearni imérnost pruzné deformace materialu na po-

uzité sile. Nasledujici tabulka obsahuje hodnoty pratahu pruziny (v palcich)
v zéavislosti na sile/hmotnosti (v librach). Odhadnéte koeficient imérnosti.

slla F | 5 7 8 10 12
pritah ¢ [ 11,1 154 175 22 26,3

Resend:

Pouzijeme metodu nejmensich ¢tvercu pro priblizné feSeni soustavy Az =
Hledame takové 2/, které minimalizuje chybu nalezeného priblizného feSenti, tj. 2/,
které minimalizujeme vyraz ||Az’ —bl|. Jinymi slovy hledame 2’ pro které je Az’
rovno projekei vektoru b € R™ do sloupcového prostoru S(A) matice A € R™*™.
Matice projekce z R™ do S(A) je A(ATA)~' AT, a proto projekce b do S(A) je
vektor A(AT A)~LATbh. Pro pozadované 2’ dostavame vztah A(ATA)~1ATH = Ax/,
tedy 2’ = (AT A)"LATb a hledané 2’ je praveé feSenim soustavy norméalnich rovnic
AT Az’ = ATb,

Pro zadané hodnoty sily F' a priitahu ¢ hleddme koeficienty ¢ a d, pro které plati
cF + d = ¢ (napt. pro prvni sloupec tabulky ¢5 + d = 11,1). Chceme tedy fesit
soustavu Ax = b tvaru

5 1 11,1
71 15,4
8 1 (fz): 175
10 1 929
12 1 2,3

Pro tuto soustavu dostavame norméalni soustavu rovnic A7 Az’ = ATH s matici
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a vektorem pravych stran
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Ptiblizné feseni x’ dava smérnici piimky (= koeficient amérnosti) ¢ &~ 2,1774 a
absolutni ¢len pfimky d ~ 0,16986.



Cv. 7. Rakovinné bunky se mnozi exponencialné rychle v ¢ase. Urcete konkrétni vztah
ve tvaru y = ce®™ pii nasledujicich datech.

t Gas |1 2 3 4 5
y (pocet bunck) | 16 27 45 74 122

Reseni:
Po zlogaritmovani soustavy dostaneme standardni dlohu nejmensich ¢tverct.
Soustava normalnich rovnic ma tvar AT A = ATb, kde

-6

7. (12345
AA_(11111

O = W DN =
— =

In16
In 27
ATp = G f ? ‘11 ?) In 45
In74
In122
In861412331516175761716224000 ~ 62.02062
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Regent: d =~ 0,507, Inc ~ 2,2753, ¢ ~ 9,731.



