Ptiklady na procviceni z Linearni algebry 2 (LS 2020/2021):
(2) Ortonormalni systém a Gramova-Schmidtova ortogonalizace

GRAM-SCHMIDTOVA ORTONORMALIZACE
Vstup: z1,...,2, € V linedrné nezavislé.
for k=1 ton:
Yk =Tk — S0 (T, 2) 2
Rk = myk
endfor
Vystup: z1, ..., 2, ortonormalni baze prostoru Span(zi,...,x,).

Definice 1 (Ortogonalni projekce) Necht' V' je vektorovy prostor se skaldrnim souci-
nem a U jeho podprostor. Pak projekci vektoru x € V' rozumime takovy vektor xy € U,
ktery splnuge

[l = 2y|| = min ||z — ]|

Véta 1 (O ortogonalni projekci) Necht'V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem
a U jeho podprostor. Pak pro kazZdé x € V existuje prave jedna projekce xy do prostoru
U. Navic pro ortonormdlni bazi zy, ..., z, prostoru U plati, Ze

m

Ty = Z(x,zi)zi.

=1

Cv. 1. Urcete koeficienty linearni kombinace vektoru (3,2,1)" vii¢i ortonormalni bézi

%(1, 1,0)T, %(—1,1,0)2 (0,0,1).
Reseni:
Standardné bychom mohli uréit koeficienty linearni kombinace pomoci reSeni
soustavy
1 1
R b
o V)2
0 0 1|1

Protoze se jedna o ortonormalni bézi, mtizeme vyuzit toho, ze 1ze koeficienty vy-
jadrit specialnim zpisobem jako x = > 7" | (x, u;)u; (tzv. Fourierovy koeficienty).

Tedy dostavame z = Y | a;u;, kde uq, us, u3 je zadanéa ortonormalni baze a

e a1 =((3,2,1)", 5(1,1,007) = 5,
o ay=((3,2,1)", 5(-1,1,0)") = -5,
e a3 =((3,2,1)7,(0,0,1)T) = 1.

) - . 4 «

Cv. 2. V prostoru R?* se standardnim skalarnim sou¢inem (x,y) = >_,_, x;y; naleznéte
pomoci Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace ortonorméalni bazi Z = {zy,..., 2.}
radkového prostoru nasledujici matice
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Resent:

Zakladni myslenka postupu je: Ode¢tenim projekce x; do span{zi, ..., z_1} od z;
spoc¢teme nejprve kolmy vektor y; = x; — Z;;ll (w;, z;)z; a ten pak normalizujeme
na z; = m

Jednotlivé kroky Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace jsou:

e Normalizujeme y; = 21: |[y1]| = V4 =2 a odtud 2, = (3, 1,2, )T

o (19,21) =5 aprotoyp = (4,1,4,1)T — 5(%, %, %, %)T = (%, _%, %’ _%)T'
e Normalizujeme yo: [|yo]| = 3 a dostaneme 25 = (3, —3, 3, —3)".

o (13,21) =5, (x3,20) = —1 atedy y3 = (—1,—1,1,1)T

e Normalizujeme ys: [|ys|| = 2 a méme 23 = (—3,—3%,3,3)".

ReSenim je Z = {(%a %7 %a %)Ta (%7 _%7 %a _%>T7 (_%7 _%a %7 %)T}

. Rozsifte ortonormélni bazi z piedchoziho piikladu na ortonormélni béazi R*.

Reseni:

Nejprve rozsiiime bazi fadkového prostoru matice A na bazi R*. Matici preve-
deme do odstupnovaného tvaru a poté bazi Z rozsifime napi. o vektory z kano-
nické baze odpovidajici vSem nebazickym sloupctim. Odstupnovany tvar matice
A je

1111
0101
00 2 2
Nebézicky je pouze posledni sloupec, a tak lze vzit napi. x4 = (0,0,0,1)T

abychom dostali rozsifeni na bazi R*. Na vektory zi, 2o, 23, 4 nyni aplikujeme
Gramovu—Schmidtovu ortogonalizaci a ziskdme hledané rozsifeni na ortonor-
malni bazi.

Jelikoz jsme rozsitili ortonormalni bazi

R A T 1

radkového prostoru A, stac¢i upravit pouze vektor x4:

i <x4,Z1> = %7 <l’4,22> = _%7 <.’L'4,23> = %7 a tudiz Ygy = (%p _ia _%a %L)Ta
e Normalizujeme yu: [|ya]| = 3 a ziskame 2z, = (3, -3, —1,2)7.

Cv. 4. Co se stane, kdyz Gramova—Schmidtova ortogonalizace

a) dostane na vstup linearné zavislé vektory?

(
(

(c

(d) dostane na vstup —z; namisto ;7 Jak se zméni vystup?

)

b) dostane na vstup ortogonélni vektory?
) dostane na vstup ortonormalni vektory?
)

2



Resent:

(a) Mé&jme na vstupu zi,...,z, a necht z; = 3;11 a;r; je vektor linearné
zévisly na x1,...,z;_;. Bud navic j nejmensi takové, Ze tato situace na-
stane. Linedrni zavislost znamena, Ze projekce vektoru x; do podprostoru
span{zy,...,z;_1} je vektor z; sam. Pfi Gramové-Schmidtové ortogonali-
zaci postupné od vektoru odcitame jeho kolmou projekce do podprostoru
tvoreného vektory zy,...,z;_1. Tedy ortogonalizace pobézi standardné az

do chvile, nez se zane ortogonalizovat vektor z; (proto jsme vzali j nejmens).
Pii ortogonalizaci x; dojte k tomu, Ze se tento vektor vynuluje.

V okamziku, kdy budeme chtit tento nulovy vektor znormovat (tj. vydélit
jeho normou) se program zastavi, protoze budeme chtit délit 0.

(b) Pri odé¢itani kolmé projekee na jiz zortonormalizované vektory se vektor ne-
méni, nebot vSechny projekce budou nulové vektory. Jediné, k ¢emu dojde,
bude normalizace vektort, které jsme dostali na vstupu.

(c¢) V tomto pifipadé ani od¢itani projekei (nulovych vektori), ani normovani
(déleni 1) neméni vstupni vektory. Proto na vystupu dostaneme tytéz vek-
tory, co na vstupu.

(d) Ortogonalizace pobézi pro vstup x1, ..., ; 1, Ti, Tit1, - - -, Tp stejné jako pro
X1y.eo s Tio1, —Tj, Tiy1, - .., Ty stejné az do okamziku, nez prejdeme k orto-
gonalizaci i-tého vektoru. Oznac¢me jako p kolmou projekei i-tého vektoru
do podprostoru span{xy,...,z;—1}. Vektor p bude mit pro z; a —z; opacné
znaménko, tedy i vysledek po ode¢teni y; = x;—pa —x;— (—p) = —x;+p =
—(z; — p) = —y; bude mit pro tyto pfipady odliné znaménko. Normovani
tento vztah vektort zachova.

Pro ostatni vektory uz k zadné zméné nedojde. Odéitame totiz kolmou
projekci do podprostoru, a ta neni uréena znaménkem bazického vektoru.

Vystupy obou ortogonalizaci budou stejné az na znaménko i-tého vektoru.

Cv. 5. Nad C? ortogonalizujte x1 = (4,1,4)7, xo = (0,4,4)7, 23 = (0,0,7)7.

Reseni:

Pokud bychom nebyli omezeni na provedeni Gramovy—Schmidtovy ortogonali-
zace, mohli bychom odecist 2. vektor od 1. a 3. vektor od 2. Dostali bychom
vektory (i,0,0)T, (0,4,0)T, (0,0,i)T. Ty zFejmé generuji stejny prostor jako pii-
vodni vektory a zaroven jejich normy jsou rovny 1.

Postupujme nyni pomoci Gramovy—-Schmidtovy ortogonalizace. Nejprve znor-
mujme vektor z; = (4,4,4)7. Norma vektoru je

1]l = V{1, 21) = JoTmr = V/3(i - (=) = V=32 = V3.

Proto z; = J=(i,4,4)". Déle

Yz = (07 ivi)T - <I2, Zl>\/L§(Z’?Z.7 Z>T = (07 i7i)T - 7\3%2%(07 iai)T

= (0,4,0)" — 2(i,4,9)" = 3(—24,1,1)".




Cv.

. 7.

Normovanim dostavame

2 = phrd(=24,4,0)T = 21(=20,0,4)" = J2(=24,4,1).
Nakonec
Ys = (07 O’i)T - %(Z’L Z)T - %(_2Z7Z7 Z)T = %(07 _iyi)Tv

a tedy 23 = \%(O, —i,i)T.

Regenim je Z = {2 = \/Lg(i,i,i)T, 29 = %(—2@,@@')% 23 = %(0, —i,i)7}.

. Zortonormalizujete bazi podprostoru R? popsaného rovnici z —y + z = 0.

Reseni:

Mnozina feSeni soustavy ma tvar {(a — b,a,b) | a,b € R}. Jedna z moznych
bazi je proto (0,1,1)7,(1,1,0)T. Po znormalizovani prvniho vektoru dostaneme
\/LE -(0,1,1)T. Po odecteni projekce od vektoru (1,1,0)? dostaneme:

(1,1,0)" — <(1, 1,0)7, % (0,1, 1)T> - % -(0,1,1)"

1 1 1\"
:(1,1,0)T—5 -(o,1,1):<1,———> :

2" 2

Nyni sta¢i normalizovat vektor (1, %, —%)T. Ten méa normu \/g Tedy druhy

(1ot Tk T 5 « .0 oy qix: £ .
vektor ortnormalni baze je \/g . (1 1 —%) . Reseni ulohy se muze lisit v zavislosti
na volbé baze.

Urcete vzdalenost bodu A = [5,5, 3, 3] od roviny prochazejici poc¢atkem a body
B=[8-1,1,-2aC=[4,-22 1]

Reseni:

Miizeme postupovat Gramovou—Schmidtovou ortogonalizaci aplikovanou na vek-
tory odpovidajici bodiim B,C a A, tj. na vektory z; = (8,—1,1,-2) 2y =
(4,-2,2,-1)T a z3 = (5,5,3,3)T. Hledana vzdalenost je rovna pravé normé
vektoru y3 z trettho kroku Gramovy—-Schmidtovy ortogonalizace, ktery ziskame
odectenim projekce x3 do span{z,zs} od z3 (geometrickd predstava viz strana
177 ve skriptech M. Hladika — ,nakolmeni 3. vektoru*).

Zde se vyplati maly predvypocet. Vektory x;, x5 jsou linedrné nezéavislé a navic

8§ —1 1 -2 8 —4 4 -2 8§ —4 4 =2 40 0 -1

4 -2 2 —1 8 -1 1 =2 0 3 -3 0 01 -1 0)"
kde radky x} a 2!, posledni matice jsou vzajemné kolmé a generuji stejnou rovinu
jako vektory x; a zs.

Nyni miZeme spocitat projekci vektoru a3 = (5,5,3,3)7 do roviny generované
vektory x) a xb:
_ <l’3,l'/1> / <$3>$,2> / 17

2
= =—(4,0,0,—-D)"+200.1,-1,0)" =4, 1,—-1,-1)T.
P 5 g 2T 00 g0 L L0 = (41~ )




(Protoze 2 a x%, nemaji jednotkovou normu, musime pii hledani projekce pra-
/ !

covat s ortonormélnimi vektory Hi_’lH a ﬁ Proto se ve vyraze pro p objevuje ve
1 2

: ¢ /12 /12

jmenovatelich ||} ||* resp. ||z5]|%.)

V tfetim kroku Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace dostavame

ys=ax3 —p= (55,337 — (4,1, -1, -1)" = (1,4,4,4).

Vzdalenost bodu A od roviny obsahujici B a C' je

lzs — p|l = |lysl| = V1 + 16 + 16 + 16 = 7.



