Ptiklady na procviceni z Linearni algebry 2 (LS 2020/2021):

(1) Skalarni soucin, norma

Definice 1 (Skalarni souéin) Bud V' wvektorovy prostor nad C, skalarni soucin je bi-
ndrni operace (-|-) — C, kterd pro vSechny z,y,z € V a a € C splnuge:

zlz) >0 a (z|x) =0 privé kdyz x = 0.

Definice 2 (Norma) BudV wvektorovy prostor nad R nebo C. Pak norma je zobrazeni
[|-]]: V — R spliiujict pro vsechna x,y € V a o € R (respektive C):

1. ||z|| > 0 pro vSechna x € V a ||z|| = 0 prdvé kdyZ x = 0.
2 ||| = laf - [||].
3. e +yll < el + [lyl].

Véta 1 (Cauchy-Swarzova nerovnost) Méjme vektorovy prostor V- se skaldrnim sou-
cinem. Pak pro kaZdé x,y € V' plati:

[z, | < Il M1yl

Cv. 1. Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni pFedstavuji skalarni soucin na prostoru R?

a R™
(a) (@,y) = z1y1 + 221Y2 — 2221 + 5229,
(b) (z,y) = —m1y1 + T1y2 + T2y1 + 42y,
(c) (z,y) = 21y2 + T2y1 + 422Y0,
(d) (z,y) = 191 + 2212 + 222y1 + DT2Ya,
(e) (z,y) =D ", x;y;, tedy standardni skalarni soucin.
Cv. 2. Ovéite, ze ||x|| = |v1 —2xo| + |32 — 43| + |51 — 622| je normou na prostoru R?.
Cv. 3. Bud || - || libovolna realnd norma na prostoru R™ a bud A € R™ " regularni
matice. Dokazte, ze ||z||4 = ||Az|| je také norma.

Cv. 4. Pripomenme, Ze stopa matice je definovana jako soucet prvku na diagonale:

n

trace(A) = Z @i

i=1
(a) Ukazte, ze (A, B) = trace(A” B) definuje skalarn{ soucin na prostoru R™*".

(b) Zformulujete Cauchyho—Schwarzovu nerovnost.
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(c) Dokazte trace(A)? < n - trace(AT A).

. Pythagorova véta.

(a) Nad R dokazte: z L y pravé tehdy kdyz ||z + y||*> = ||z||* + ||y]|*.

(b) Najdéte protipiiklad nad C, kdy predchozi ekvivalence neplati, tj. =,y
nejsou kolmé a presto ||z + y||> = ||z]|* + ||y||*.

. Dokazte, ze pro kazdé a4, ...,a, > 0 plati:

n® < (a1 +...4+ap)(a;t +...+a;b).

. Dokazte ekvivalenci norem

][, = Z?:l |l
2lla = /> 2im 23,

na prostoru R”. Konkrétné ukazte, ze plati nasledujici vztahy:

2]l < [l < nll2llo,
2llo < llzll2 < v/nll2[lo,
lzll2 < flz[ly < v/nllz(2.



