Ulohy ke cviceni — 2.3.2020

Definice 1 (Skaldrni soucin). Bud V' wektorovy prostor nad C, skaldrn{ soucin je bindrni
operace (-|-) — C, kterd pro vSechny x,y,z € V a o € C splriuje:

1. (z|z) >0 a (z|x) =0 prdvé kdyz x = 0.

(
2. (x+ylz) = (z|2) + (y]2).
3. (azly) = a(zly).
4. (zly) = (ylz).

Definice 2 (Norma). Bud V' wvektorovy prostor nad R nebo C. Pak norma je zobrazeni
|| -]] : V — R spliujici pro vsechna x,y € V a o € R (respektive C):

1. ||z|| > 0 pro vSechna x € V a ||z|| = 0 prdvé kdyz x = 0.

2. laz|| = |af - [J]].

3 e +yll < l=ll +[lyl]-
Definice 3 (Metrika). Méjme mnozinu M. Metrika na M je zobrazeni d : M?* — R
splnugici pro vSechna x,y € M:

1. d(z,y) >0 ad(z,y) =0 pravé kdyz = = y.

2. d(z,y) = d(y, v).

5. d(z,2) < d(w,y) + d(y, 2).

Véta 4 (Cauchy-Swarzova nerovnost). Méjme vektorovy prostor V- se skaldrnim soucinem.
Pak pro kazdé x,y € V plati:
()| < ] - [lyl]-

Uloha 1: Ukazte, ze funkee ||z|| = 1/(z,2) je norma pro libovolny skaldrn{ souéin (-,-).

Ukazte, ze funkce d(z,y) = ||z — y|| je metrika pro libovolnou normu || - ||.
Uloha 2: Ukazte, Ze ||2]|o = max(|z1], ..., |z,|) je norma nad C". A nacrtnéte jednotkovou
kouli pro prostor R? s metrikou indukovanou normou || - ||oc-

Uloha 3: Uréete tihel mezi dvojicemi redlnych vektoru (pokud lze, uréete presny thel, jinak
uved'te jeho kosinus).

a) x = (1,-4), y' =(8,2).



b) xT = (3,2,-2), y© = (0,4,1).

Uloha 4: Necht | -| je norma nad vektorovym prostorem R™. Indukovanou normu || - || nad
maticovym prostorem R"*" definujeme jako

|A]| = max |Ax|.
z€R™:|z|=1

Ukazte, ze
a) indukovand norma je skutecné norma nad prostorem matic,

b) pro kazdé x € R" plati, ze ||A]| - |z| > |Az],

c¢) pro libovolné dvé reguldrni matice A, B € R"*" plati, ze ||A]| - || B|| > ||AB]|.

Uloha 5: Ukazte, ze ortogondlni vektory jsou linedrné nezavislé.

Uloha 6: Méjme ortogondlni béazi zq, ..., 2z, prostoru V se skaldrnim soucinem. Ukazte, ze

pro kazdé x € V plati, ze v = > (x, z;) 2.

Uloha 7: Necht z; je konvergujici posloupnost vektoru z V' a lim; ,, z; = x. Ukazte, Ze
pokud je y € R™ kolmy na vSechny x; pak je kolmy i na .



