
Úlohy ke cvičeńı – 20.5.2019

Definice 1. Mějme vektorový prostor V nad T. Bilineárńı forma je zobrazeńı b : V 2 → T,
které je lineárńı v obou složkách. Tedy ∀α, β ∈ T a u, v, w ∈ V plat́ı,

b(αu+ βv, w) = αb(u,w) + βb(v, w)

b(w, αu+ βv) = αb(w, u) + βb(w, v).

Definice 2. Bilineárńı forma b je symetrická pokud b(u, v) = b(v, u) pro všechna u, v.

Definice 3. Zobrazeńı f : V → T je kvadratická forma, pokud se dá vyjádřit f(u, u) =
b(u, u) pro nějakou symetrickou bilineárńı formu b.

Věta 4 (Sylvestr̊uv zákon setrvačnosti). Bud’ f(x) = xTAx kvadratická forma. Pak existuje
báze, v̊uči ńı̌z má f diagonálńı matici s prvky 1,−1, 0. Nav́ıc, tato matice je až na pořad́ı
prvk̊u jednoznačná.

Věta 5 (QR rozklad). Pro každou matici A ∈ Rm×n existuje ortogonálńı matice Q ∈ Rm×m

a horńı trojúhelńıková matice R ∈ Rm×n s nezápornou diagonálou tak, že A = QR.

Úloha 1: Rozhodněte, zdali plat́ı, že g(u) > 0 pro všechna netriviálńı u = (x1, x2, x3) ∈ R3.

a) g(u) = x21 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x22 + 5x23

b) g(u) = x21 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x22 + 5x23 + 2ax2x3, řešte vzhledem k parametru a.

Je pro ostatńı volby a hodnota g(u) ≤ 0 pro všechna u?

Úloha 2: Kvadratická forma g na vektorovém prostoru R4 má vzhledem ke kanonické bázi
K analytické vyjádřeńı g(u) = 2x2 + 2xy− y2 − 2yt− t2, kde u = (x, y, z, t)T . Najděte jej́ı
analytické vyjádřeńı vzhledem k bázi

X = {(1, 1, 1, 1)T , (1, 1, 1, 0)T , (1, 1, 0, 0)T , (1, 0, 0, 0)T}.
Určete g(u) pro vektor u, který má v̊uči bázi X souřadnice [u]X = (3, 1, 0, 0)T .

Úloha 3: Necht’ vektor x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn reprezentuje n pozorováńı, tedy tzv. výběr.

Rozptyl výběru je definován jako σ2 =
n∑

i=1

(xi− x̄)2, kde x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi je výběrový pr̊uměr.

Ukažte, že σ2 je kvadratická forma na Rn a určete matici této formy.

Úloha 4: Určete signaturu kvadratické formy g na R3, která má pro u = (x, y, z)T následuj́ıćı
analytické vyjádřeńı

a) g(u) = −2xy + 2xz + y2 − z2.



b) g(u) = x2 + 6xy + 4xz + 9y2 + 12yz + 4z2.

Úloha 5: Proved’te QR rozklad následuj́ıćı matice.0 −20 −14
3 27 −4
4 11 −2




