
Úlohy ke cvičeńı – 6.5.2019

Definice 1. Necht’ A ∈ Rn×n je symetrická. Matice A je pozitivně semidefinitńı, pokud pro
všechna x ∈ Rn plat́ı, že xTAx ≥ 0 a A je pozitivně definitńı, pokud pro všechna nenulová
x ∈ Rn plat́ı, že xTAx > 0.

Věta 2. Matice A ∈ Rn×n je pozitivně definitńı (semidefinitńı) právě tehdy, když jsou jej́ı
vlastńı č́ısla č́ısla kladná (nezáporná).

Věta 3 (Rekurentńı vzorec). Symetrická matice A =

(
α aT

a Ã

)
je pozitivně definitńı právě

tehdy, když α > 0 a Ã− 1
α
aaT je pozitivně definitńı.

Věta 4 (Choleského rozklad). Pro každou pozitivně definitńı matici A ∈ Rn×n existuje
jediná dolńı trojúhelńıková matice L ∈ Rn×n s kladnou diagonálou taková, že A = LLT .

Věta 5 (Gaussova eliminace). Symetrická matice A ∈ Rn×n je pozitivně definitńı právě
tehdy, když ji Gaussova převede do odstupňovaného tvaru s kladnou diagonálou za použit́ı
pouze elementárńı úpravy přičteńı násobku řádku s pivotem k jinému řádku pod ńım.

Věta 6 (Sylvestrovo kriterium). Symetrická matice A ∈ Rn×n je positivně definitńı právě
tehdy, když determinanty všech hlavńıch vedoućıch podmatic A1, . . . , An jsou kladné, přičemž
Ai je levá horńı podmatice A velikosti i (tj. vznikne z A odstraněńım posledńıch n− i řádk̊u
a sloupc̊u).

Úloha 1: Ukažte, že čtvercová matice A je negativně (semi)definitńı právě tehdy, když −A
je pozitivně (semi)definitńı.

Úloha 2: Rozhodněte, zdali je následuj́ıćı matice pozitivně definitńı pomoćı Gaussovy eli-
minace a derminant̊u. Pokud ano, nalezněte jej́ı Choleského rozklad.2 1 0

1 2 0
0 0 4



Úloha 3: Spočtěte Choleského rozklad matice A a použijte ho k řešeńı soustavy Ax =
(10, 21,−32, 26, 23)T .

A =


1 2 −3 2 1
2 5 −6 3 2
−3 −6 10 −5 −3
2 3 −5 15 11
1 2 −3 11 14





Úloha 4: Ukažte, že pro pozitivně definitńı matice A a B:

a) Je i matice A + B pozitivně definitńı.

b) Je i matice A−1 pozitivně definitńı (t.j. ukažte zároveň, že A je regulárńı).

Úloha 5: Pro jaká g ∈ R je matice G =

g 1 0
1 g 1
0 1 g

 pozitivně definitńı?


