
Úlohy ke cvičeńı – 4.3.2019

Gram-Schmidtova Ortonormalizace

Vstup: x1, . . . , xn ∈ V lineárně nezávislé.

for k = 1 to n:

yk = xk −
∑k−1

j=1〈xk, zj〉zj
zk = 1

||yk||
yk

endfor

Výstup: z1, . . . , zn ortonormálńı báze prostoru Span(x1, . . . , xn).

Definice 1 (Ortogonálńı projekce). Necht’ V je vektorový prostor se skalárńım součinem
a U jeho podprostor. Pak projekćı vektoru x ∈ V rozumı́me takový vektor xU ∈ U , který
splňuje

||x− xU || = min
y∈U
||x− y||.

Věta 2 (O ortogonálńı projekci). Necht’ V je vektorový prostor se skalárńım součinem a
U jeho podprostor. Pak pro každé x ∈ V existuje právě jedna projekce xU do prostoru U .
Nav́ıc pro ortonormálńı bázi z1, . . . , zm prostoru U plat́ı, že

xU =
m∑
i=1

〈x, zi〉zi.

Úloha 1: Dokažte, že norma definovaná skalárńım součinem splňuje rovnoběžńıkové pravi-
dlo:

||x + y||2 + ||x− y||2 = 2||x||2 + 2||y||2.

Úloha 2: Může být norma ||x||1 =
∑
|xi| nebo norma ||x||∞ = max |xi| dána skalárńım

součinem?

Úloha 3: V prostoru R4 se standardńım skalárńım součinem 〈x|y〉 =
∑4

i=1 xiyi určete
podle Gram-Schmidtova předpisu ortonormálńı bázi Z = {z1, . . . , zr} řádkového prostoru
následuj́ıćı matice. 1 1 1 1

4 1 4 1
1 2 3 4


Úloha 4: Rozšǐrte ortonormálńı báze z př́ıkladu 1 na ortonormálńı bázi R4.

Úloha 5: Co se stane, když Gram-Schmidtova ortogonalizace dostane na vstup



1. lineárně závislé vektory?

2. ortogonálńı vektory?

3. ortonormálńı vektory?

4. −xi namı́sto xi?

Úloha 6: Pro matice z př́ıkladu 1 určete ortogonálńı projekci p vektoru a = (2, 2, 1, 5)T do
řádkového prostoru a souřadnice této projekce [p]Z vzhledem k bázi Z.

Úloha 7: Mějme prostor V , jeho podprostor U a x ∈ U . Jaká je projekce x do U?

Úloha 8: Určete vzdálenost bodu A = (5, 5, 3, 3)T od roviny procházej́ıćı počátkem a body
B = (8,−1, 1,−2)T a C = (4,−2, 2,−1)T .

Úloha 9: Pomoćı projekce najděte nejlepš́ı přibližné řešeńı soustavy Ax = b, kde

A =


2 1 0
4 2 0
2 −4 −1
1 −2 2

 , b = (10, 5, 13, 9)T

Všimněte si, že sloupce matice A jsou vzájemně kolmé.


