Ulohy ke cviceni — 4.3.2019

GRAM-SCHMIDTOVA ORTONORMALIZACE

Vstup: z1,...,x, € V linedrné nezavislé.
for k=1 ton:
k-1
Ye = Tk — Zj:l (Tk, 2j) 2
2% = Ty
k= Tyell 7%

endfor
Vystup: zi, ..., z, ortonormdlni baze prostoru Span(xy,...,x,).

Definice 1 (Ortogondln{ projekce). Necht V' je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem
a U jeho podprostor. Pak projekci vektoru x € V' rozumime takovy vektor xy € U, ktery
splniuge

[l = 2y|| = min |lz — ]|

Véta 2 (O ortogondlni projekci). Necht V' je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem a
U jeho podprostor. Pak pro kazdé x € V existuje pravé jedna projekce xy do prostoru U.
Navic pro ortonormdlni bazi zy, ..., zy prostoru U plati, Ze

m

Ty = Z(x,zi)zi.

=1

Uloha 1: Dokazte, ze norma definovand skaldrnim souéinem spliiuje rovnobéznikové pravi-
dlo:
|z +ylI* + [l =yl = 2| |=[]* + 2||y[]*

Uloha 2: Muze byt norma ||z||; = 3 |#;| nebo norma ||z||« = max |z;| déna skaldrnim
sou¢inem?

Uloha 3: V prostoru R* se standardnim skaldrnim soucinem (x|y) = S1& z;y; urcete
podle Gram-Schmidtova predpisu ortonormélni bazi Z = {z,, ..., 2.} fadkového prostoru
nasledujici matice.
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Uloha 4: Rozsifte ortonormélni baze z pifkladu 1 na ortonormalni bazi R*.

Uloha 5: Co se stane, kdyz Gram-Schmidtova ortogonalizace dostane na vstup



1. linearné zavislé vektory?
2. ortogonalni vektory?
3. ortonormalni vektory?

4. —x; namisto x;7

Uloha 6: Pro matice z pifkladu 1 uréete ortogonalni projekci p vektoru a = (2,2,1,5)7 do
radkového prostoru a soutadnice této projekce [p]z vzhledem k bézi Z.

Uloha 7: Me¢jme prostor V', jeho podprostor U a x € U. Jaka je projekce x do U?

Uloha 8: Urcete vzddlenost bodu A = (5,5,3,3)T od roviny prochézejici pocatkem a body
B=(8-11,-2TaC=(4,-22 —1)7.

Uloha 9: Pomoci projekce najdéte nejlepsi priblizné feseni soustavy Ax = b, kde

2 1 0
a2 0 B .
A=, 7, |- b=(051309)
1 -2 2

Vsimnéte si, ze sloupce matice A jsou vzajemné kolmé.



