Piiklady na procviceni z Linearni algebry 1 (ZS 2020/2021):
(13) Afinni prostory

Definice 1 (Afinni podprostor) Bud V wektorovy prostor nad T. Pak afinni podprostor
je jakdakolt mnoZina M C 'V tvaru

M=U+a={v+a:velU},
kde a € V a U je vektorovy podprostor V.

Definice 2 (Afinni kombinace) Méjme vektory v, ..., v, z vektorového prostoru U nad
T. Affinni kombinaci rozumime
Z Q;V;,

i€[n]
kde o; € T a Zie[n] o; = 1.
Definice 3 (Afinni nezavislost) Vektory xo,...,x, jsou afinné nezdvislé pokud jsou vek-
tory x1 — xg, ..., T, — To linedrné nezdvislé.

Veéta 1 Bud V wvektorovy prostor nad télesem T charakteristiky mizné od 2, a bud () # M C
V. Pak M je afinni podprostor, tj. je tvaru M = U + a prdvé tehdy, kdyz pro kazdé x,y € M
aa€T plati ax + (1 —a)y € M.

Cv. 1. Rozhodnéte, zda vektory
zo=(1,0,2)", 2, = (2,2, 1), 2y = (2,1,3)", 25 = (3,3,2)"
lezi v jedné roviné.

Reseni:

Zadané vektory xg, 1, X2, 3 lezi v jedné roviné pravé tehdy, kdyz dimenze afinniho
podprostory span{z; — xg, Ty — Tg, 3 — To} je rovna 2. Nejprve uréime z; — xg =
(1,2, -7 x9—29 = (1,1, )T, 253—2¢ = (2, 3,0)T andsledné dimenzi jejich linedrniho
obalu pomoci hodnosti nasledujici matice

1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
11 1 ])~10 -1 2 |~10 -1 2
23 0 0 -1 2 0 0 0

Vidime, Ze hodnost matice je 2, tedy vektory z; — xg, T2 — Tg, 3 — g lezi v roviné
) ) 0 0,43 0
prochazejici pocatkem a proto xg, x1, xs9, x3 lezi v roviné.

Cv. 2. Rozhodnéte, zda M = N a P = (@) pro

(a) M = span{(1,2)T} + (1,1)", N = span{(2,4)T} + (2,4)T

(b) P = span{(1,2,1)7,(2,1,0)T} + (1,0,0)", Q = span{(0,3,2)", (3,0, —1)T} +
(2, -1, —1)T

Reseni:



(a) Vidime, ze jak M, tak N jsou piimky (afinni podprostory dimenze 1), proto
jediny vztah, v jakém mohou tyto afinni podprostory byt je rovnost. A rovnost
nastane praveé tehdy, kdyz libovolny bod z M lezi v N a naopak. Naptiklad
(1,1)T € M se musi ddt vyjadrit jako (1,1)7 = a(2,4)T + (2,4)T, kde a € R.
To ndm dava soustavu dvou rovnic o 1 neznamé

2a0+2=1
da+4 =1,

ktera nema feseni. Proto (1,1)T € M a tedy M # N. Dokonce ani zadny vztah
z M N, NZ M neni mozny.

Kdyby bod (1,1) lezel v N jesté by z toho nevyplyvalo, ze M = N — piimky
muzou byt ruznobézné a bod (1, 1) by mohl byt jejich prusecik. Museli bychom
tedy najit jesté jiny bod (napft. (2,4)), ktery by lezel na obou pifmkach, pak
by byly jiz shodné.

(b) Opét musi platit, ze libovolny vektor a(1,2,1)T + b(2,1,0)” + (1,0,0)T € P
pro a,b € R nalezi do Q, tedy se da vyjadrit jako ¢(0,3,2)T + d(3,0, —1)T +
(2,—1,—1)T (pro ¢,d € R) a naopak. Musi proto platit mezi obéma vyrazy
rovnost

a(L 27 1)T + 6(27 17 O)T + (L Oa O)T = C(Oa 37 2>T + d(37 07 _1)T + (27 _17 _1)T7
ktera se da zapsat soustavou tii rovnic jako

a+2b+1=3d+2
2a0+b=3c—1 (1)
a=2c—d-—1.

Pokud budeme schopni ¢, d vyjadrit v zavislosti na a, b, znamena to, ze pro libovolny
vektor z P dany souradnicemi a, b jsme schopni nalézt odpovidajici souradnice ¢, d
toho samého vektoru v Q). Tedy ukazeme, ze P C (). Podobné, pokud vyjadiime
a, b v zavislosti na ¢, d, dostaneme Q C P a v dusledku P = Q.

Pojd'me nejprv vyjadrit a,b v zdvislosti na ¢,d € R. Tim soustavu interpretujeme
jako parametrickou soustavu, kde c¢,d € R jsou parametry a a,b jsou neznamé.
Rovnicoveé

a+2b=3d+1
20+b=3c—1
_ (2)
a=2c—d-—1
c,d eR
a maticové
1 2 3d+1 1 0|2c—d—1
2 1 3c—1 ~ 2 1 3c—1 ~
1 0|2c—d—-1 1 2 3d+1
1 0| 2¢—d—-1 10 2c—d—1
~ 0 1| —c+2d+1 —c+2d—|—1
0 2| —2c+4d+2

Resen{ soustavy je a = 2¢c —d — 1 a b = —c + 2d + 1. Z toho vyplyva, ze Q C P.
Vsimnéme si, ze jak span{(1,2,1)7,(2,1,0)T} tak span{(0,3,2)7, (3,0, —1)T} maji
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Cv.

Cv.

4.

dimenzi 2. Tedy oba afinni prostory P i () jsou roviny. Z toho tedy muzeme urcit,
ze P = Q.

Ovérme ale, jesté pocetné druhy smér, ze skutecné P C (). Podobné pro a,b € R
parametry a c,d neznamé interpretujeme soustavu rovnicové

3d=a+2b—1
3c=2a+b+1 )
2c—d=a+1
a,beR
a maticové
0 3 |a+2b—1 3 0 |2a+b+1
3 0 |2a+b+1 ~ 0 3 |a+2b—-1 ~
2 -1 a+1 2 -1 a+1
1 0 2a+3b+1 1 0 2&—&—3b+1
~ 0 1 a+2b—1 ~ 01 a+2b—1
2) 1 3(1%'-3 00 3a+3 ) 2a+i+1 a+2b—1
- 3 3 3 T3

Plat{, ze 3452 —22etbtl  at2b] — () tedy soustava mé FeSenf ¢ = 2050+ 4 ¢ = «+20=1

Plati, ze P C Q a v dusledku P = Q.

. Ukazte, ze mnozina feseni soustavy Ax = b je afinni prostor a to tak, ze je uzaviend

na afinni kombinace.

Resend:
Ozna¢me jako X = {z* € R"’Aa:* = b} mnozinu feseni soustavy Az = b. Pro
x1,%9, ..., T, € X (tedy z; : Az; = b) ma platit, Ze jejich libovolnd afinni kombinace

opét nalezi do X, totiz
Az + agzy + + -+ + azy,) = b kde Z o; = 1.
i=1
Upravou, kdy vytkneme jednotliva a; dostavame z vyrazu na levé strané
o Axy + g Axy + - - -+ @Az, = a1b + apb + - - - + b,
Vytkneme zprava vektor b a ze vztahu )., a; = 1 dostdvéme
(a1 +ag+-+a,)b=b.
Proto libovolna afinni kombinace feseni soustavy Az = b je opét jejim Fesenim.
Rozhodnéte, zda vektory
o= (1,2,3)", 2, = (2,3, D)7, 2y = (1,3,2)", 23 = (2,1,3)"

jsou afinné nezavislé.
Reseni:
Spocitame si vektory

r) —x9= (1,1, -2)" 2y — 29 = (0,1, =1)7, 3 — 20 = (1, —1,0)7,

Tyto tii vektory jsou linedrné zavislé (generuji dvou-dimenziondlni podprostor),
proto jsou puvodni vektory afinné zavislé.



Cv. 5. Uvazujme dvé afinni zobrazeni f, g v roviné, pricemz f predstavuje preklopeni podle
piimky p : y = 5 a g predstavuje preklopleni podle piimky ¢ : = = 2.
(a) Najdéte maticovy predpis zobrazeni f,
(b) najdéte maticovy predpis zobrazeni g,

(¢) z predchozich piedpist odvod'te maticovy predpis zobrazeni f o g.

Reseni:

(a) Zobrazeni f(z) muzeme zkonstruovat pomoci slozeni trojice jednodussich afinnich
zobrazeni fi, fo, f3 tak, Ze nejprve posuneme vektor x o (0, —5)7, provedeme
pieklopeni podél osy z a ndsledné posuneme dany vektor zpét o (0,5)7. Tato
zobrazeni muzeme vyjadrit jako

o fi(z) =2+ (0,-5)T (posunuti o (0,—5)7),
o fo(x)= ((1) _01> xr = Oyz (preklopeni podle osy ),
e f3(z) =2+ (0,5)" (posunuti nazpét o (0,5)7).
Dostévéme f(z) = f5(f2(f1(2))) = fs(fo(z+(0, =5)T)) = f5(O1(z+(0,=5)")) =
O1(z + (0, =5)T) + (0,5) = Oz + (0,5)T + (0,5)T = Oz + (0,10)7.
(b) Zobrazeni g(x) muzeme zkonstruovat podobné jako sloZeni g1, go, g3, kde
o gi(x) =2+ (-2,0)T,

-1 0
ogg(x):(o 1)3:20233,

o g3(z) =+ (2,0)T.
Slozenim dostavédme g(x) = g3(g2(g1(2))) = Ogx + (4,0)7.

(c) Slozeni fog = f(g(x)) = f(Osz + (4,0)T) = 01(Osz + (4,0)T) + (0,10)7 =
0102.1' + 01 (4, O)T -+ (0, 1O>T = 01021’ + (4, O)T -+ (0, IO)T = OlOQ.I + (4, 10)T,

po rozepsani maticového soucinu

doa@=(o %) (3 ) )+ (o) = (22)+ (o)

Cv. 6. Dokazte, ze vektory xg, 1, ..., x, jsou afinné nezavislé, pravé kdyz vektory
vo= (2, )T,y = (27, D)7, ... yn = (L, 1)T jsou linedrné nezavislé.
Reseni:

Dilezité je zde uvédomit si, co za dodate¢nou informaci ndm dava struktura vektoru
Yo, Y1, - - - Un- Z jejich struktury vyplyvé, ze > oy =0 <= > I oz, =0 a
zaroven » . o, = 0. Jednd se totiz pouze o rozdéleni vektorové rovnice na 2 ¢dsti,
kde v prvni uvazujeme prvnich n slozek vektoru y; a v druhé posledni n + 1. slozku.

Schematicky;,
o) (1) e () - ()
1 1 "1 0
<~

Oéoil)()‘{'&l!lfl —|'"'—|—Oén$n = On
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Oé01+0411++06n1:0

Dukaz tvrzeni si rozdélime na 2 implikace.

e Linedarni zavislost yo, y1, ..., y, implikuje afinni zavislost zq, 1, ..., z,.
Pokud jsou o, y1, - . ., Y, linedrné zavislé, plati

n
Z a;y; =0
i=0
a zaroven existuje j : o; # 0. Muzeme proto vyjadiit y; pomoci ostatnich

vektoru jako
Q;
Yi = Zﬁi% = Z _—%yz-
i#j i#j
Specialné (omezime-li se na prvnich n slozek) také

Q;
Ty = E Bir; = g Z;.

i#j it Y

a (omezime-li se na posledni slozky ;)

L=3 fa=3 =

i#] i#]

Vidime, Ze z; se da vyjadrit jako afinni kombinace zbylych vektoru s koeficienty

B;. Vektory xg, 1, ..., x, jsou tedy afinné zavislé.
e Afinni zavislost zg, x1, ..., z, implikuje linearni zavislost yo, y1, . - -, Yn.
Jsou-li xg, x1,...,x, afinné zavislé, plati, ze existuje j :
xj = E Bix; a zaroven E B;i=1
i#] 1#]

Slouc¢enim obou rovnic dostdvame
JIj . ) Z;
(7)-22(3)
i#£j

vi=>_ B
i2i

Mnozina yo, Y1, - - - , Yn je linedrné zavisla.

coz je ekvivalentni



