Piiklady na procviceni z Linearni algebry 1 (ZS 2020/2021):

(12) Linearni zobrazeni II

Definice 1 (Linearni zobrazeni) Méjme vektorové prostory U a 'V nad télesem T. Zobra-
zeni f: U — V je linedrni pokud pro kazdé x,y € U a a € T plati:

o fz+y) = flx)+ fly)
o f(ar) = af(z).

Definice 2 (Matice linedrniho zobrazeni) M¢jme linedrni zobrazeni f : U — V, By =
{@1,... 2.} bdzi U nad T a By = {y1,...,Ym} bdzi V nad T. Necht f(x;) = D", aijy;.
Potom matice g,[f]p, € T™" s prvky a;; se nazyvd matice linedarniho zobrazeni f vzhledem
k bézim By, B,.

Definice 3 (Matice pifechodu) Méjme vektorovy prostor U a jeho bdze By a By. Matice
prechodu od B; k By je matice p,|id]p, .

Cv. 1. Méjme v prostoru Z: dané béze
A=((1,2,0,1)7,(4,1,3,1)7,(3,1,3,4)7,(2,0,2,2)T),
B=((1,2,3,1)",(4,4,1,1)7,(2,0,2,1)",(3,1,4,0)7).
Naleznéte matice prechodu:

k|id] 4, tj. od béze A ke kanonické bézi.

[id] k, tj. od kanonické baze k bazi B.

[id] 4, tj. od béze A k bazi B.
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Reseni:

(a) Oznac¢me P matici piechodu glid] 4. Necht a; je i-ty vektor baze A. Vsimnéte
si, ze [a;]a = e;, tedy souradnice vektoru a; vuci bézi A je vektor, kde je na
i-tém misté 1 a jinak 0. Matice P musi spliiovat pro kazdé i: Pla;ja = [a]k,
kde K je kanonicka baze. Tedy,

P[CLZ']A = P@Z‘ = [ai]K.

Sloupce matice P tedy tvoii vektory baze A vyjadrené vuci kanonické bazi K:
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(b) Ozna¢me @ matici prechodu pglid|x. Matice Q musi spliovat pro kazdé i:
Qlbilx = [bilp = [ei] k. Kde b; je i-ty vektor baze B. Pokud vsechny rovnosti



zapiseme maticové ziskdme rovnost QB = I, kde sloupce matice B jsou vek-
tory baze B vyjadiené vici K. Z toho tedy dostaneme, 7ze Q = B~
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Vsimnéme si také, ze zobrazeni f, které prevadi kanonickou bazi na béazi B,
je inverzni zobrazeni k zobrazeni g, které prevadi bazi B na kanonickou. Z
predchoziho pifkladu vime, Ze matice zobrazeni ¢ je pravé matice B. A tedy
matice zobrazeni f je inverzni k matici 5.

(c) Zobrazeni, které zobrazi vektory vyjadiené vuéci bazi A na vektory vuci bézi
B, se da rozlozit na dvé zobrazeni:

e f1 — zobrazeni, které zobrazi vektory vyjadiené vuci bazi A na vektory
vyjadrené vuci kanonické bazi.
e fy — zobrazeni, které zobrazeni vektory vyjadiené vuci kanonické bazi na
vektory vyjadrené vuci bazi B.
Z prvniho pifkladu vime, Ze matice zobrazeni f; je matice A, kde sloupce A
jsou vektory baze A vyjadrené vuci kanonické bazi. Z druhého ptikladu vime,
7e matice zobrazen{ f, je matice B~!. Matice piechodu g[id]4 je tedy matice
zobrazeni f, o fi, tedy matice B! - A.
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Matici plid]a 1ze také spocitat piimo pomoci fadkovych tprav:

(B|A) ~ -+~ (1| B A).

Cv. 2. Méjme linedrni zobrazeni f : R® — P? definované
f((ma+b+c,—a—bb—c))=(a+b+c)z’+(—a—b—c)z+(b—c), a,b,cER

Vypoctéte bazi a dimenzi jadra a obrazu zobrazeni f.

Resend:

Piimocary zpusob je nalézt matici zobrazeni vué¢i kanonické béazi. Je to spravny
zpusob, ale trochu zdlouhavy, protoze pro kazdy vektor e; bychom museli urcit
koeficienty a, b, ¢ (pomoci soustavy rovnic), abychom zjistili, kam se bazické vektory
zobrazuji.

Ukazeme si elegantnéjsi zpusob pomoci jiné, vhodnéjsi baze. Méjme bazi B =
((=1,-1,0),(1,-1,1),(1,0,—1)). Vsimnéme si, Ze

-1 1 1 —a+b+c
a-|=-11+b-1—-1]4+c-1 0 = —a—>b
0 1 -1 b—c



Pro vektor [(1,0,0)]p nalezneme jeho obraz snadno, protoze dosadime do predpisu
funkee f:a=1,b=0ac=0. Tedy f([(1,0,0)]5) = z* — 2 a obdobné:

f([(0,1,0)]p) = 2% =z +1
f(10,0,1)]5) =2* —2 — 1

Nyni si zvolime vhodnou bdzi pro P?. Zde se nabiz{ kanonicka: K = (2% x,1).
Matice zobrazeni f pak vypada nasledovneé.
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Kernel F je tedy generovan vektorem u = (—2,1, 1). Je to i baze kernelu f vyjadrena,
ale vuci bazi B, tedy baze ker(f) tvoii vektor [(—2, 1, 1)] 5. Pokud chceme bazi ker( f)
vyjadrit vuci kanonické bazi, jednoduse spocitame dle definice:

-1 1 1 4
ulg =—2-|-1|+1-|-1]+1-1 0 |=|3
0 1 -1 0

Dimenze ker(f) je tedy 1.

Nyni se podivejme na bazi a dimenzi obrazu. Z odstupnovaného tvaru matice F'
zjistime, ze béze S(F') tvoii napiiklad vektory (1,—1,0) a (1,—1,1). Tyto vektory
jsou soutadnice bazickych vektoru vuci bazi K. Bazi obrazu f tedy tvori vektory

(polynomy) z? — z a 2* — x + 1, dimenze obrazu je tedy 2.

. Necht prostor polynomiu nad R stupné nejvyse 4 ma bazi A = (z*+23, 23 +22, 22+

z, v+ 1, z* +1). Urcete matici [D,]4 pro zobrazeni D, jez funkci f(x) piifadi
jejl derivaci f'(x).

(Za kanonickou bazi zde povazujte K = (2°,...,2%).)

Reseni:

Plati g[D.)la = k[D:|k 'k [id]a, (t.j. nejprve zménime bazi a pak teprve zderivu-
jeme), kde
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Hledana matice je tedy
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Cv. 4. Matice linedrniho zobrazen{ f : R* — R? vzhledem k bézim B = {(1,1,0), (1,0,1),(0,1,1)}
a B'={(1,1),(2,0)} m4 tvar:
1 0 -1
A= (1 2 3 )

Urcete obraz vektoru (x,y, z) — vyjadieného vuéi kanonické bézi.

Reseni:

Matice A urcuje zobrazeni f viéi bazi B a B’. Pro urceni obrazu (z,y, z) je tedy
tfeba najit matici pfechodu B od kanonické béze k B a matici piechodu B’ od baze
B’ ke kanonické bazi.

Matice B’ je snadnd — do sloupcii dame vektory B’:
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Matici B ziskame inverzi matice, kterd ma ve sloupcich vektory baze B:
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Matici zobrazeni f vuci kanonickym bazim ziskdame tak, ze vSechny matice vynasobime,
tedy
R 1 2 3
I R —
A'=B'AB = <1 0 1)

Kdyz prendsobime matici A" vektor (x,y, z) dostaneme jeho obraz:

f((%yaz)):/l/ =(r+2y+3z,x — 2).

IS



