
Př́ıklady na procvičeńı z Lineárńı algebry 1 (ZS 2020/2021):

(12) Lineárńı zobrazeńı II

Definice 1 (Lineárńı zobrazeńı) Mějme vektorové prostory U a V nad tělesem T. Zobra-
zeńı f : U → V je lineárńı pokud pro každé x, y ∈ U a a ∈ T plat́ı:

• f(x + y) = f(x) + f(y).

• f(ax) = af(x).

Definice 2 (Matice lineárńıho zobrazeńı) Mějme lineárńı zobrazeńı f : U → V , B1 =
{x1, . . . , xn} bázi U nad T a B2 = {y1, . . . , ym} bázi V nad T. Necht’ f(xj) =

∑m
i=1 aijyi.

Potom matice B2 [f ]B1 ∈ Tm×n s prvky aij se nazývá matice lineárńıho zobrazeńı f vzhledem
k báźım B1, B2.

Definice 3 (Matice přechodu) Mějme vektorový prostor U a jeho báze B1 a B2. Matice
přechodu od B1 k B2 je matice B2 [id]B1.

Cv. 1. Mějme v prostoru Z4
5 dané báze

A =
(
(1, 2, 0, 1)T , (4, 1, 3, 1)T , (3, 1, 3, 4)T , (2, 0, 2, 2)T

)
,

B =
(
(1, 2, 3, 1)T , (4, 4, 1, 1)T , (2, 0, 2, 1)T , (3, 1, 4, 0)T

)
.

Nalezněte matice přechodu:

(a) K [id]A, tj. od báze A ke kanonické bázi.

(b) B[id]K , tj. od kanonické báze k bázi B.

(c) B[id]A, tj. od báze A k bázi B.

Řešeńı:

(a) Označme P matici přechodu K [id]A. Necht’ ai je i-tý vektor báze A. Všimněte
si, že [ai]A = ei, tedy souřadnice vektoru ai v̊uči bázi A je vektor, kde je na
i-tém mı́stě 1 a jinak 0. Matice P muśı splňovat pro každé i: P [ai]A = [ai]K ,
kde K je kanonická báze. Tedy,

P [ai]A = Pei = [ai]K .

Sloupce matice P tedy tvoř́ı vektory báze A vyjádřené v̊uči kanonické bázi K:

K [id]A =


1 4 3 2
2 1 1 0
0 3 3 2
1 1 4 2

 .

(b) Označme Q matici přechodu B[id]K . Matice Q muśı splňovat pro každé i:
Q[bi]K = [bi]B = [ei]K . Kde bi je i-tý vektor báze B. Pokud všechny rovnosti
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zaṕı̌seme maticově źıskáme rovnost QB̄ = I4, kde sloupce matice B̄ jsou vek-
tory báze B vyjádřené v̊uči K. Z toho tedy dostaneme, že Q = B̄−1:

B[id]K =


2 4 0 1
3 3 2 0
0 3 3 0
4 1 2 3


Všimněme si také, že zobrazeńı f , které převád́ı kanonickou bázi na bázi B,
je inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı g, které převád́ı bázi B na kanonickou. Z
předchoźıho př́ıkladu v́ıme, že matice zobrazeńı g je právě matice B̄. A tedy
matice zobrazeńı f je inverzńı k matici B̄.

(c) Zobrazeńı, které zobraźı vektory vyjádřené v̊uči bázi A na vektory v̊uči bázi
B, se dá rozložit na dvě zobrazeńı:

• f1 – zobrazeńı, které zobraźı vektory vyjádřené v̊uči bázi A na vektory
vyjádřené v̊uči kanonické bázi.

• f2 – zobrazeńı, které zobrazeńı vektory vyjádřené v̊uči kanonické bázi na
vektory vyjádřené v̊uči bázi B.

Z prvńıho př́ıkladu v́ıme, že matice zobrazeńı f1 je matice Ā, kde sloupce Ā
jsou vektory báze A vyjádřené v̊uči kanonické bázi. Z druhého př́ıkladu v́ıme,
že matice zobrazeńı f2 je matice B̄−1. Matice přechodu B[id]A je tedy matice
zobrazeńı f2 ◦ f1, tedy matice B̄−1 · Ā.

B[id]A =


1 3 4 1
4 1 3 0
1 2 2 1
4 1 1 3


Matici B[id]A lze také spoč́ıtat př́ımo pomoćı řádkových úprav:

(B̄|Ā) ∼ · · · ∼ (In|B̄−1Ā).

Cv. 2. Mějme lineárńı zobrazeńı f : R3 → P 2 definované

f
(
(−a + b + c,−a− b, b− c)

)
= (a + b + c)x2 + (−a− b− c)x + (b− c), a, b, c ∈ R

Vypočtěte bázi a dimenzi jádra a obrazu zobrazeńı f .

Řešeńı:
Př́ımočarý zp̊usob je nalézt matici zobrazeńı v̊uči kanonické bázi. Je to správný
zp̊usob, ale trochu zdlouhavý, protože pro každý vektor ei bychom museli určit
koeficienty a, b, c (pomoćı soustavy rovnic), abychom zjistili, kam se bazické vektory
zobrazuj́ı.

Ukážeme si elegantněǰśı zp̊usob pomoćı jiné, vhodněǰśı báze. Mějme bázi B =(
(−1,−1, 0), (1,−1, 1), (1, 0,−1)

)
. Všimněme si, že

a ·

−1
−1
0

+ b ·

 1
−1
1

+ c ·

 1
0
−1

 =

−a + b + c
−a− b
b− c

 .
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Pro vektor [(1, 0, 0)]B nalezneme jeho obraz snadno, protože dosad́ıme do předpisu
funkce f : a = 1, b = 0 a c = 0. Tedy f

(
[(1, 0, 0)]B

)
= x2 − x a obdobně:

f
(
[(0, 1, 0)]B

)
= x2 − x + 1

f
(
[(0, 0, 1)]B

)
= x2 − x− 1

Nyńı si zvoĺıme vhodnou bázi pro P2. Zde se nab́ıźı kanonická: K = (x2, x, 1).
Matice zobrazeńı f pak vypadá následovně.

F = K [f ]B =

 1 1 1
−1 −1 −1
0 1 −1

 ∼
1 2 0

0 1 −1
0 0 0


Kernel F je tedy generován vektorem u = (−2, 1, 1). Je to i báze kernelu f vyjádřená,
ale v̊uči bázi B, tedy báze ker(f) tvoř́ı vektor [(−2, 1, 1)]B. Pokud chceme bázi ker(f)
vyjádřit v̊uči kanonické bázi, jednoduše spoč́ıtáme dle definice:

[u]K = −2 ·

−1
−1
0

+ 1 ·

 1
−1
1

+ 1 ·

 1
0
−1

 =

4
3
0


Dimenze ker(f) je tedy 1.

Nyńı se pod́ıvejme na bázi a dimenzi obrazu. Z odstupňovaného tvaru matice F
zjist́ıme, že báze S(F ) tvoř́ı např́ıklad vektory (1,−1, 0) a (1,−1, 1). Tyto vektory
jsou souřadnice bazických vektor̊u v̊uči bázi K. Bázi obrazu f tedy tvoř́ı vektory
(polynomy) x2 − x a x2 − x + 1, dimenze obrazu je tedy 2.

Cv. 3. Necht’ prostor polynomů nad R stupně nejvýše 4 má bázi A = (x4+x3, x3+x2, x2+
x, x + 1, x4 + 1). Určete matici K [Dx]A pro zobrazeńı Dx jež funkci f(x) přǐrad́ı
jej́ı derivaci f ′(x).

(Za kanonickou bázi zde považujte K = (x0, . . . , x4).)

Řešeńı:
Plat́ı K [Dx]A = K [Dx]K ·K [id]A, (t.j. nejprve změńıme bázi a pak teprve zderivu-
jeme), kde

K [id]A =


0 0 0 1 1
0 0 1 1 0
0 1 1 0 0
1 1 0 0 0
1 0 0 0 1

 a K [Dx]K =


0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 4
0 0 0 0 0

 .

Hledaná matice je tedy

K [Dx]A =


0 0 1 1 0
0 2 2 0 0
3 3 0 0 0
4 0 0 0 4
0 0 0 0 0

 .
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Cv. 4. Matice lineárńıho zobrazeńı f : R3 → R2 vzhledem k báźım B =
{

(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)
}

a B′ =
{

(1, 1), (2, 0)
}

má tvar:

A =

(
1 0 −1
1 2 3

)
Určete obraz vektoru (x, y, z) – vyjádřeného v̊uči kanonické bázi.

Řešeńı:
Matice A určuje zobrazeńı f v̊uči bázi B a B′. Pro určeńı obrazu (x, y, z) je tedy
třeba naj́ıt matici přechodu B̄ od kanonické báze k B a matici přechodu B̄′ od báze
B′ ke kanonické bázi.

Matice B̄′ je snadná – do sloupc̊u dáme vektory B′:

B̄′ =

(
1 2
1 0

)

Matici B̄ źıskáme inverźı matice, která má ve sloupćıch vektory báze B:

B̄ =

1 1 0
1 0 1
0 1 1

−1 =

 1
2

1
2
−1

2
1
2
−1

2
1
2

−1
2

1
2

1
2


Matici zobrazeńı f v̊uči kanonickým baźım źıskáme tak, že všechny matice vynásob́ıme,
tedy

A′ = B̄′AB̄ =

(
1 2 3
1 0 −1

)
Když přenásob́ıme matićı A′ vektor (x, y, z) dostaneme jeho obraz:

f
(
(x, y, z)

)
= A′

x
y
z

 = (x + 2y + 3z, x− z).
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