
Př́ıklady na procvičeńı z Lineárńı algebry 1 (ZS 2020/2021):

(11) Lineárńı zobrazeńı I

Definice 1 (Lineárńı zobrazeńı) Mějme vektorové prostory U a V nad tělesem T. Zobra-
zeńı f : U → V je lineárńı pokud pro každé x, y ∈ U a a ∈ T plat́ı:

• f(x+ y) = f(x) + f(y).

• f(ax) = af(x).

Definice 2 (Matice lineárńıho zobrazeńı) Mějme lineárńı zobrazeńı f : U → V , B1 =
{x1, . . . , xn} bázi U nad T a B2 = {y1, . . . , ym} bázi V nad T. Necht’ f(xj) =

∑m
i=1 aijyi.

Potom matice B2 [f ]B1 ∈ Tm×n s prvky aij se nazývá matice lineárńıho zobrazeńı f vzhledem
k báźım B1, B2.

Definice 3 (Izomorfismus) Lineárńı zobrazeńı f je isomorfismus pokud je prosté a
”

na“.

Cv. 1. Rozhodněte a dokažte, zda-li zobrazeńı f : R→ R je/neńı lineárńı zobrazeńı.

(a) f1(x) = 0

(b) f2(x) = 1

(c) f3(x) = 2x

(d) f4(x) = x+ 1

(e) f5(x) = x2

(f) f6
(
(x, y)

)
= (x+ y, x− y, x− y)

Řešeńı:

(a) Ověř́ıme platnost podmı́nek lineárńıho zobrazeńı z definice:

i. f1(x+ y) = f1(z) = 0 = 0 + 0 = f1(x) + f1(y) podmı́nka plat́ı

ii. f1(αx) = f1(w) = 0 = α0 = αf1(x) podmı́nka plat́ı.

Obě podmı́nky jsou splněny, zobrazeńı f1 je lineárńı.

(b) Analogicky ověř́ıme podmı́nky u zobrazeńı f2:

i. f2(x+ y) = f2(z) = 1 6= 2 = 1 + 1 = f2(x) + f2(y) podmı́nka neplat́ı

ii. dále bychom již nemuseli poč́ıtat, ale pro zaj́ımavost prozkoumáme, zda-
li zobrazeńı homomorfńı k druhé operaci

”
násobeńı skalárem z tělesa“

f2(αx) = f2(w) = 1 6= α = α1 = αf2(x), pro obecné α ∈ R podmı́nka
neplat́ı.

Obě podmı́nky nejsou splněny, zobrazeńı neńı lineárńı.

(c) Postup u zobrazeńı f3 je také analogický:

i. f3(x+ y) = f3(z) = 2z = 2(x+ y) = 2(x) + 2(y) = f3(x) + f3(y) podmı́nka
plat́ı

ii. f3(αx) = f3(w) = 2w = 2αx = α2x = αf3(x) podmı́nka plat́ı.
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Obě podmı́nky jsou splněny, zobrazeńı je lineárńı.

(d) Nejde o lineárńı zobrazeńı f4(x+ y) = x+ y + 1 6= x+ y + 2 = f4(x) + f4(y).

(e) Nejde o lineárńı zobrazeńı f5(x+ y) = x2 + 2xy+ y2 6= x2 + y2 = f5(x) + f5(y).

(f) Jde o lineárńı zobrazeńı:

i. f6
(
(x1, y1)+(x2, y2)

)
= (x1+x2+y1+y2, x1+x2−y1−y2, x1+x2−y1−y2) =

(x1+y1, x1−y1, x1−y1)+(x2+y2, x2−y2, x2−y2) = f6
(
(x1, y1)

)
+f6

(
(x2, y2)

)
Cv. 2. Určete matice následuj́ıćıch lineárńıch zobrazeńı v rovině (R2 → R2) v̊uči kanonické

bázi K.

(a) Osová souměrnost podle osy 1. a 3. kvadrantu.

(b) Otočeńı o úhel α kolem počátku proti směru hodinových ručiček (prvńı osa je
vodorovná, druhá svislá).

(c) Projekce na prvńı souřadnici p1 : (x, y)→ (x, 0).

Řešeńı:
Pro sestaveńı matice Af zobrazeńı f , potřebujeme určit kam se zobraźı báze pro-
storu. Pokud máme bázi B = {u1, . . . , un} a sestroj́ıme matici Af takovou, že pro
všechny bazické vektory u ∈ B plat́ı, že Afu = f(u), tak d́ıky linearitě maticového
násobeńı je matice Af matice zobrazeńı f .

Pro vektory kanonické báze ei (kde ei je vektor s 1 na pozici i a jinak se samými
0). Tedy pro libovolnou matici A plat́ı, že Aei je i-tý sloupec matice A. Matici
zobrazeńı f tedy sestroj́ıme tak, že sloupce matice Af tvoř́ı vektory f(ei), tedy
obrazy kanonické báze.

(a) Stač́ı určit obrazy vektor̊u kanonické báze e1 = (1, 0)T a e2 = (0, 1)T v̊uči téže
bázi K při osové souměrnosti f . Zřejmě [f(e1)]K = f(e1) = (0, 1)T a podobně
f(e2) = (1, 0)T .

Z nich již snadno sestav́ıme matici osové souměrnosti [f ] =
(
f(e1), f(e2)

)
=(

0 1
1 0

)
.

(b) Je třeba určit délky přilehlých a protilehlých odvěsen v pravoúhlém trojúhelńıku
daným úhlem α. Tedy vektor (1, 0) se otoč́ı na vektor (cosα, sinα). Matice

otočeńı

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.

(c) Matice projekce je [p1] =

(
1 0
0 0

)
.

Cv. 3. Nalezněte matici zobrazeńı f : Z3
5 → Z3

5 v̊uči kanonické bázi K (shodná báze v
obou prostorech). O zobrazeńı f je známo, že převád́ı vektory u1 = (2, 4, 1)T , u2 =
(2, 3, 4)T a u3 = (3, 0, 1)T na vektory f(u1) = (2, 1, 2)T , f(u2) = (0, 4, 1)T a f(u3) =
(4, 4, 1)T .

Řešeńı:

Vycháźıme z maticové rovnice

2 0 4
1 4 4
2 1 1

 = [f ]

2 2 3
4 3 0
1 4 1

.
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Tuto přinásob́ıme zprava matićı

2 2 3
4 3 0
1 4 1

−1

=

4 0 3
3 2 1
4 2 4

. Matićı zobrazeńı je

tedy [f ] =

4 3 2
2 1 3
0 4 1


Cv. 4. Mějme lineárńı zobrazeńı f : R3 → R3 dané matićı

Af =

 1 −1 0
2 0 2
−3 1 −2


(a) Je f prosté?

(b) Je f na?

(c) Je f izomorfismem?

(d) Existuje k f inverzńı zobrazeńı?

(e) Určete bázi a dimenzi jádra zobrazeńı dim(Ker(f)).

(f) Určete bázi a dimenzi obrazu zobrazeńı dim(f(R3)).

Řešeńı:

(a) rank(Af ) = 2. Bud’ g : U → V lineárńı zobrazeńı, pak dim(U) = dim(Ker(g))+
dim(g(U)). Tedy dim(Ker(f)) = 3 − rank(f) = 1. Z netriviálnosti jádra zob-
razeńı plyne, že zobrazeńı f neńı prosté. Alternativně, zobrazeńı dané matićı
Af neńı prosté, protože nemá lineárně nezávislé sloupce.

(b) Pro lineárńı zobrazeńı plat́ı, že dim(f(U)) = dim(S(Af )) = rank(Af ). Tedy
dim(f(U)) < dim(R3) a f neńı zobrazeńı

”
na“. Alternativně, zobrazeńı dané

matićı Af neńı
”
na“ protože, protože nemá lineárně nezávislé řádky.

(c) Jelikož neńı zobrazeńı f prosté a
”
na“, nejedná se o izomorfismus. Alterna-

tivně, nejedná se o izomorfismus, protože matice Af neńı regulárńı.

(d) Jelikož neńı zobrazeńı izomorfismem, nemá inverzńı zobrazeńı.

(e) Prostor Ker(f) obsahuje vektory, které f zobraźı na 0. Tedy Ker(f) = Ker(Af ).
Hledáme tedy bázi prostoru řešeńı homogenńı soustavy zadané matićı Af . 1 −1 0

2 0 2
−3 1 −2

 ∼
1 −1 0

2 0 2
0 0 0


Tedy v Ker(f) jsou vektory (x, y, z) pro které plat́ı, že x = −z a y = −z.
Tedy vektory (−z,−z, z) pro libovolné z. Bázi tedy tvoř́ı např́ıklad vektor
(−1,−1, 1) a dimenze jádra je 1.
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(f) Obraz f se rovná sloupcovému prostoru Af . Tedy z odstupňovaného tvaru,
můžeme určit, že báze S(Af ) je tvořena např́ıklad vektory (1, 2,−3) a (−1, 0, 1).

Cv. 5. Rozhodněte a zd̊uvodněte, zda-li jsou vektorové prostory U a V izomorfńı a tento
izomorfismus nalezněte. Existuje, v́ıce izomorfismů mezi prostory U a V ?

U = Span
(
(1, 0, 0), (0, 1, 0)

)
, V = Span

(
(3, 2, 1), (1, 1, 1)

)

Řešeńı:
Ano, např́ıklad přes zobrazeńı (1, 0, 0)→ (3, 2, 1) a (0, 1, 0)→ (1, 1, 1). Izomorfismů
existuje v́ıce, pro každou bázi B = (b1, b2) prostoru V můžeme definovat zobrazeńı
(1, 0, 0)→ b1 a (0, 1, 0)→ b2.

Cv. 6. Uvažujme lineárńı zobrazeńı f : Rn → Rn. Označme lineárńı zobrazeńı f 1 = f ,
f 2 = f◦f , fk = f◦fk−1. Ukažte, že pro libovolné i ≥ 1 plat́ı, že Ker(f i) ⊆ Ker(f i+1).

Řešeńı:
Napřed si zobrazeńı f vyjádř́ıme matićı Af ∈ Rn×n. Tedy ∀v ∈ Rn : f(v) = Av.
Nav́ıc ale máme ∀v ∈ Ri : f i(v) = Aiv.

Pokud v ∈ Ker(f i), pak f i(v) = 0, tedy Aiv = 0. Pak ale jistě

Ai+1v = A(Aiv) = A0 = 0.

Tedy v ∈ Ker(f i)⇒ v ∈ Ker(f i+1), tud́ıž Ker(f i) ⊆ Ker(f i+1).

Cv. 7. Ukažte, že pro (každé dvě) matice A ∈ Rn×p, B ∈ Rp×n plat́ı

dim(Ker(A) ∩ S(B)) = rank(B)− rank(AB).

Řešeńı:
Necht’ dimenze prostoru ker(A) ∩ S(B) a v1, v2, . . . , vk je jeho báze, doplňme ji na
bázi celého S(B) pomoćı vektor̊u w1, w2, . . . , w`. Pak rank(B) = dim(S(B)) = k+`.
Chceme ukázat, že rank(AB) = dim

(
S(AB)

)
= `. Uvědomme si, že obraz AB

můžeme zkoumat zkoumáńım toho, kam A zobraźı bázi v1, . . . , vk, w1, . . . , w`. Bázi
v1, . . . , vk zobraźı na nulový vektor. Ukážeme, že vektory Aw1, . . . , Aw` jsou lineárně
nezávislé. Mějme jejich nulovou lineárńı kombinaci

0 = α1Aw1 + α2Aw2 + · · ·+ α`Aw` = A(α1w1 + . . . α`w`).

Z definice w1, . . . , w` v́ıme, že žádná jejich netriviálńı kombinace neńı v ker(A). Tedy
všechny αi muśı být nulové. A z toho vyplývá, že rank(AB) = `.
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