Piiklady na procviceni z Linearni algebry 1 (ZS 2020/2021):
(11) Linearni zobrazeni I

Definice 1 (Linedrni zobrazeni) Méjme vektorové prostory U a 'V nad télesem T. Zobra-
zeni f : U — V je linedrni pokud pro kazdé x,y € U a a € T plati:

o f(x+y)=flx)+ f(y)
o flax) = af(x).

Definice 2 (Matice linearniho zobrazeni) Méjme linedrni zobrazeni f : U — V, By =
{@1,...,2,} bdzi U nad T a By = {y1,...,Ym} bdzi V nad T. Necht f(x;) = D", aijy;.
Potom matice ,[f]p, € T™" s proky a;; se nazyvd matice linedrniho zobrazeni f vzhledem
k bazim By, Bs.

Definice 3 (Izomorfismus) Linedrni zobrazeni f je isomorfismus pokud je prosté a ,na*.

Cv. 1. Rozhodnéte a dokazte, zda-li zobrazeni f : R — R je/neni linedrni zobrazeni.

(a) fi(z)=0

(b) falz) =1

(c) fs(z) =2z

(d) falz) =z +1

(e) fo(x) =a?

(£) fo((z,9) = (z+y, 2 —y, 2 —y)
Resend

(a) Oveérime platnost podminek linedrniho zobrazeni z definice:
L filz+y) = fi(z) =0=040= fi(z) + fi(y) podminka plati
ii. fi(ax) = fi(w) =0= a0 = af)(r) podminka plati.
Obé podminky jsou splnény, zobrazeni f; je linearni.
(b) Analogicky ovéfime podminky u zobrazeni fo:
L folx+y) = fa(z) =1#2=1+1= fy(x) + fo(y) podminka neplati
ii. dale bychom jiz nemuseli poc¢itat, ale pro zajimavost prozkoumame, zda-
li zobrazeni homomorfni k druhé operaci ,nésobeni skalarem z télesa“
folaz) = fo(w) =1 # a = al = afy(x), pro obecné o« € R podminka
neplati.
Obé podminky nejsou splnény, zobrazeni neni linedrni.
(c) Postup u zobrazeni f3 je také analogicky:

i fa(z+y) = f3(2) =22 =2(x+y) = 2(x) +2(y) = f3(x) + f3(y) podminka
plati

. fy(ax) = f3(w) = 2w = 2ax = a2z = afs(r) podminka plati.
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Obé podminky jsou splnény, zobrazeni je linearni.
(d) Nejde o linedrni zobrazeni fy(x +y) =x+y+1#z+y+2= fo(x) + fi(y).
(e) Nejde o linedrn{ zobrazeni fs(x +vy) = 22+ 2zy +y? # 2* +y* = f5(x) + f5(y).
(f) Jde o linedrni zobrazeni:

L f6<(9317y1)+(172,y2)) = (1 + 2oty Ty, T1+To—Y1 — Y2, Ty FT2—Y1— 1) =
(14y1, T1—=Y1, T1—=Y1) + (T2 +Y2, Ta—Y2, Ta—Y2) = f6((331, yl))—i‘ft‘»((ﬂfz, QQ))

Cv. 2. Uréete matice ndsledujicich linedrnich zobrazeni v roviné (R?* — R?) vuéi kanonické

. 3.

bazi K.
(a) Osova soumérnost podle osy 1. a 3. kvadrantu.

(b) Otoceni o thel a kolem pocatku proti sméru hodinovych ruci¢ek (prvni osa je
vodorovna, druhd svisld).

(c) Projekce na prvni soutadnici p; : (z,y) — (z,0).

Reseni:
Pro sestaveni matice A; zobrazeni f, potfebujeme urcit kam se zobrazi baze pro-
storu. Pokud mame béazi B = {u,,...,u,} a sestrojime matici Ay takovou, ze pro

vSechny bazické vektory u € B plati, ze Aju = f(u), tak diky linearité maticového
nasobeni je matice Ay matice zobrazeni f.

Pro vektory kanonické baze e; (kde e; je vektor s 1 na pozici i a jinak se samymi
0). Tedy pro libovolnou matici A plati, ze Ae; je i-ty sloupec matice A. Matici
zobrazeni f tedy sestrojime tak, Ze sloupce matice Ay tvoif vektory f(e;), tedy
obrazy kanonické baze.

(a) Staci uréit obrazy vektort kanonické béze e; = (1,0) a ey = (0,1)7 vaéi téze
bazi K pii osové soumérnosti f. Ziejmé [f(e1)]x = f(e1) = (0,1)T a podobné

flea) = (1,0)T.

Z nich jiz snadno sestavime matici osové soumérnosti [f] = ( fler), f (62)) =

01
1 0)°
(b) Je tteba urcit délky prilehlych a protilehlych odvésen v pravotihlém trojihelniku
danym thlem «a. Tedy vektor (1,0) se oto¢i na vektor (cosa,sina). Matice

., {cosa —sinaw
otoceni .
sinoe  cos«

(c) Matice projekee je [p1] = (é 8)

Naleznéte matici zobrazeni f : Z2 — 72 vuci kanonické bazi K (shodnd béze v
obou prostorech). O zobrazeni f je znamo, Ze pievadi vektory u; = (2,4, )T, uy =
(2,3,4)" aug = (3,0,1)" na vektory f(u1) = (2,1,2)", f(uz) = (0,4,1)" a f(us) =
(4,4, 1)T.

Reseni:
2 0 4 2 23
Vychézime z maticové rovnice (1 4 4] =[f]{4 3 0
11 1 41



Tuto prindsobime zprava matici . Matici zobrazeni je

oA N
INQEIUIN
—_ o w
Il
[SQEICIIN
NN O
B

tedy [f] =
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Cv. 4. Méjme linedrni zobrazeni f : R® — R3 dané matici

(b) Je f na?
(c) Je f izomorfismem?
(d) Existuje k f inverzni zobrazeni?

Reseni:

(a) rank(A;) = 2. Bud ¢ : U — V linedrn{ zobrazeni, pak dim(U) = dim(Ker(g))+
dim(g(U)). Tedy dim(Ker(f)) = 3 — rank(f) = 1. Z netrividlnosti jadra zob-
razeni plyne, ze zobrazeni f neni prosté. Alternativné, zobrazeni dané matici
Ay nenf prosté, protoze nema linedrné nezavislé sloupce.

(b) Pro linearni zobrazeni plati, ze dim(f(U)) = dim(S(Ay)) = rank(As). Tedy
dim(f(U)) < dim(R®) a f nenf zobrazeni ,na“. Alternativné, zobrazeni dané
matici Ay neni ,na“ protoze, protoze neméd linedrné nezavislé radky.

(c) Jelikoz neni zobrazeni f prosté a ,na“, nejednd se o izomorfismus. Alterna-
tivné, nejedna se o izomorfismus, protoze matice Ay neni reguldrni.

(d) Jelikoz neni zobrazeni izomorfismem, nem4 inverzni zobrazeni.

(e) Prostor Ker(f) obsahuje vektory, které f zobrazi na 0. Tedy Ker(f) = Ker(Ay).
Hleddme tedy bazi prostoru feseni homogenni soustavy zadané matici Ay.

1 -1

2 0 2 |~12 0

-3 1 =2 0 0

o NN O

Tedy v Ker(f) jsou vektory (z,y,z) pro které plati, ze © = —z a y = —z.
Tedy vektory (—z,—z,z) pro libovolné z. Bézi tedy tvoii napriklad vektor
(—1,—1,1) a dimenze jadra je 1.
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(f) Obraz f se rovnd sloupcovému prostoru Ay. Tedy z odstupnovaného tvaru,
muzeme urcit, ze baze S(Ay) je tvorena napiiklad vektory (1,2, —3) a (—1,0, 1).

Cv. 5. Rozhodnéte a zduvodnéte, zda-li jsou vektorové prostory U a V' izomorfni a tento

izomorfismus naleznéte. Existuje, vice izomorfismu mezi prostory U a V7

U = Span((1,0,0),(0,1,0)),V = Span((3,2,1), (1,1,1))

Reseni:

Ano, napriklad ptes zobrazeni (1,0,0) — (3,2,1) a (0,1,0) — (1,1, 1). Izomorfismu
existuje vice, pro kazdou béazi B = (by, by) prostoru V muzeme definovat zobrazeni
(1,0,0) = by a (0,1,0) — bo.

. Uvazujme linearni zobrazeni f: R® — R". Ozna¢me linedrni zobrazeni f' = f,

f? = fof, f¥ = fofk~1. Ukaite, 7e pro libovolné i > 1 plati, ze Ker(f?) C Ker(fi*1).

Resend:
Napfed si zobrazeni f vyjadifme matici Ay € R™*". Tedy Vv € R": f(v) = Av.
Navic ale mdme Vv € R': fi(v) = A%v.
Pokud v € Ker(f?), pak f'(v) =0, tedy A'v = 0. Pak ale jisté
Ay = A(A') = A0 = 0.

Tedy v € Ker(f?) = v € Ker(f*), tudiz Ker(f?) C Ker(f+1).

. Ukazte, ze pro (kazdé dvé) matice A € R"*?, B € RP*" plati

dim(Ker(A) NS(B)) = rank(B) — rank(AB).

Reseni:

Necht dimenze prostoru ker(A) N S(B) a vy, va, ..., v je jeho baze, dopliime ji na
bézi celého S(B) pomoci vektora wy, wo, . .., w,. Pak rank(B) = dim(S(B)) = k4.
Chceme ukézat, Ze rank(AB) = dim(S(AB)) = (. Uvédomme si, ze obraz AB
muzeme zkoumat zkoumanim toho, kam A zobrazi bazi vy, ..., v, wy, ..., w,. Bazi
v, ...,V zobrazi na nulovy vektor. Ukazeme, ze vektory Aws, ..., Aw, jsou linearné
nezavislé. Méjme jejich nulovou linearni kombinaci

0= a1 Aw; + asAwy + -+ + apAwy = A(aqwy + . . . apwy).

Z definice wy, . .., w, vime, Ze zadna jejich netrividlni kombinace neni v ker(A). Tedy
v8echny «; musi byt nulové. A z toho vyplyvé, ze rank(AB) = /.



