
Př́ıklady na procvičeńı z Lineárńı algebry 1 (ZS 2020/2021):

(10) Maticové prostory

Definice 1 Pro matici A ∈ Tn×m (kde T je těleso) definujeme následuj́ıćı prostory:

1. Řádkový prostor R(A) = Span{A1,∗, . . . , An,∗}, tedy jako lineárńı obal řádk̊u matice A.

2. Sloupcový prostor S(A) = Span{A∗,1, . . . , A∗,m}, tedy jako lineárńı obal sloupc̊u matice
A.

3. Jádro Ker(A) =
{
x ∈ Tm|Ax = 0

}
, tedy prostor řešeńı homogenńı soustavy zadané

matićı A.

Cv. 1. Určete dimenzi a najděte bázi řádkového a sloupcového prostoru matice

A =

1 1 2 1
3 1 4 4
4 −4 0 8

 .

Řešeńı:
Nejprve převedeme matici na (redukovaný) odstupňovaný tvar:1 1 2 1

3 1 4 4
4 −4 0 8

 ∼
1 0 1 3

2

0 1 1 −1
2

0 0 0 0

 .

Dimenzi řádkového a sloupcového prostoru matice můžeme zjistit pomoćı hodnosti
matice, plat́ı vztah

dimR(A) = dimS(A) = rank(A) = 2.

Bázi řádkového prostoruR(A) dostaneme př́ımo z nenulových řádk̊u v odstupňovaném
tvaru RREF(A), tedy

BR(A) =

{(
1, 0, 1,

3

2

)T

,

(
0, 1, 1,−1

2

)T
}
.

Bázi sloupcového prostoru vybereme z p̊uvodńıch sloupcových vektor̊u matice A.
Voĺıme sloupce, které odpov́ıdaj́ı bázickým sloupc̊um RREF(A), t.j. prvńı a druhý
sloupec:

BS(A) =
{

(1, 3, 4)T , (1, 1,−4)T
}
.

Cv. 2. Postupně nad tělesy R, Z5 a Z7 rozhodněte, zda pro matici A =

(
1 2
3 1

)
plat́ı

(a) (1, 2)T ∈ Ker(A),

(b) (1, 2)T ∈ S(A).
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Řešeńı:
Z definice jádra a sloupcového prostoru matice plat́ı

Ker(A) = {x ∈ Tn : Ax = o},
S(A) = Span{A∗1, . . . , A∗n} = {Ax : x ∈ Tn},

stač́ı tedy ověřit, zda vektor (1, 2)T řeš́ı soustavu Ax = o nad daným tělesem a zda
plat́ı Ax = (1, 2)T pro nějaké x ∈ T2.

Nad tělesem R:

(a) vektor (1, 2)T nepatř́ı do jádra matice A, protože(
1 2
3 1

)(
1
2

)
=

(
5
5

)
6=
(

0
0

)
,

(b) vektor (1, 2)T patř́ı do sloupcového prostoru matice A, protože soustava(
1 2 1
3 1 2

)
∼
(

1 2 1
0 −5 −1

)
∼
(

1 0 3
5

0 1 1
5

)
má řešeńı, konkrétně plat́ı (1, 2)T = 3

5
(1, 3)T + 1

5
(2, 1)T .

Nad tělesem Z5:

(a) vektor (1, 2)T patř́ı do Ker(A), protože(
1 2
3 1

)(
1
2

)
=

(
0
0

)
,

(b) vektor (1, 2)T nepatř́ı do S(A), protože soustava(
1 2 1
3 1 2

)
∼
(

1 2 1
0 0 4

)
nemá nad tělesem Z5 řešeńı.

Nad tělesem Z7:

(a) vektor (1, 2)T nepatř́ı Ker(A), protože(
1 2
3 1

)(
1
2

)
=

(
5
5

)
6=
(

0
0

)
,

(b) vektor (1, 2)T patř́ı do S(A), protože soustava(
1 2 1
3 1 2

)
∼
(

1 2 1
0 2 6

)
∼
(

1 0 2
0 1 3

)
má nad tělesem Z7 řešeńı a plat́ı (1, 2)T = 2(1, 3)T + 3(2, 1)T .
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Cv. 3. Najděte báze prostor̊u R(A), S(A) a Ker(A) pro matici

A =

1 2 2 3
2 4 1 3
3 6 1 4

 .

Řešeńı:
Převedeme matici A do odstupňovaného tvaru:1 2 2 3

2 4 1 3
3 6 1 4

 ∼
1 2 0 1

0 0 1 1
0 0 0 0

 .

Bázi řádkového prostoruR(A) tvoř́ı (např́ıklad) nenulové vektory v řádćıch výsledné
matice, tedy (1, 2, 0, 1)T , (0, 0, 1, 1)T .

Bázi sloupcového prostoru můžeme vybrat z p̊uvodńıch sloupc̊u matice A, které
odpov́ıdaj́ı bázickým sloupc̊um odstupňovaného tvaru. Bázické sloupce jsou prvńı a
třet́ı, tedy vektory (1, 2, 3)T a (2, 1, 1)T tvoř́ı bázi S(A).

Bázi jádra matice A źıskáme z řešeńı soustavy Ax = o. Množinu všech řeseńı této
soustavy můžeme vyjádřit pomoćı nebázických proměnných x2, x4 ve tvaru

(−2x2 − x4, x2,−x4, x4) = (−2, 1, 0, 0)x2 + (−1, 0,−1, 1)x4.

Bázi Ker(A) tedy tvoř́ı např. vektory (−2, 1, 0, 0)T , (−1, 0,−1, 1)T .

Cv. 4. Rozhodněte, zda pro matice A,B ∈ Rn×n plat́ı

(a) S(A) = S(B) implikuje RREF(A) = RREF(B),

(b) RREF(A) = RREF(B) implikuje S(A) = S(B).

Řešeńı:

(a) Tvrzeńı neplat́ı, např. matice

A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
0 1
0 0

)
,

maj́ı stejný sloupcový prostor

Span{(1, 0)T , (0, 0)T} = S(A) = S(B) = Span{(0, 0)T , (1, 0)T},

ale jejich redukované odstupňované tvary jsou r̊uzné (obě matice jsou v RREF).

(b) Neplat́ı ani opačná implikace, např. pro matice

A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
0 0
1 0

)
máme RREF(A) = RREF(B) = A, ale zároveň

Span
{

(1, 0)T , (0, 0)T
}

= S(A) 6= S(B) = Span
{

(0, 1)T , (0, 0)T
}
.
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Cv. 5. Z vektor̊u vyberte bázi prostoru V = Span{v1, v2, v3, v4} a pro ostatńı vektory
najděte souřadnice v̊uči této bázi:

v1 = (3, 1, 5, 4)T , v2 = (2, 2, 3, 3)T , v3 = (1,−1, 2, 1)T , v4 = (1, 3, 1, 1)T .

Řešeńı:
Zaṕı̌seme jednotlivé vektory do sloupc̊u matice a převedeme ji do (redukovaného)
odstupňovaného tvaru 

3 2 1 1
1 2 −1 3
5 3 2 1
4 3 1 1

 ∼


1 0 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

Vid́ıme, že bázické sloupce jsou prvńı, druhý a čtvrtý, bázi prostoru S(A) = V tedy
tvoř́ı p̊uvodńı vektory v1 = (3, 1, 5, 4)T , v2 = (2, 2, 3, 3)T a v4 = (1, 3, 1, 1)T .

Ze třet́ıho sloupce upravené matice dostaneme souřadnice vektoru v3 vzhledem k
bázi B = {v1, v2, v4}, plat́ı

v3 = (1,−1, 2, 1)T = 1 · (3, 1, 5, 4)T + (−1) · (2, 2, 3, 3)T ,

a tedy [v3]B = (1,−1, 0).

Cv. 6. Rozhodněte, zda plat́ı rank(A + B) ≤ rank(A) + rank(B) pro A,B ∈ Rm×n.
(Hint: Jaký je vztah mezi S(A) + S(B) a S(A + B)?)

Řešeńı:
Uvažujme prostor generovaný sjednoceńım sloupc̊u matice A a sloupc̊u matice B,
tedy spojeńı S(A) + S(B). Dimenze tohoto prostoru je nanejvýš

dimS(A) + dimS(B) = rank(A) + rank(B).

Dále, prostor S(A) + S(B) obsahuje všechny vektory generované sloupci matice
A + B, tedy S(A + B) je podprostorem S(A) + S(B). Plat́ı proto

rank(A + B) = dimS(A + B) ≤ dimS(A) + S(B) ≤ rank(A) + rank(B).

Cv. 7. Jaký je vztah mezi prostory Ker(AB) a Ker(B) pro matice

(a) A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p,

(b) A ∈ Rn×n regulárńı, B ∈ Rn×p?

Řešeńı:
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(a) Necht’ x ∈ Ker(B), pak z definice jádra plat́ı Bx = 0. Vektor x patř́ı také do
jádra matice AB, protože

(AB)x = A(Bx) = A0 = 0,

dostaneme tedy inkluzi Ker(B) ⊆ Ker(AB). Obrácená inkluze obecně neplat́ı,
např. pro A = 0n a B = In je vektor y = (1, 0, . . . , 0)T v jádru matice AB, ale
nikoliv v jádru matice B.

(b) Nahlédneme, že pro regulárńı matici A plat́ı také inkluze Ker(AB) ⊆ Ker(B),
a tedy Ker(AB) = Ker(B). Necht’ x ∈ Ker(AB), potom (AB)x = 0. Z regula-
rity matice A existuje inverzńı matice A−1, pro kterou plat́ı

Bx = (A−1A)Bx = A−1((AB)x) = A−10 = 0,

z čehož plyne x ∈ Ker(B).
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