Piiklady na procvi€eni z Linearni algebry 1 (ZS 2020/2021):
(9) Baze, dimenze

Bud V vektorovy prostor nad T a mé&me vektory vq,...,v, € V.
Definice 1 (Linearni nezavislost) Vektory vy,...,v, € V se nazgvaji linearné nezé-
vislé, pokud rovnost Z?:l a;v; = 0 nastane pouze pro oy = -+ = a,, = 0. V opacném

pripadé jsou vektory linearné zavislé.

Definice 2 (Linearni obal) Linearni obal vektori vy, ..., v, je
Span(vy, ..., v,) = {Z aivi‘al, o, € ’]I‘}.
i=1

Definice 3 (Baze) Vektory vq,...,v, tvoii bazi V pokud jsou linedrné nezdvislé a
Span(vy, ..., v,) =V.

Definice 4 (Dimenze) Dimenze V' je velikost jeho libovolné bdze.

Cv. 1. Urcete priinik nésledujicth poprostori R3 : U = Span((l, 1,0), (0,1, O)) al =
Span((0,1,1),(0,0,1)).

Cv. 2. Ve vektorovém prostoru Z3 vyjadrete vektor (3,2,4) jako linedrn{ kombinaci vek-
tort (3,3,2), (1,1,4) a (0,2,1). Je toto vyjadieni jednozna¢né?

Reseni:
Vyfesime soustavu rovnic, kterd vznikne tak, ze vektory (3,3,2), (1,1,4) a (0,2,1)
dame do sloupct matice a vektor (3,2, 4) pouzijeme jako vektor pravé strany.
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Dostaneme x3 =2, 9 = p a x; = 1 + 3p tedy:
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Resen tedy neni jednoznacné a vektory (3,3,2),(1,1,4) a (0,2,1) netvori bazi
Z3.
Cv. 3. Dopliite mnozinu M na béazi vektorového prostoru V.

(a) M =1{(1,2,0,0)",(2,1,1,3)7,(0,1,0,1)"}, V = R*.

(b) M = {—2? z+a* 2% —1}, v prostoru V relnych polynomu stupné nejvyse
t1i.



Resent:

(a) Prostor V méa dimenzi 4, proto je tifeba rozsitit M o jeden vektor. Z véty
o vyméné plati, Ze alespon jeden z vektori kanonické béaze je nezavisly
na vektorech z M. Nezavislost zjistime soucasnym vyteSenim rovnic aju; +
asls +agus = e;, kde uy, us, ug jsou vektory z M a e; jsou vektory kanonické
baze.

Dostavame matici
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Protoze posledni fadek obsahuje pivot ve vSech sloupcich na pravé strané,
vidime, Ze doplnénim o libovolny vektor e; se stane mnozina M bézi pro-

storu R%.
(b) Zkusime doplnit M o néktery vektor z kanonické baze 1,x, 22 x3. Mame
matici
0 0 -1 1 0 00 -1 100010
0 1 O 0100 0O 100100
11 0 o010 " "lo o0o1]l0001
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Zde vidime, ze bud M U {1} nebo M U {z*} (a i mnoho jinych moznosti,
které¢ jsme vSak netestovali) tvoif bazi V', nikoli viak MU{z} nebo MU{z?}.

Cv. 4. Souradnice vektoru w vici usporadané bazi X = (vy,ve,v3,v4) jsou [u]lx =

(a1, as,as, as)’. Uréete souradnice téhoZ vektoru u vaci bazi Y = (vy + vy, vo +
U3, Vg, UQ)-

Resend:

Hledame takova (by,...,bs)T = [u]y, aby platilo

b1 (Ul + U4> + bQ(Ug -+ Ug) + b31)4 + b41}2 = a1V1 + aoVy + a3V3 + A4V4.

Protoze je X béze, jsou koeficienty u v; jsou jednoznacné. Dostavame soustavu

b1 = a1
b2 + b4 = dag
bg = das
b1 + b3 = Qa4

Nové soutfadnice jsou [u]ly = (a1, as,aq — ay,as — az)?.

Cv. 5. Uréete dimenze a baze nasledujicich vektorovych podprostor prostoru ZZ.

(a) U = Span((4,1,0,3,4,0,0)7,(4,3,1,0,2,3,1)7, (4,1,4,0,3,2,4)7,
(2,4,1,4,4,3,1)",(0,4,3,2,2,4,3)7).

(b) V = {($1,...,[E7)T € ZL:xy + 3wy + w3 + 224 + 315 + 16 + 277 = 0,
31’1+4$2+3$3+ZL‘4—|—4£L‘5—|—2I’6+41’7 = 0, 2$1+$2+4I3+4l’5+21‘7 = 0}



Resent:

(a)

Z generatoru sestavime matici (vektory zménime na fadkové) a tuto ma-
tici prevedeme na odstupnovany tvar. Elementarni tpravy neméni radkovy
prostor, vysledné nenulové fadky tvoii tedy hledanou bazi.
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Dimenze U je tedy 3 a baze U je napt. (1,2,3,2,2,4,3)7,(0,1,1,0,2,3,1)7,

(0,0,1,3,1,3,1)T.
Z rovnic sestavime soustavu a budeme hledat bazi jejiho feSeni. Napt. pro
V méame

1312312 1312312
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S fegenim z = p;(2,1,0,0,0,0,0)T+py(1,0,2,1,0,0,0)T+ps(1,0,1,0,1,0,0)"+

p4(1,0,4,0,0,3,1)T.

Vektory u parametru tvori bazi prostoru feseni, m.j. je okamzité vidét, ze
dimenze tohoto prostoru je rovna poc¢tu volnych proménnych.

Dimenze V je tedy 4 a baze V je napt. (2,1,0,0,0,0,0)7,(1,0,2,1,0,0,0)7,
(1,0,1,0,1,0,0),(1,0,4,0,0,3,1)T.

Cv. 6. Rozhodnéte, zdali prostory U a V' z minulého piikladu jsou v inkluzi a pokud

ano,

naleznéte takovou bazi vétsiho z nich, aby rozsifovala bazi mensiho.

Reseni:

Dimenze podprostoru je mensi nez dimenze prostoru. Dimenze jsme jiz urcili
diive v pfedchozim piikladu, miizeme tedy okamzité vyloucit pripad V C U.
Zbyvé overit, zdali jsou prostory v opac¢né inkluzi, nebo jsou-li inkluzi neporov-
natelné. Staci overit, jestli dim(Span(U U V)) = dim(V) = 4.

Popripadé se také muzeme pokusit vyjadiit vektory béze mensiho prostoru jako
linearni kombinace vétsi baze (coz je vlastné totéz).
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Zde tadky prvni matice udavaji soufadnice vektori baze U vici bazi V' (obé tyto

béaze jsme si zvolili vyse). VSimnéte si, ze se soufadnice daji snadno uréit z 2.,
4., 5. a 7. slozky vektoru a uvédomte si proc.
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Pro rozsiteni baze vyjdeme z libovolné baze mensiho prostoru a pridavame vek-
tory z vétsiho, dokud nedostaneme pozadovanou dimenzi.

Plati inkluze U C V. Tato inkluze se da nahlédnout i snéze, protoze vSechny
vektory béze U spliiuji rovnice z definice V.



