Piiklady na procvi€eni z Linearni algebry 1 (ZS 2020/2021):
(7) Vektorové prostory a podprostory, linearni obal

Definice 1 Necht'V je mnozina, & je bindrni operace na 'V a © je zobrazeni T xV — V|
kde T je téeleso s operacemi + a -. V' je vektorovy prostor nad T pokud plati ndsledujici:

Asociativita: Yu,v,w € V:u® (vdw) = (u®v) d w.
Komutativita: YVu,v € V:u® v =v D u.
Neutralni prvky: 0 €V :u®0=u a1l ®u=u, kde 1 je neutrdlni prvek T pro -.
Inverzni prvek: Vu e V v eV :udpv=0.
Asocitivita pro ©: Va,be T,u eV :(a-b)Qu=a® (bOu).
Distributivita: Va,be T,u,v e V:(a+b) Ou=(a®u)® (bO u),
a® (udv)=(a®u)®(ad®v).

Definice 2 (Linearni obal) Linearni obal vektori vy, ..., v, je

n
Span(vy, ..., v,) = {Zaivi‘al, S,y € T}.
i=1

Cv. 1. Rozhodnéte, pro ktera a € Z; tvoii mnozina
Sa = {(xvyaz)T: $+2y—32 = a}
vektorovy podprostor Z3. Kolik mé tento vektorovy podprostor prvki?

Reseni:

Pokud S, ma byt vektorovy podprostor Z3 tak musi obsahovat nulovy vektor,
tedy (0,0,0)T. Vidime tedy, Ze musf platit a = 0+2-0—3-0 = 0. Déle tedy
predpokladejme, Ze a = 0. Dokazme nyni, ze v takovém pripadé o vektorovy
podprostor jde. K tomu sta¢i ovérit uzavienost na néasobky prvky ze Z; a na
s¢éitani vektort.

Uzavienost na nasobky Je-li (z,y,2) € Sy a a € Z7, tak ax + 20y — 3az =
alx+2y—3z)=a-0=0,atedyia(z,y,z) = (ax,ay,az) € S.

Uzavienost na séitani Pro (z,y,2) € Sy a (2/,y/, ') € Sy, diky distributivité,
komutativité a asociativité s¢itani v Z; plati (z+2')+2(y+y') —3(z+2') =
(x+2y—3z)+(2'+2y —32) =04+0=0,atedyi (z+2",y+y,2+2) € Sp.

Nyni spoc¢teme pocet prvku Sy. Pro libovolnou volbu z a y dostavame prave
jeden prvek z (totiz % = 5z + 3y), ktery spliuje = + 2y — 3z = 0. Jelikoz
méame 7 moznosti pro z a 7 moznosti pro y, podprostor Sy ma celkem 7-7 = 49

prvku.

Zéavér: O vektorovy prostor se jedna pouze pro a = 0, v kterémzto pripadé ma
tento prostor 49 prvku.



Cv. 2. Uvazme vektorovy prostor vSech funkci z N do Z,. Pro i, bud a; funkce, ktera

Cv.

. Nad Z; urcete, kolik prvka mé <

i zobrazi na 1 a vSe ostatni na 0. Bud b funkce, kterd vSe zobrazi na jednicku.
Lezi b v linearnim obalu (a;,i € N)?7

Resend:

Ne, protoze linedrni kombinace je soucet jen pres konecény pocet s¢itanct.

al
Resend:

Pro zjisténi velikosti priniku 2 prostorii generovanymi vektory vy, v, v3 a uy, us, u3.
Potrebujeme najit takové prvky aq, as, as, by, by, bs € Z7, 7e
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a1-vl+a2-v2+a3-vg:bl-u1+b2-u2+b3-u3.

Sestavime soustavu rovnic se tfemi pravymi stranami

1 056 30
11012 21
1 0 3[3 5 6
0 2 412 5 3

Vsimnéme si, ze vektory urcujici druhy linearni obal jsou sloupce matice na-
levo a vektory urcujici prvni linearni obal jsou sloupce matice napravo. Chceme
totiz vyjadrit vektory urcujici jeden linérni obal jako linearni kombinace vektortu
urcujici druhy linearni obal. Soustavu pfevedeme do odstupniovaného tvaru:

1 0 5(6 3 0

01 23 61
00 1|56 4
0003 01

Z odstupnovaného tvaru jasné vydime, ze by = b3 = 0. Koeficient by muze nabyvat
libovolné hodnoty ze Z7, coz tedy znamené, ze prunik je generovany vektorem
(3,2,2,5) a obsahuje 7 vektorii.

. Tvoii vSechny polynomy proménné X s koeficienty nad Zs stupné nejvyse 10

vektorovy prostor? Kolik ma tento prostor prvka?

Reseni:
Ano, polynomy stupné nejvyse 10 jsou uzaviené a na s¢itani a nasobeni skalarem.
Polynom stupné nejvyse 10 ma 11 koeficientt pro mocniny proménné z°, . .., 20,

Kazdy z koeficienti miize nabyvat 3 hodnot, prostor ma tedy 3'* prvkii.

. Nad Z; urcete prunik feseni soustavy rovnic Az = 0 a linedrnfho obalu mnoziny

vektoru {vy, vy, v3}, pricemz
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Reseni:
Nejprve vyfesime danou soustavu rovnic.

1 2 3 2 1 2 3 2 1 0 0 3
35 21 0 10 4 6 0 10 4

100 3
6 017 5)°
8 0
.. e . 6 4
Mnozina vSech feseni tedy vychézi < r - 0 +5- e € Zn
1 0
Musime zjistit, které z téchto vektoru se daji vyjadrit jako aivy + asvs + asvs,
8 0
.. . 6 4 ) .
kde aq, as, az € Zq1. Oznacime-li wy := 0 awy = | | mame vlastné vytesit
1 0

a1v1 + a9y + asvs = rw; + Swy, neboli a1v; + agvy + azvs — rw; — swy = O:

10180 10 1 80 10 1 80
220 6 4 02 9 1 4 0110 6 2
13901 7lo3 8 3171011014
11010 0110 4 0 01 10 4 0
10 1 80 10 1 80
01 10 6 2 0110 6 2
“loo0o 0 6 27 ]loo 0 14
00 0 99 00 0 11
10 1 80
0110 6 2
“loo 0o 1 1|
00 0 0 3

z ¢ehoz vidime, ze r = 0 a s = 0, neboli jedinym vektorem v pruniku je 0 - w; +
0 - wy, ¢ili nulovy vektor.

. Je-1i T téleso, tak kazdy podprostor T" lze popsat dvéma riznymi zpusoby: Bud

jakozto TeSeni systému rovnic, nebo jako linearni obal néjakych vektor.

. 1 2 1 4Y\. .
(a) Nad R popiste FeSeni homogenni soustavy (2 9 ] 3> jako linearni obal
vektori.
1
(b) Najdéte soustavu rovnic, jejimz FeSenim bude linearni obal vektort 1
0
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Resent:

(a) Napiklad (-3 —1 1 1)"a (1 0 -5 1)"
(b) Naptikld pro poradi proménnych (z,y, z, w):

y+22=0

z+z—w=20



