Piiklady na procvi€eni z Linearni algebry 1 (ZS 2020/2021):
(4) Inverze matic

Cv. 1. Invertujte nésledujici matice:

1011 1100 1120
20 1 1 1211 1 211
A=l 1 o o0l'®=l1 1200|0121
1 210 01 21 1 200
Reseni:

Hleddme matici X takovou, ze AX = I. Z definice maticového nasobeni si v§im-
neme, ze prvni sloupec matice X je feSenim soustavy Ax = I, 1, kde I, ; je prvni
sloupec matice I, tedy (1,0,0,0)7. Obdobné pro kazdy dalsi sloupec matice X.
Dostavame tedy 4 soustavy linearnich rovnic, které se lisi pravymi stranami.

Vytvofime si rozsifenou matici soustavy a resime pomoci Gauss-Jordanovy eli-

minace.
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Hledana matice X (neboli matice inverzni k A) je

-1 1 0 0
2 =2 1 0
-3 3 -2 1
5 —4 2 -1

Al =X =



Provedeme zkousku:

1011 -1 1 0 0 1000
L 2011 2 -2 1 0 | 0100
AT =19 10 0 3 3 -2 1 | |l0010

1210 5 —4 2 -1 0001

Druhé rovnost
AtA=1T ,

plati podle Véty 3.36 (Jedna rovnost stac¢i) ze skript Milana Hladika.

Obdobné fesime pro matice B a C. Matice B je singularni (viz vypocet nize) a
tedy nemé inverzi.

1100[1000 11001 000
12110100 1211[0 100
112000107 10020[-1010
012 1/0001 01210 001

1100[1 000
121100 100
“loot1o|3toto
0121/0 001
1100[1 0 0 0
1201} 5 1 30
001030 1 0
01011 0 —11
1100[1 0 0 0
01015 135 0
“loo1o0[3xto Lo
01011 0 —11
1100[1 0 0 o0
000031 1 -1
“loot1o|3to I oo
01011 0 -1 1
1 100[1 0 0 0
loo1ojz o0 4 0
01011 0 -1 1
000031 & -1
2 4 -4
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Cv. 2. Urcete inverzni matice k maticim elementarnim tuprav. Zkuste nejdfive urcit
inverzni matice ivahou o tom, co dané matice reprezentuji. Nasledné pak ovérte
svoji tvahu vypoctem.



1 0 0
0
0 1
E;;
1 0
: 0
0 --- o0 1

coz je matice, kterd vznikne z jednotkové prohozenim ¢. a j. fadku.

(b)

1 0 0
0

Ei(m) = m
: .. .0
0 -+ -+ 0 1

1 0 0
0

E;j(m) =
om0 .0
0 -« - 0 1

kde m se objevi pouze v j. fadku a 7. sloupci.

Reseni:

Pokud mame maticové vyjadieni né&jaké operace (nyni mame matice, které vy-
jadiuji elementarni fadkové upravy), tak inverzni matice (pokud existuje) vyja-
diuje “opacnou” operaci. Pokud tedy mame matici A, ktera upravi matici B na
B’, pak inverzni matice A~! upravi matici B’ na B, formalné: Pokud B’ = AB,
pak A™'B' = A~'AB = B.

(a) Matice E; ; reprezentuje tpravu prohozeni i-tého a j-tého fadku. Abychom
tuto operaci vratili pak musime opét prohodit fadky ¢ a 7. Skuteéné vypo-
¢tem muzeme ovérit, Ze EZ_J1 =5 ;.

(b) Matice FE;(m) reprezentuje vynasobeni i-tého fadku nenulovym koeficien-
tem m. Tuto operaci vratime tak, ze vydélime -ty fadek % Vypoctem opét
mizeme ovéfit, ze E; ' (m) = E;(L).

(c) Matice E;;(m) reprezentuje pfi¢teni m-nasobku i-tého radku k j-tému.
Tuto operaci vratime, tak ze odecteme m-nésobek i-tého radku k j-tému.
Vypodtem opét ovéfime, ze E; ' (m) = E; ;(—m).



Cv. 3. M¢&jme matici
sina  cos«

R(a) = <Cosa —sina)

Spoctéte inverzi matice R(«) a soucin matic R(«a)R(/3).

Vysvétlete jaky je vyznam matice R(«), jeji inverze R™1(a) a soucinu a R(a)R(f).

Napovéda:
sin(a + ) = sina cos 3 + cos asin 3
cos(av + ) = cosavcos f — sinasin 3
1 = cos® a + sin®
Reseni:

Kazda z matic reprezentuje rovinnou transformaci otoceni o piislusny thel kolem
pocatku (proti sméru hodinovych rucicek). Tedy matice R~!(«) reprezentuje
otoceni o thel a po sméru hodinovych rucicek.
1 0 )
sin «
COoS & 1
sin o

10 COS —sin o
0 1 0 cosa+ %
Druhou matici jsme dostali tak, Ze jsme odecetli 27->-nasobek prvniho radku k
druhému. Tuto operaci jsme mohli provést jen pokud cosa # 0. VSimnéme si,
7e

cosa —Ssin«
sin  cosq

sin® o 1 9 . 9 1
cos a + = (cos” a + sin” ) = :
cosa  cosa cos «

Pokrac¢ujme tedy v tpravach a pfi¢téme (cos asin ov)-nasobek druhého fadku k

prvnimu.
1 0 cosa 0
__sina 1 0 1

Ccos @ COos «

(cosa —sin « 2

O 1

Ccos &

1 —sin® « cosasina)
sin o
COS &« 1

PouZijeme, 7e 1 — sin?a = cos? a a vydélime prvni fadek cosa a druhy Fadek
vynasobime cos a.
10
(07

Vyslednou matici mizeme upravit pomoci sina = —sin(27r — ) a cosa =
cos(2m — «v) na tvar

Ri(a) = (003(277 —a) —sin(2r — a)) _ Rer—a)

cosa  sina
—sina  cos«

sin(2r —a)  cos(2m — «)

Inverze tedy opravdu reprezentuje oto¢eni o o po sméru hodinovych rucicek.

Tuto inverzi jsme spocitali jen pro cosa # 0. Nyni se podivame, jak vypadé
matice R(«) pro cosa = 0. V tomto pfipadé @ = % nebo o = 37” Pro tyto

hodnoty o méme sin(%) =1 a sin(2F) = —1. Tedy,

m(5) -0 5) r(5) = (% o)
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Snadno ovéfime, ze R(Z)R(2) = I,. Tedy tyto matice jsou navzdjem inverznf a
plati, ze R~*(a) = R(2m — ) i pro & = % nebo a = &

Dle tvahy souc¢in R(«)R(/) reprezentuje otoceni o thel o + /5 proti sméru hodi-
novych rucdicek, coz ovéiime vypoctem.

cosa —sina) fcosf —sinf

sina cos« sinf cosf
_ [cosacosfS —sinasinfS —cosasin B — sinacos 3
~ \cosasinf +sinacos  cosacos 3 —sinasin 3

(G e x )

. Spoctéte inverzi matice

1 2 2
: 2
1 1

Reseni:
Inverzi spoc¢itame standardnim zptisobem. Jen je tifeba davat pozor, abychom
pri radkovych tpravach opravdu délali stejné tpravy v levé i pravé matici.

1 0 ... ... 0 2
1 2 ... 2\ " 1 -1 0 ... ... 0
0 1 -1 0 0

9
1 1 0
0 0 1 -1

. Bud A symetricka regularni matice. Bude A~! také symetricka?

Reseni:
Ano bude. Spoc¢téme

AAYT = AT(ANT = (A7 A)T = 1,

Tedy (A™H)T je inverzni matice k A. Z jednoznacnosti inverze pak odvodime, Ze
(A—l)T — A_l.

. Necht A? je regularni. Je i A regularni?

Reseni:
Ano je. Z regularity A? vime, Ze existuje B takova, ze A?B = I,,. Pak ale matice

AB je inverzni matice k A nebot A(AB) = (AA)B = A’B = 1I,,.



