Piiklady na procviceni z Linearni algebry 1 (ZS 2020/2021):
(2) Soustavy linedrnich rovnic

Cv. 1. Zapiste rozsitenou matici soustavy
X1+ Ty = 6,

=371 + T2 = 2,

a vyteste soustavu Gaussovou—Jordanovou eliminaci. Znézornéte feSeni soustavy
graficky jako prusecik primek (fddkovy pohled) a jako soucet vektoru (sloupcovy
pohled).

Reseni:
Rozsitend matice soustavy je
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Aplikaci elementarnich fadkovych iprav snadno nalezneme feseni (zq,x2) = (1,5):
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Rovnice x1 + x9 = 6 a —3x1 + x5 = 2 popisuji dvé piimky v roviné, feSeni sou-
stavy (1,5) je jejich prusecikem.
Sloupce rozsitené matice soustavy muzeme zakreslit jako vektory v roviné. Reseni

soustavy pak fika, ze vektor (6,2) dostaneme sectenim (1-krat prodlouzeného) vek-
toru (1, —3) a 5-krédt prodlouzeného vektoru (1,1).

Cv. 2. Vyfteste Gaussovou nebo Gaussovou—Jordanovou eliminaci nésledujici soustavy rov-
nic a urcete hodnost matic:
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(a) [ 4 1 2/2 ], (b1 -2 1 31, (o 0 1 2 —11]3
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Reseni:



(a) Aplikaci elementarnich rddkovych tiprav prevedeme rozsitenou matici soustavy

do odstupnovaného tvaru:
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Zpétnou substituci ziskdme jediné feseni soustavy (zq,xs,z3) = (—%, 1, %)

Alternativné muzeme také pouzit Gaussovu—Jordanovu eliminaci a prevést ma-
tici do redukovaného odstupnovaného tvaru
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Hodnost matice je dand po¢tem nenulovych rddku (poc¢tem pivotu) odstupriovaného
tvaru. V tomto piipadé plati rank(A) = rank(A | b) = 3.

Opét upravime matici pomoci elementarnich radkovych uprav:
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Posledni tadek upravené matice reprezentuje rovnici Ox; + Ozg + Ox3 = 5,

soustava tedy nema TeSeni.

Vidime, Ze se v poslednim sloupci upravené matice nachazi pivot a hodnost
rozsifené matice soustavy je rank(A | b) = 3, zatimco rank(A) = 2.

Aplikaci elementarnich uprav prevedeme matici na tvar:
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Nyni muzeme pouzit zpétnou substituci, nebo déle upravit matici az na redu-
kovany odstupnovany tvar

10 -1 01
01 203
00 0 1]0
7 posledniho tadku upravené matice dostaneme x, = 0. Z druhého tadku

muzeme vyjadiit x9 = 3 — 2x3, pricemz volnou proménnou xs ponechame jako
parametr. Nakonec z prvniho fadku dostaneme z; = 1 + x3. Soustava ma tedy
nekonecné mnoho feseni ve tvaru

(1, T2, w3, 24) = (1 + 23,3 — 2x3,23,0) = (1,3,0,0) + 23 - (1,—2,1,0).

V tomto piipadé opét plati rank(A) = rank(A | b) = 3, ale zaroven je rank(A)
mensi nez pocet proménnych.



Cv. 3. Vyfteste soustavu linedrnich rovnic s ruznymi pravymi stranami:
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Reseni:

Jelikoz 1ze pro vSechny tii soustavy pouzit Gaussovu eliminaci se stejnou sérii ele-
mentarnich radkovych uprav, muzeme uvazovat vsechny tfi pravé strany najednou
a aplikovat eliminaci na matici
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Resenfm soustavy je tedy vektor x = (2,1,1) pro pravou stranu by, vektor z =

(1,0,3) pro by a vektor x = (4, —1,—1) pro bs.
Cv. 4. Uvazujme neobyvany dum se ¢tyfmi mistnostmi dle obrazku:
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7 jihu je dum ohfivan prumérnou teplotou 25 °C, z vychodu 10 °C, ze zadpadu
20 °C a ze severu 5 °C. Urcete teplotu xq, ..., x4 v jednotlivych mistnostech pokud
zname (zjednodusenou) fyzikalni poucku, ze teplota dané oblasti je prumérem tep-
lot okolnich oblasti.

Reseni:

Je treba si sestavit spravnou soustavu rovnic. Pro kazdou mistnost sestavime rov-
nici, ktera bude popisovat teplotu v dané mistnosti. Pro prvni mistnost tedy méame
rovnici:

1

Po preusporadani a vynasobeni 4 dostaneme: 4x, — xo — x3 = 25. Pokud takto
ziskdme rovnici pro vSechny 4 mistnosti dostaneme nasledujici soustavu.
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Po vyteseni soustavy dostaneme: 1 = 13.75, x5 = 11.25, 23 = 18.75, 24, = 16.25.

Vyteste soustavu linearnich rovnic s parametrem a € R:

—Q = =
Q = ==
—_ = =

1
a
1
1

— = = Q

Reseni:
Pomoci Gaussovy eliminace prevedeme matici na odstupnovany tvar:
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Z posledniho tddku upravené matice dostaneme rovnici (a 4+ 3)(1 — a)xy = 1 — a,
tedy x4 = ﬁ pro a ¢ {—3,1}. Zpétnou substituci pak dopoé¢itame Feseni

1 1 1 1
(x1,$2,x3,x4) - .

a+3 a+3a+3 a+3

Pro a = —3 dostaneme rovnici Ox4 = 4, soustava tudiz nema feseni.

Pro a = 1 mé soustava nekoneé¢né mnoho teseni popsanych rovnici x1+zo+x3+24 =
1, tedy ve tvaru (1 — xo — 3 — T4, T9, T3, T4) Pro T, T3, T4 € R.

. Najdéte soustavu 3 linearnich rovnic o 4 proménnych s reSenim

(1,29, 3,24) = (1,0,1,0) + 22 - (=2,1,0,0) + x4 - (=3,0,2,1), kde x9, 24 € R.

Reseni:
Hleddame soustavu linearnich rovnic s feSenim
(xla $2,$3,£L'4) = (17 07 17 0) + Zo - (_27 17 07 0) + Xy (_37 07 27 1)
= (1 - QZEQ — 3fL‘4,ZE2, 1 + 2I4, CL’4).

Muzeme tedy vytvorit soustavu obsahujici rovnice 1 = 1 —2x5 —3x4 a 13 = 1+ 214
a treti rovnici, kterda mnozinu feSeni dél neomezi, napf.
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