Piiklady na procvi€eni z Linearni algebry 1 (ZS 2020/2021):

(1) Analytickd geometrie a motivace k soustavam rovnic

Cv. 1. Urcete rovnici pfimky 7 prochézejici body (1,2) a (3,4) v parametrickém tvaru

Cv.

(x,y) = (x0,y0) + t(p,q), v obecném tvaru azx + by + ¢ = 0, ve usekovém tvaru
? + ¥ =1 a ve smérnicovém tvaru y = kx + (.

Jsou koeficienty jednoznac¢né? Muzeme libovolnou primku vyjadrit v8emi tvary?

Resent:

Parametricky tvar udava bod, ktery lezi na pifimce a jakym smérem jde pirimka.
Parametricky tvar odvodime z rovnice (3,4) = (1,2) + (p, ¢) ¢ili (z,y) = (1,2) +
t(2,2). Tvar lze zjednodusit vytknutim nejmensiho spoleéného nasobku p a ¢ z
vektoru (p, ¢) a ode¢tenim %O(p, q) od (xg,yo). Tim dostaneme parametricky tvar
(x,y) =(0,1) +¢(1,1).

Pro ziskani obecného tvaru rozepiseme parametricky tvar do dvou rovnic a para-
metr z jedné dosadime do druhé. Obecny tvar déava dosazenit =x doy =141
neboli x —y + 1 = 0. Obecné lze prvni vynésobit ¢, druhou —p a obé secist, pak
dostaneme a = q, b = —p, ¢ = pyo — qxo.

Usekovy tvar odvodime z obecného vydélenim —c. Usekovy tvar dava koeficienty
g=—1,h=1zdl % +%=—x+y = 1 Koeficienty g a h urcuji v jakych
bodech piimka protind osy x a y.

Smérnicovy tvar odvodime z obecného vyjadienim y (je-li b # 0). Smérnicovy
tvar je y = x + 1. Koeficient [ udava bod ve kterém protind pfimka osu y a
koeficient k& udava smérnici primky (tangent uhlu, ktery svira piimka a osa z).
K jednozna¢nosti: Za bod (xg, yo) 1ze vzit kterykoli bod na pfimce 7, za koefici-
enty (p, q) 1ze vzit kterykoli jejich nasobek.

U smérnicového a tsekového tvaru jsou koeficieny jednoznacéné, u obecného tvaru
lze vzit libovolny nésobek, kuptikladu —2z + 2y — 2 = 0.

Usekovy tvar nemaji piimky prochazejici poc¢atkem (koeficient ¢ je u nich nu-
lovy). Smérnicovy tvar nemaji piimky kolmé na osu z (koeficient b je u nich
nulovy).

. Vyjmenujte co nejvice zptsobi, jakymi lze zadat primku v prostoru. Diskutuje

predpoklady a omezeni jednotlivych pristupii.
Reseni:
MozZnosti je celé rada:

e Bod a smérnice primky. Bod muze byt libovolny bod na piimce, smérnice
je libovolny nenulovy vektor.

e Duva body na primce. Libovolné, ale rizné, body na pfimce.

e Duvé rovnice. Dvé rovnice musi popisovat rizné roviny, to znamena, ze jedna
nesmi byt ndsobkem druhé. Navic jejich normély nesmi byt nulové vektory,
jinak by rovnice nepopisovala rovinu.



Cv. 3. Uréete viechny mozné vzajemné polohy dvou piimek v prostoru R3. Déle, po-
piste, jak lze dané polohy zjistit, pokud jsou obé primky definovany parametricky
nebo rovnicemi.

Reseni:
Mozné polohy piimek:

e Rounobéezné.
Parametricky: Smérovy vektor jedné piimky je nédsobkem smérového vek-
toru druhé pirimky, ale pfimky nemaji prisecik.
Rovnicové: Vsechny normaély jsou v jedné roviné, tj. kazdou normalu mohu
vyjadrit jako souc¢et nasobkiti norméal rovnic druhé primky. Dale, zadny bod
nevyhovuje vSem rovnicim naréz.

o Totozné.
Parametricky: Smérovy vektor jedné piimky je nédsobkem smérového vek-
toru druhé primky a navic primky maji prasecik.
Rovnicové: Vsechny normaély jsou v jedné roviné, tj. kazdou normalu mohu
vyjadrit jako soucet nasobkiti normal rovnic druhé primky. Dale, aspon jeden
bod vyhovuje vSem rovnicim naraz.

o Riznobezné.
Parametricky: Smérovy vektor jedné pfimky neni ndsobkem smérového vek-
toru druhé primky a primky maji prisecik.
Rovnicové: Aspon jednu norméalu nemohu vyjadrit jako soucet nasobku nor-
mél rovnic druhé pfimky. Dale, aspon jeden bod vyhovuje vSem rovnicim
naraz.

o Mimobezné.
Parametricky: Smérovy vektor jedné pfimky neni ndsobkem smeérového vek-
toru druhé primky a primky nemaji prisecik.
Rovnicové: Aspon jednu norméalu nemohu vyjadrit jako soucet nasobku nor-
maél rovnic druhé piimky. Déle, zadny bod nevyhovuje vSem rovnicim naraz.

Cv. 4. Najdéte rovnicové vyjadieni roviny, ktera je popsana bodem [3, 2, 1] a smérnicemi
(1,1,1), (2,—1,0).
Reseni:
UvaZzme normalu v obecném tvaru (a, b, ¢) a rovnici tak ve tvaru az; +bro+crs =
d. ProtoZe rovina obsahuje bod [3, 2, 1], dostavame rovnici

3a+2b+c=d.

JelikoZ rovina mé smérnice (1,1, 1), (2, —1,0), které musi byt kolmé na normélu,
dostavame dalsi dvé rovnice

a+b+c=0, 2a—b=0.

Celkem tak mame 3 rovnice o 4 nezndmych. To neni prekvapivé, protoze vysledna
rovnice neni jednoznacné — mohu uvazovat jeji libovolny nasobek. Kazdopadné
vyTeSenim soustavy dostaneme jako feSeni a = t, b = 2t, ¢ = —3t, d = 4t, kde



Cv.

t € R je libovolné. Zvolime napiiklad ¢ = 1 (nebo jakékoli jiné nenulové t) a
mame jako TeSeni rovnici
r1 + 229 — 323 = 4.

Na zavér doporucujeme udélat zpétnou zkousku dosazenim bodu a smérnic!

. Najdéte parametrické vyjadieni roviny 2z, + 3x9 + x3 = 4.

Reseni:

Jeden bod roviny najdeme tak, ze zvolime libovolné hodnotu dvou slozek a dopo-
¢itdme tu zbylou. Napiiklad zvolme x9 = x3 = 0 a z rovnice dostaneme x; = 2.
Tudiz mame bod [2, 0, 0].

Smérnice ziskame jako dva rizné vektory (jeden nesmi byt nasobkem druhého),
kolmé na normélu (2,3,1). Mizeme to snadno uhadnout a zvolit napiiklad
(0,1,-3) a (1,0, —2). Kdo to nevidi hned, uvédomi si, ze smérovy vektor (a, b, c)
musi byt kolmy na normélu, tj. 2a + 3b + ¢ = 0. Z této rovnice najdeme dvé
rizna teseni. Napiiklad dosadime a = 0,0 = 1 a dopocitame ¢ = —3, a jako
druhé feseni dosadime a = 1,b = 0 a dopocitdme ¢ = —2. Opét musime byt
trochu opatrni, aby smérnice neudavali stejny smér.

. Urcete parametricky popis piimky, zadané dvéma rovnicemi:

T1+3x0+x3 =2, 221+ dxos + 23 = 3.

Reseni:

V zasadé vyTeSime soustavu rovnic a vyjadiime feSeni pomoci parametru ¢ .
Napriklad eliminaci proménné x; dostaneme rovnici xs + x3 = 1. Zvolime t = x3
jako parametr a pomoci néj vyjadiime ostatni proménné. Z rovnice x4 + 3 = 1
odvodime 9 = 1 — x3 = 1 — t. Z puvodni rovnice xy + 3r5 + x3 = 2 vyjadiime

Vysledek: [z, zo, x3] = [-1+2t,1—1t,t] = [-1,1,0]+¢(2, —1,1). To jest, piimka
prochazi bodem [—1,1,0] a mé& smérnici (2, —1,1).

. Najdéte dvé rovnice, popisujici primku [3,2,1] + ¢(1, —1,1).

Reseni:

Kazda rovnice musi vyhovovat bodu [3,2, 1] a jeji norméla musi byt kolma na
smérnici (1,—1,1). Navic dvé vysledné rovnice musi popisovat odlisné roviny,
tedy nesmi byt az na nasobek stejné.

Zvolme normalu napiiklad (1, 1,0), ta je kolmé na smérnici. Normale odpovida
rovnice z1 + o = d a ze znalosti bodu [3,2,1] odvodime d = 5. Nyni zvolme
jinou normélu, napiiklad (0, 1,1), ktera je téZ kolmé na smérnici. Ta odpovida
rovnici zo+ 23 = d’ a ze znalosti bodu [3, 2, 1] odvodime d’ = 3. Tudiz vysledkem
jsou rovnice 1 + x5 = 5, T9 + T3 = 3.

Poznamenejme, Ze TeSeni neni jednoznacné. V druhém kroku jsme mohli zvolit
normalu (1,0, —1), ktera vede na rovnici 1 — x3 = 2. TudiZz rovnice z1 + x5 = 5,
r1 — xg3 = 2 davaji také spravné teseni.



Dale jesté podotknéme, ze dvé rovnice stac¢i. Pokud bychom k rovnicim z1 49 =
5, ro+x3 = 3 pridali jesté rovnici x1—x3 = 2, tak soustava x1+x9 = 5, xo+x3 = 3,
xr1 — r3 = 2 sice stale popisuje zadanou primku, ale tieti rovnice je redundantni.
Vskutku, ¢tenaf jisté snadno ovéri, ze je rozdilem prvni a druhé rovnice.

. Urcete vzajemnou polohu dvou piimek, zadanych bodem a smérnici

p:[1,5,3], (1,—2,-2), q:[3,1,—1], (~1,2,2).

Reseni:

Protoze jsou smérnice az na nasobek stejné, jsou piimky rovnobézné nebo to-
tozné. Snadno ovéfime, Ze bod [1, 5, 3] pfimky p lezi na piimce ¢, nebot [1,5, 3] =
3,1, —1] + t(—1,2,2) pro t = 2. TudiZ jsou piimky totozné.

. Najdéte kvadratickou funkei, prochazejici body [1,1], [2,2], [3,7].

Reseni:
Kvadraticka funkce méa tvar y = az? + bz + ¢. Dosazenim t¥ech bodt dostavame
soustavu tif rovnic o tfech neznamych

a+b+c=1,4a+2b+c=2, 9a+3b+c=71,

z Cehoz vypocitdme a = 2, b = —5, ¢ = 4. Vysledna funkce tudiz je

y = 22% — 5z + 4.



