
Úlohy ke cvičeńı – 29.11.2018

Definice 1. Necht’ V je množina, ⊕ je binárńı operace na V a � je zobrazeńı T ×V → V ,
kde T je těleso s operacemi + a ·. V je vektorový prostor nad T pokud plat́ı následuj́ıćı:

Asociativita: ∀u, v, w ∈ V : u⊕ (v ⊕ w) = (u⊕ v)⊕ w.

Komutativita: ∀u, v ∈ V : u⊕ v = v ⊕ u.

Neutrálńı prvky: ∃0 ∈ V : u⊕ 0 = u a 1� u = u, kde 1 je neutrálńı prvek T pro ·.

Inverzńı prvek: ∀u ∈ V ∃v ∈ V : u⊕ v = 0.

Asocitivita pro �: ∀a, b ∈ T, u ∈ V : (a · b)� u = a · (b� u).

Distributivita: ∀a, b ∈ T, u, v ∈ V : (a + b)� u = (a� u)⊕ (b� u),

a� (u⊕ v) = (a� u)⊕ (a� v).

Věta 2 (Steinitzova věta o výměně). Bud’ V vektorový prostor, bud’ x1, . . . , xm lineárně
nezávislý systém ve V , a necht’ y1, . . . , yn je systém generátor̊u V . Pak plat́ı

1. m ≤ n,

2. existuj́ı navzájem r̊uzné indexy k1, . . . , kn−m takové, že x1, . . . , xm, yk1 , . . . , ykn−m tvoř́ı
systém generátor̊u V .

Úloha 1: Ve vektorovém prostoru Z3
5 vyjádřete vektor (3, 2, 4) jako lineárńı kombinaci

vektor̊u (3, 3, 2), (1, 1, 4) a (0, 2, 1). Je toto vyjádřeńı jednoznačné?

Úloha 2: Necht’ V je vektorový prostor a X ⊆ Y ⊆ V . Rozhodněte, která z následuj́ıćıch
tvrzeńı jsou pravdivá:

a) Je-li X nezávislá, je Y závislá.

b) Je-li X nezávislá, je Y nezávislá.

c) Je-li Y nezávislá, je X nezávislá.

d) Je-li X závislá, je Y závislá.

e) Je-li Y závislá, je X závislá.

Úloha 3: Nech u, v, w jsou lineárně nezávislé vektory z vektorového prostoru V nad R.
Rozhodněte, zdali jsou následuj́ıćı množiny lineárně závislé či nezávislé.

a) {u, u + v, u + w}.
b) {u− v, u− w, v − w}.



Úloha 4: Určete, zdali následuj́ıćı množiny vektor̊u jsou nezávislé v prostoru reálných funkćı
R→ R (nad tělesem R)

a) {sin(x), cos(x)}.
b) {ln(x), log(2x), log2(x

2)}.
(T.j. jde o přirozený, dekadický a binárńı logaritmus.)

Úloha 5: Ukažte, že pokud je V podprostorem prostoru W konečné dimenze, potom existuj́ı
báze X prostoru V a báze Y prostoru W takové, že X ⊆ Y .

Úloha 6: Doplňte množinu M na bázi vektorového prostoru V .

a) M = {(1, 2, 0, 0)T , (2, 1, 1, 3)T , (0, 1, 0, 1)T}, V = R4.

b) M = {−x2, x + x2, x3 − 1}, v prostoru V reálných polynomů stupně nejvýše tři.


