
Lineárńı algebra I - cvičeńı 6 22.11.2016

Př́ıklad 1: Označme symbolem R+ kladná reálná č́ısla a definujme operace ⊕ na R+ a � :
Q× R+ → R+ následovně:

u⊕ v = uv, a� u = ua

Je (R+,⊕,�) vektorovým prostorem nad Q?

Výsledek: Ano.

Př́ıklad 2: Necht’ X je libovolná neprázdná množina a (K,+, ·) je těleso.

Označme KX množinu všech zobrazeńı f : X → K.

Definujme součet ⊕ na KX a součin � : K×KX → KX následovně:

(f ⊕ g)(x) = f(x) + g(x), (a� f)(x) = a · f(x).

a) Ukažte, že (KX ,⊕,�) je vektorový prostor.

b) Jaký vektorový prostor źıskáme, je-li X konečná?

Výsledek: Pro |X| = n dostaneme aritmetický vektorový prostor izomorfńı s Kn.

c) Jaký vektorový prostor źıskáme, je-li X = N?

Výsledek: Pro X = N dostaneme vektorový prostor všech posloupnost́ı v K.

d) Jaký vektorový prostor źıskáme, je-li K = R a X = R?

Výsledek: Dostaneme vektorový prostor všech reálných funkćı.

Př́ıklad 3: V systému podmnožin množiny A = {a, b, c, d, e} chápaném jako vektorový prostor
nad Z2 určete

• nulový vektor 0,

• opačný vektor −u k vektoru u = {b, d, e},

• výsledek lineárńı kombinace s = 1 · v + 1 ·w + 0 · x + 1 · y,
kde v = {a, c, d}, w = {b, c}, x = {a, b, d, e} a y = {b, e},

• zdali lze zapsat vektor z = {a, b, e} jako lineárńı kombinaci vektor̊u v,w,x a y.

Př́ıklad 4: Rozhodněte, zdali je struktura ({0, 1, 2, 3, 4, 5},⊕,�) vektorový prostor nad tělesem
Z3, kde u⊕ v = u + v mod 6 a a� u = a · u mod 6.

Výsledek: Neńı.

Př́ıklad 5: V prostoru R4 zapǐste vektor (−7, 12, 2,−4)T jako lineárńı kombinaci vektor̊u (−5, 5, 1,−1)T ,
(2,−5, 0, 2)T , (3, 2, 0,−2)T a (2,−3, 1, 1)T . Je toto vyjádřeńı jednoznačné?

Koeficienty hledáme jako řešeńı soustavy lineárńıch rovnic. Źıskáme koeficienty lineárńı kombinace např. (2, 0, 1, 0)T .

Protože soustava nemá jednoznačné řešeńı, toto vyjádřeńı neńı jednoznačné, vyhovuje libovolné (2, 0, 1, 0)T+p(−1,−2,−1, 1)T .

Př́ıklad 6: Vezměme pevnou čtvercovou matici D nad tělesem K. Ukažte, že matice, které v
součinu komutuj́ı s matićı D tvoř́ı vektorový prostor.



Př́ıklad 7: Nech u, v, w jsou lineárně nezávislé vektory z vektorového prostoru V nad R. Roz-
hodněte, zdali jsou následuj́ıćı množiny lineárně závislé či nezávislé.

a) {u, u + v, u + w}.
Výsledek: {u, u + v, u + w} lineárně nezávislá.

b) {u + v, u− v, w}.
Výsledek: {u + v, u− v, w} je lineárně nezávislá.

c) {u + v, u− v, u + w, u− w}.
Výsledek: {u + v, u− v, u + w, u− w} je lineárně závislá, např. s koeficienty (1, 1,−1,−1)T .

d) {u + v, u + w, v + w}.
Výsledek: {u + v, u + w, v + w} je lineárně nezávislá.

e) {u, v + w}.
Výsledek: {u, v + w} je lineárně nezávislá.

Př́ıklad 8: Určete, zdali je následuj́ıćı množina vektor̊u nezávislá v prostorech R4,Z4
3 a Z4

5. Pokud
nikoli, najděte vyjádřeńı nějakého vektoru jako lineárńı kombinaci ostatńıch.

a) X1 = {(0, 1, 2, 1)T , (1, 2, 0, 0)T , (1, 1, 2, 0)T , (1, 2, 1, 1)T }.
Výsledek: X1 je v R4 lineárně nezávislá. X1 je v Z4

3 lineárně závislá, např. s koeficienty (2, 0, 2, 1)T , a v Z4
5 je lineárně

nezávislá.

b) X2 = {(1, 1, 2, 0)T , (1, 2, 1, 1)T , (0, 1, 2, 1)T , (1, 1, 0, 0)T }.
Výsledek: X2 je v R4 lineárně závislá s koeficienty (1, 2,−2,−3)T , v Z4

3 lineárně závislá s (1, 2, 1, 0)T , a v Z4
5 lineárně

závislá s (1, 2, 3, 2)T .

Př́ıklad 9: Určete, zdali následuj́ıćı množiny vektor̊u jsou nezávislé v prostoru reálných funkćı
R→ R (nad tělesem R)

a) {2x− 1, x− 2, 3x}.
Výsledek: {2x− 1, x− 2, 3x} je lineárně závislá množina.

b) {x2 + 2x + 3, x + 1, x− 1}.
Výsledek: {x2 + 2x + 3, x + 1, x− 1} je lineárně nezávislá množina.

Př́ıklad 10: Rozhodněte, zda následuj́ıćı tvoř́ı podprostor prostoru reálných posloupnost́ı R∞:

a) posloupnosti tvaru
(a, b, c, a, b, c, a, b, c, . . .) pro a, b, c ∈ R
Výsledek: Ano.

b) posloupnosti s nekonečně mnoha nulami
Výsledek: Ne.

c) posloupnosti s konečně mnoha nenulami
Výsledek: Ano.

d) neklesaj́ıćı posloupnosti
Výsledek: Ne.

e) konvergentńı posloupnosti
Výsledek: Ano.

f) omezené posloupnosti
Výsledek: Ano.

g) aritmetické posloupnosti
Výsledek: Ano.


