Linearni algebra I - cviceni 6 22.11.2016

Priklad 1: Oznaéme symbolem R* kladnd redlnd éisla a definujme operace @ na RT a ® :
Q x Rt — R* néasledovné:

udv=uv, a®u=u®

Je (RT, @, ®) vektorovym prostorem nad Q7

Vysledek: Amno.

Priklad 2: Necht X je libovolnd neprazdnd mnozina a (K, +, -) je téleso.
Ozna¢me KX mnozinu vsech zobrazeni f : X — K.

Definujme souéet @ na K¥ a souéin @ : K x KX — KX nésledovné:

(f @ 9)(x) = fz) + g(x), (@a© f)(z) =a- f(x).

a) Ukazte, ze (KX, ®,®) je vektorovy prostor.

b) Jaky vektorovy prostor ziskdme, je-li X kone¢na?

Viysledek: Pro |X| = n dostaneme aritmeticky vektorovy prostor izomorfni s K™.

¢) Jaky vektorovy prostor ziskdme, je-li X = N?

Vysledek: Pro X = N dostaneme vektorovy prostor vSech posloupnosti v K.
d) Jaky vektorovy prostor ziskdme, je-li K=R a X = R?
Vysledek: Dostaneme vektorovy prostor viech redlnych funkci.
Priklad 3: V systému podmnozin mnoziny A = {a,b,c,d, e} chdpaném jako vektorovy prostor
nad Zs urcete
e nulovy vektor 0,
e opacny vektor —u k vektoru u = {b,d, e},

e vysledek linearni kombinaces=1-v+1-w+0-x+ 1"y,
kde v = {a,c,d}, w = {b,c}, x = {a,b,d,e} ay = {b, e},

e zdali lze zapsat vektor z = {a, b, e} jako linedrn{ kombinaci vektorua v,w,x a y.

Priklad 4: Rozhodnéte, zdali je struktura ({0,1,2,3,4,5},®,®) vektorovy prostor nad télesem
Zz, kdeu®v=u+v mod6aac®u=a-u mod 6.

Vysledek: Nend.

Priklad 5:V prostoru R* zapiste vektor (—7, 12,2, —4)7 jako linedrn{ kombinaci vektort (—5,5, 1, —1)7,
(2,-5,0,2)T, (3,2,0,-2)T a (2,-3,1,1)T. Je toto vyjadieni jednoznaéné?
Koeficienty hleddme jako TesSeni soustavy linedrnich rovnic. Ziskdme koeficienty linedrni kombinace nap7v. (2,0,1, O)T‘

Protoze soustava nemd jednoznaéné reient, toto vyjddrent nent jednoznaéné, vyhovuje libovolné (2,0, 1, O)Ter(fl, —2,—1, l)T.

Priklad 6: Vezméme pevnou &tvercovou matici D nad télesem K. Ukazte, ze matice, které v
sou¢inu komutuji s matici D tvoii vektorovy prostor.



Priklad 7: Nech u,v,w jsou linedrné nezavislé vektory z vektorového prostoru V nad R. Roz-
hodnéte, zdali jsou nésledujici mnoziny linedrné zavislé ¢i nezavislé.

a) {u,u+v,u+w}.

Vysledek: {u,u+ v,u + w} linedrné nezdvisld.

b) {u+v,u — v, w}.

Vysledek: {u+v,u —v,w} je linedrné nezdvisld.

o) {u+v,u—v,u+w,u—wh.

Viysledek: {u+v,u —v,u+ w,u — w} je linedrné zdvisld, napr. s koeficienty (1,1, —1, —l)T.
d) {u+v,u+w,v+w}.

Vysledek: {u+ v,u + w,v + w} je linedrné nezdvisld.

e) {u, v+ w}.

Vysledek: {u,v+ w} je linedrné nezdvisld.

Priklad 8: Uréete, zdali je nésledujici mnozina vektorti nezdvisla v prostorech R*, Z1 a Z3. Pokud
nikoli, najdéte vyjadfeni néjakého vektoru jako linearni kombinaci ostatnich.

a) Xl = {(Oa la 27 1)Tv (15 27070)Ta (17 17 2a 0)T7 (17 2a 13 I)T}

Vysledek: X1 jew R? linedrné nezdvisld. X1 jewv Zg linedrné zdvisld, napt. s koeficienty (2,0, 2, I)T, av Zé je linedrné

nezdvisld.
b) Xo = {(1,1,2,0)7,(1,2,1,1)7,(0,1,2,1)7,(1,1,0,0)T}.

Vysledek: X je v R* linedrné zdvisld s koeficienty (1,2, —2, 73)T, v Z§ linedrné zdvisld s (1,2,1, O)T, awv Zé linedrné
zdvisld s (1,2,3,2)7.

Priklad 9: Urcete, zdali nasledujici mnoziny vektort jsou nezavislé v prostoru realnych funkei
R — R (nad télesem R)

a) {2x — 1,2 — 2,3z}
Viysledek: {2z — 1,z — 2,3z} je linedrné zdvisld mnoZina.
b) {2+ 2z + 3,z + 1,2 — 1}.

Vysledek: {x? + 2z + 3,z + 1,z — 1} je linedrné nezdvisld mnoZina.

Priklad 10: Rozhodnéte, zda nésledujici tvoii podprostor prostoru redlnych posloupnosti R>:

a) posloupnosti tvaru
(a,b,c,a,b,c,a,b,c,...) pro a,b,c € R
Viysledek: Ano.

b) posloupnosti s nekoneéné mnoha nulami
Vysledek: Ne.

¢) posloupnosti s kone¢né mnoha nenulami
Vysledek: Amno.

d) neklesajici posloupnosti

Viysledek: Ne.

e) konvergentni posloupnosti
Visledek: Ano.

f) omezené posloupnosti
Vysledek: Amno.

g) aritmetické posloupnosti
Vysledek: Ano.



