Jméno:

Zkouskova pisemka z Matematické analyzy I
9.7.2020

Cas: 2 hodiny.

Neni povoleno pouZivat kalkulacky a jinou elektroniku ani prinesené pisemné materidly. Tvrzeni
z predndsky muZete pouzivat bez dikazu, pokud neni uvedeno jinak, nicméné je nutno uvést, které
torzent pouZivdte. Vsechna ostatni tvrzeni dokazte.

1. (10 bodii) Zformulujte a dokazte vétu o dvou policajtech pro posloupnosti.

2. (10 bodii) Necht (a,)22, je shora omezena posloupnost realnych ¢isel. Pro libovolné n > 0
ozna¢me §,, supremum mnoziny {a,, Gni1, Gnyo, - .. t = {ar; k > n}. Dokazte, Ze posloup-
nost (s,)>2, je nerostouci, ze ma limitu v R* a Ze tato limita je rovna limsup,,_, . an.

3. (10 bodi) Necht f: R — R je funkce. Pro nasledujici dva vyroky rozhodnéte, jestli néktery
z nich implikuje ten druhy. Pro kazdou ze dvou moznych implikaci najdéte bud dikaz,
nebo protipiiklad.

(i) Funkce f(z) nemé (vlastni ani nevlastni) limitu pro x — +o0.
(ii) Posloupnost (f(n))52, nema (vlastni ani nevlastni) limitu pro n — oo.
4. (5 bodii) Napiste definici Taylorova polynomu Fadu n funkce f se stiedem v bodé b.

5. (5 bodi) Pro piirozené ¢islo k > 1 definujme funkei s, (x) nasledovné: s;(x) = sinx a pro
k > 2 plati si(z) = sin(sx_1(z)). Spocitejte, v zavislosti na parametru k, hodnotu

lim Sk(x)
x—0 X
Zda-li se vam to tézké, spocitejte tu limitu aspon pro néjakd konkrétni k.
6. (10 bodi) Necht f: R — R je funkce, kterd je konvexni na R a spliuje f(0) < f(1).
Dokazte, ze lim,_, o f(2) = 400.
7. (5 bodi) Zformulujte vétu o substituci pro vypocet primitivni funkce. Nemusite tu vétu

dokazovat. Znate-li vice verzi véty o substituci, zformulujte kteroukoliv z nich.

8. (10 bodi) Dokazte, ze kazda omezend monoténni funkce na kompaktnim intervalu [a, 0]
je na tomto intervalu riemannovsky integrovatelna.

9. (15 bodii) Pro parametr p € (0,1) uvazZme trojtuhelnik s vrcholy (0,0), (1,0) a (p,1).
Ozna¢me T'(p) rotacni téleso vzniklé otacenim tohoto trojihelniku kolem osy z. Spocitejte
objem a povrch télesa T'(p).



