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Zkou²ková písemka z Matematické analýzy I
9. 7. 2020

�as: 2 hodiny.

Není povoleno pouºívat kalkula£ky a jinou elektroniku ani p°inesené písemné materiály. Tvrzení
z p°edná²ky m·ºete pouºívat bez d·kazu, pokud není uvedeno jinak, nicmén¥ je nutno uvést, které
tvrzení pouºíváte. V²echna ostatní tvrzení dokaºte.

1. (10 bod·) Zformulujte a dokaºte v¥tu o dvou policajtech pro posloupnosti.

2. (10 bod·) Nech´ (an)∞n=0 je shora omezená posloupnost reálných £ísel. Pro libovolné n ≥ 0
ozna£me sn supremum mnoºiny {an, an+1, an+2, . . . } = {ak; k ≥ n}. Dokaºte, ºe posloup-
nost (sn)∞n=0 je nerostoucí, ºe má limitu v R∗ a ºe tato limita je rovna lim supn→∞ an.

3. (10 bod·) Nech´ f : R→ R je funkce. Pro následující dva výroky rozhodn¥te, jestli n¥který
z nich implikuje ten druhý. Pro kaºdou ze dvou moºných implikací najd¥te bu¤ d·kaz,
nebo protip°íklad.

(i) Funkce f(x) nemá (vlastní ani nevlastní) limitu pro x→ +∞.

(ii) Posloupnost (f(n))∞n=0 nemá (vlastní ani nevlastní) limitu pro n→∞.

4. (5 bod·) Napi²te de�nici Taylorova polynomu °ádu n funkce f se st°edem v bod¥ b.

5. (5 bod·) Pro p°irozené £íslo k ≥ 1 de�nujme funkci sk(x) následovn¥: s1(x) = sin x a pro
k ≥ 2 platí sk(x) = sin(sk−1(x)). Spo£ítejte, v závislosti na parametru k, hodnotu

lim
x→0

sk(x)

x
.

Zdá-li se vám to t¥ºké, spo£ítejte tu limitu aspo¬ pro n¥jaká konkrétní k.

6. (10 bod·) Nech´ f : R → R je funkce, která je konvexní na R a spl¬uje f(0) < f(1).
Dokaºte, ºe limx→+∞ f(x) = +∞.

7. (5 bod·) Zformulujte v¥tu o substituci pro výpo£et primitivní funkce. Nemusíte tu v¥tu
dokazovat. Znáte-li více verzí v¥ty o substituci, zformulujte kteroukoliv z nich.

8. (10 bod·) Dokaºte, ºe kaºdá omezená monotónní funkce na kompaktním intervalu [a, b]
je na tomto intervalu riemannovsky integrovatelná.

9. (15 bod·) Pro parametr p ∈ (0, 1) uvaºme trojúhelník s vrcholy (0, 0), (1, 0) a (p, 1).
Ozna£me T (p) rota£ní t¥leso vzniklé otá£ením tohoto trojúhelníku kolem osy x. Spo£ítejte
objem a povrch t¥lesa T (p).


