Jméno:

Zkouskova pisemka z Matematické analyzy I
2.7.2020

Cas: 2 hodiny.

Neni povoleno pouZivat kalkulacky a jinou elektroniku ani prinesené pisemné materidly. Tvrzeni
z predndsky muZete pouzivat bez dikazu, pokud neni uvedeno jinak, nicméné je nutno uvést, které
torzeni pouZivdte. Vsechna ostatni tvrzeni dokazte.
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. (10 bodi) Dokazte, ze kazda posloupnost ¢isel ma monotonni podposloupnost.
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. (5 bodi) Najdéte limitu posloupnosti (a,)2, definované vztahem
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pripadné dokazte, Ze limita neexistuje.

3. (10 bodi) Necht (a,)5, a (b,)22, jsou dvé posloupnosti nezapornych ¢isel. Pedpokla-
dejme, 7e ob& fady > " ja, a > - b, jsou konvergentni. Definujme posloupnost (¢, )52
piedpisem ¢, = max{ay,, b,} pro kazdé n. Dokazte, ze fada > - ¢, je konvergentni.

4. (10 bodi) Definujme funkei f: R — R néasledovné:

xT

0 proz<O0.

exp(z)—sin(z)—1
=== prox >0
flz) = {

Rozhodnéte, zda je tato funkce spojitd v bodé x = 0 a zda ma v tomto bodé derivaci.
Ma-li v nule derivaci, urcete jeji hodnotu.

5. (10 bodii) Necht f: R — R je funkce. Pro nasledujici dva vyroky rozhodnéte, jestli néktery
z nich implikuje ten druhy. Pro kazdou ze dvou moznych implikaci najdéte bud dukaz,
nebo protipiiklad.

(i) Funkce f je shora neomezen.
(ii) Pro kazdé = € R existuje y € R takove, ze f(z) < f(y).
6. (5 bodi) Napiste definici pojmu konvezni funkce (na intervalu 7).

7. (10 bodi) Zformulujte a dokazte “druhou zakladni vétu analyzy” o souvislosti Riemannova
a Newtonova integralu.

8. (5 bodi) Napiste vzorec, jimz lze pomoci integralu definovat povrch rota¢ni plochy vzniklé
rotaci grafu funkce f na intervalu [a, b] kolem osy z.

9. (15 bodi) Vilec visky h s polomérem r je rotaéni téleso, které vznikne rotaci obdélniku
s vrcholy o soutadnicich (0,0), (r,0), (0,h) a (r,h) kolem osy y. Odvodte vzorec pro
objem tohoto valce. Povrch tohoto vélce se ziska tak, ze se se¢te povrch jeho plasté (coz
je rotaéni plocha vznikla rotaci usecky s koncovymi vrcholy (r,0) a (r, h) kolem osy y)
a povrch jeho dvou podstav (coz jsou kruhy o poloméru r kolmé k ose y a se stiedy v
bodech (0,0) a (0,h)). Najdéte hodnoty r a h takové, ze vysledny valec bude mit objem
roven 1 a jeho povrch bude co nejmensi.



