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Zkou²ková písemka z Matematické analýzy I
2. 7. 2020

�as: 2 hodiny.

Není povoleno pouºívat kalkula£ky a jinou elektroniku ani p°inesené písemné materiály. Tvrzení
z p°edná²ky m·ºete pouºívat bez d·kazu, pokud není uvedeno jinak, nicmén¥ je nutno uvést, které
tvrzení pouºíváte. V²echna ostatní tvrzení dokaºte.

1. (10 bod·) Dokaºte, ºe kaºdá posloupnost £ísel má monotónní podposloupnost.

2. (5 bod·) Najd¥te limitu posloupnosti (an)∞n=0, de�nované vztahem

an = n2 ln

(
1 +

1

n2

)
,

p°ípadn¥ dokaºte, ºe limita neexistuje.

3. (10 bod·) Nech´ (an)∞n=0 a (bn)∞n=0 jsou dv¥ posloupnosti nezáporných £ísel. P°edpoklá-
dejme, ºe ob¥ °ady

∑∞
n=0 an a

∑∞
n=0 bn jsou konvergentní. De�nujme posloupnost (cn)∞n=0

p°edpisem cn = max{an, bn} pro kaºdé n. Dokaºte, ºe °ada
∑∞

n=0 cn je konvergentní.

4. (10 bod·) De�nujme funkci f : R→ R následovn¥:

f(x) =

{
exp(x)−sin(x)−1

x
pro x > 0

0 pro x ≤ 0.

Rozhodn¥te, zda je tato funkce spojitá v bod¥ x = 0 a zda má v tomto bod¥ derivaci.
Má-li v nule derivaci, ur£ete její hodnotu.

5. (10 bod·) Nech´ f : R→ R je funkce. Pro následující dva výroky rozhodn¥te, jestli n¥který
z nich implikuje ten druhý. Pro kaºdou ze dvou moºných implikací najd¥te bu¤ d·kaz,
nebo protip°íklad.

(i) Funkce f je shora neomezená.

(ii) Pro kaºdé x ∈ R existuje y ∈ R takové, ºe f(x) < f(y).

6. (5 bod·) Napi²te de�nici pojmu konvexní funkce (na intervalu I).

7. (10 bod·) Zformulujte a dokaºte �druhou základní v¥tu analýzy� o souvislosti Riemannova
a Newtonova integrálu.

8. (5 bod·) Napi²te vzorec, jímº lze pomocí integrálu de�novat povrch rota£ní plochy vzniklé
rotací grafu funkce f na intervalu [a, b] kolem osy x.

9. (15 bod·) Válec vý²ky h s polom¥rem r je rota£ní t¥leso, které vznikne rotací obdélníku
s vrcholy o sou°adnicích (0, 0), (r, 0), (0, h) a (r, h) kolem osy y. Odvo¤te vzorec pro
objem tohoto válce. Povrch tohoto válce se získá tak, ºe se se£te povrch jeho plá²t¥ (coº
je rota£ní plocha vzniklá rotací úse£ky s koncovými vrcholy (r, 0) a (r, h) kolem osy y)
a povrch jeho dvou podstav (coº jsou kruhy o polom¥ru r kolmé k ose y a se st°edy v
bodech (0, 0) a (0, h)). Najd¥te hodnoty r a h takové, ºe výsledný válec bude mít objem
roven 1 a jeho povrch bude co nejmen²í.


