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Zkou²ková písemka z Matematické analýzy I
22. 6. 2020

�as: 2 hodiny.

Není povoleno pouºívat kalkula£ky a jinou elektroniku ani p°inesené písemné materiály. Tvrzení
z p°edná²ky m·ºete pouºívat bez d·kazu, pokud není uvedeno jinak, nicmén¥ je nutno uvést, které
tvrzení pouºíváte. V²echna ostatní tvrzení dokaºte.

1. (5 bod·) Napi²te, jak je de�nován sou£et °ady
∑∞

n=0 an, kde (an) je n¥jaká reálná posloup-
nost.

2. (10 bod·) Nech´ (an)∞n=0 je reálná posloupnost a nech´ H ⊆ R∗ je mnoºina jejích hromad-
ných bod·. Dokaºte, ºe H má v R∗ nejv¥t²í prvek.

3. (10 bod·) Nech´ (an)∞n=1 je posloupnost reálných £ísel. Pro následující dva výroky rozhod-
n¥te, jestli n¥který z nich implikuje ten druhý. Pro kaºdou ze dvou moºných implikací
najd¥te bu¤ d·kaz, nebo protip°íklad.

(i) Posloupnost (an)∞n=1 není shora omezená.

(ii) limn→∞ an = +∞.

4. (5 bod·) Zformulujte v¥tu o limit¥ sloºené funkce. Nemusíte tu v¥tu dokazovat.

5. (10 bod·) De�nujme funkci f : R→ R následovn¥:

f(x) =

{
sin2(x)

x
pro x 6= 0

0 pro x = 0.

Rozhodn¥te, zda je tato funkce spojitá v bod¥ x = 0 a zda má v tomto bod¥ derivaci.
Má-li v nule derivaci, ur£ete její hodnotu.

6. (10 bod·) Nech´ f je funkce diferencovatelná na R. P°edpokládejme, ºe pro kaºdé x ∈ R
platí f ′(x) < 1. Dokaºte, ºe existuje nejvý² jedno c ∈ R spl¬ující f(c) = c.

7. (15 bod·) Ozna£me O oblast roviny ohrani£enou zespodu osou x a shora grafem funkce
f(x) = 1 − x2 na intervalu [−1, 1]. Chceme najít obdélník s vodorovnými a svislými
stranami obsaºený v oblasti O, který má co nejv¥t²í obsah. Jaké bude mít tento obdélník
rozm¥ry a jak velkou £ást plochy oblasti O bude pokrývat?

8. (10 bod·) Nech´ funkce f : [0, 1]→ R je na intervalu [0, 1] nezáporná a spojitá. P°edpoklá-
dejme, ºe rota£ní t¥leso vzniklé otá£ením plochy pod grafem funkce f na intervalu [0, 1]
kolem osy x má objem 1. Na intervalu [0, 3] de�nujeme funkci g p°edpisem g(x) = 4f(x

3
).

Lze z t¥chto informací odvodit objem t¥lesa vzniklého otá£ením plochy pod grafem funkce
g na intervalu [0, 3] kolem osy x? Pokud ano, jaký ten objem bude?

9. (5 bod·) Zformulujte integrální kritérium pro konvergenci °ad. Nemusíte ho dokazovat.


