Prvni série domécich kol z Kombinatoriky a grafta II
(verze pro tterni cviceni)

Vytesené priklady odevzdéavejte bud mailem na adresu jelinek@iuuk.mff.cuni.cz nebo na papitre na nékterém cviceni.
Reseni odevzdejte nejpozdéji v pondéli 24. fijna.

Priklady za 0 bodt jsou bonusové priklady, které mizete vytesit, budete-li chtit, ovSem jejich vyfeseni nema vliv
na zisk zapoctu. Vase feSeni bonusovych ptikladu vam samoziejmé rad opravim.

Pocet lichych komponent grafu G znaéim odd(G). Izolovang vrchol v néjakém grafu je vrchol stupné 0.
Piiklad 1. Dokazte, ze kazdy strom m4 nejvys jedno perfektni parovani. [1 bod]

Pi#iklad 2. Necht G = (V, E) je graf a necht u(G) oznacuje velikost nejvétsiho parovani v grafu G. Rekneme, Ze
parovan{ P grafu G je maximdini, pokud pro kazdou neparovaci hranu e € FE \ P plati, Ze P U {e} neni parovani.
Dokazte, Ze kazdé maximélni parovani grafu G ma aspoii 4(G) hran. [2 body]

Priklad 3. Kolik perfektnich parovani ma graf vznikly z iplného bipartitniho grafu K, ,, odebranim jedné hrany?
[1 bod]

Piiklad 4. Necht G = (V, E) je bipartitni graf. Dokazte, ze G mé perfektni parovani, pravé kdyz pro kazdou
mnozinu S C V plati, Ze v grafu G — S je nejvys | S| izolovanych vrcholi. [1 implikace: 1 bod, obé implikace: 3 body]

Piiklad 5. Necht G = (V, E) je bipartitni graf se dvéma stejné velkymi partitami X a Y. Predpoklddejme, Ze
plat{ nasledujici verze Hallovy podminky: VA C X: |A| < |N(A)|, kde N(A) je mnozina vrchold, které maji aspon
jednoho souseda v A. Ze cviéeni uz vime, Ze v takovém piipadé plati i symetrickd Hallova podminka pro druhou
partitu, tj. VB C Y: |B| < |N(B)|. Dokazte bez pouziti Hallovy ¢i Tutteovy véty, Ze v G plati i Tutteova podminka,
tj. VS C V:odd(G — S) < |S5]. [3 body]

Priklad 6. Necht n je sudé ¢islo. Dokazte, ze kazdy graf na n vrcholech s vice nez (”;1) hranami ma perfektni
parovani. [3 body] (Ndpovéda: mizZe se vam hodit poznatek, odvozeny na cvicend, Ze libovolnd hrana je obsaZend v
presné (n — 3)(n —5) --- 1 perfekinich pdrovdnich grafu K,.)

Priklad 7. DokaZte nésledujici “Tutteovu vétu s deficitem”: Necht k je nezdporné celé ¢islo. Graf G = (V, E) mé
parovani s nejvyse k volnymi vrcholy, pravé kdyz plati VS C V: odd(G — S) < |S| + k. [0 bod1]

Piiklad 8. Najdéte 5-reguldrni vrcholové 2-souvisly graf, ktery nemd perfektni parovéni. [0 bod]



